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Vector rerigldn x.
Vector columna vy.

Producto escalar de los vectores <xj| y |y>.

Q es una matriz positiva. Todos sus
elementos son positivos.

Q es una matriz no negativae. Todos sus elemen-
tos son no negativos, '

Q es una matriz semipositiva. Todos sus elemen-
tos son no negativos, pero al menos uno de

elles es diferente de cero, -

<x¥] es un vector rengldn positive. Todos sus
elementos son positivos, (id. para vectores co-

lumna)

<x1{ es5 un vector rengldn no negativoe. Todos
sus elementos son no negativos, (id. para vec-
tores columna)

<x} es3 un vector rengldn semipositivo. Todos
sus elementos son no negativos, pero al menos
uno de ellos es diferente de cero. (id. para
vectores columna)

Matriz de medios de produccidn, en cantidades
fisicas de bienes.

Vector de trabajo.

Matriz de producto bruto, en cantidades filsi-
cas de bienes.,

B - A = Matriz de producto neto.

Matriz de medios de produccidn en el sistema
de produccién bruta simple, en cantidades fi-
sicas de bienes. :

Vector de trabajo en el sistema de producciédn
bruta simple.



B'

A

jL#*>

B#

V>

I = Matriz de producto Dbruto en el sistema de
produccién bruta simple, en cantidades flsi-
cas de bienes,

Matriz de medios de produccidn en el sistema
de produccidn neta simple, en cantidades fi-
sicas de bienes,

Vector de trabajo en el sistema de produccidn
neta simple.

Matriz de producto bruto en el sistema de pro-
ducecidn neta simple, en cantidades flsicas de

bienes,

Matriz de salarios, en cantidades fisicas de
bienes,

Vector de salarios por unidad de trabajo, en
cantidades flsicas de bienes.

A + S = Matriz de capital, en cantidades flsi-
cas de bienes,

Matriz de plusproducto, en cantidades filsicas
de bienes,

Vector de valor, .

Matriz de valor,

Vector de valor de la fuerza de trabajo.
Vector de plusvalla,

Vector de precios de produccidn,

Tasa de beneficio,

Salario en precio,



NTRODUCCION.

Este trabajo tiene el propdsito de revisar las carac-
teristicas de operacidn de los sistemas econdmicos de
produccidn conjunta, El1 énfasis esta puésto en las condi-
ciones técnicas de productividad 'y eficiencia, buscando es-
tablecer criterios gque garanticen el buen funcicnamiento de
la economla y que por tanto den lugar a un comportamiento
satisfactorio de indicadores econdmicos tales comec los va-

lores ¥ leos precios de producciodn,

En este sentido, es pertinente contrastar la situvacién
gue ha prevalecido en la produccidn conjunta con la que se
da en 1la produccidn simple, ya que entre ambas existen di-
ferencias considerables no tanto en la metodologla emplea-
da, sino en cuanto a los criterios de productividad seguidos
y en torno a una serile de problemas conceptuales que apare-

cen en la primera de ellas.,

Como se sabe, los sistemas de produccidn simple han
'sidb estudiados con gran amplitud, pudiendo decirse gue su
situvacidén actual es satisfactoria y que no plantean proble-
mas fundamentales para la teorla ecoﬁbmica. A partir de la

condiciodn de productividad consistente en requerir que un



sistema produzca un excedente no nulo sobre los medios de
produccién empleados (a la que llamaremos "condicidn tra-
dicional de productividad"), y con ayuda del poderosoc teore-
ma de Perron-Frobenius, puede demostrarse que es posible ob-
tener conjuntos razonables tanto de valores como de precios
de produccisén, ambos c¢on una interpretacidn y un sentido

econbmico claros.

En contraste, los sistemas de produccidn conjunta han
presentado problemas casl desde su introduccién en la tec-
ria econdmica. Ya en los aflos cuarenta y cincuenta inves-

(1. (2) se percataron de

tigadores como Koopmans y Samuelson
gue Importantes teoremas econdmicos tales como el Teorema
de Sustitucién, gue eran vadlidos en produccidn simple,
dejaban de ser aplicables a leos sistemas de produccidn con-

junta,

En el campo de la Economia Politica, son conocidas
las dificultades encontradas por Sraffa(S) en su fratamiento
de la producecidn conjunta, particularmente por la apari-
cidn de elementos negativos entre cantidades que, supuesta-
mente, deberlan ser positivas para tener sentido econdmi-

co, Sraffa mismo y otros investigadores como Morishima(u) y

(1) Koopmans, T.C.,, "Maximization and Substitution in Li-
near Models of Production”, 1953, En SCIENTIFIC PAPERS
OF T, XOOPMANS, 1970. :

(2) Samuelson, P.A,, "Abstract of a Theorem Concerning
Substitutability i1in Open Leontief Models”, en T.C
Koopmans, (ed.), ACTIVITY ANALYSIS OF PRODUCTION_ _AND
ALLOCATION, 1951,

(3) Sraffa, P,: PRODUCTION _OQF COMMODITIES BY MEANS OF
COMMODITIES, 1960, -

(4) Morishima, M.: MARX'S ECONOMICS, 1973.




Steedman(S) encontfaron que, bajo el mismo criterio "tradi-
cional”" de productividad que en produccidn simple funciona-
ban tan blen, los sistemas de produccidn conjunta podian
conducir a situacicnes andmalas tales como la aparicidn de
valores negativos, de precios de produccidn negativos 0,
inclusive, @a 1la inexistencia de un sistema de precios de
produccidn, Tuvieron entonces que aladirse hipdtesis adi-
cionales de cardcter primordialmente matemédtico, tales co-
mo las de Manara(6), para eliminar los casos indeseables;
estas hipbtesis, sin embargo, resultaron ser correcciones
un tanto ad hoc para los problemas encontrados, faltando una

base econbmica que permitiera interpretarlas para hacerlas

realmente aceptables.

Las dificultades encontradas con la produccidén conjun-
ta en la Economlia Polltica 1llevaron incluso a algunos eco-
nomistas, como Morishima y Steedman, a cueétionar aspectos
tan fundamentales come la Ley del Valor, considerando gue su
validez no debla ir maés alla del niQel de broduccibn
simple., Segln esta interpretacién, la Ley del Valor fa no
"resistlia” su aplicacidén a la produccién conjunta, en
vista de los resultados aparentemente absurdos que se pre-
sentaban; en consecuencia, se dieron igualmente intentos por

"eorregir? 1la Ley del Valor original con nuevas formulacic-

(5) Steedman, I,: MARX AFTER SRAFFA, 1977.

(6) Manara, C.F.: "Sraffa's Model for the Joint Production
of Commodities by Means of Commodities", 1968, En L.L,
Pasinetti (ed.): ESSAYS ON THE.THFEORY OF JOINT PRODUC-

ll.—Q.N-! 1977.




- 10 -

nes(7) Todas estas cuestiones, naturalmente, dieron lugar a

intensas polémicas, muchas de las cuales han “continuado

hasta hoy dla,

Esta situacidn hizo que la producecidn conjunta fuese
siendo vista como un aspectoc un tanto molesto e indeseable
de la Economia, que convenla evitar hasta donde fuers
posible. Por otra parte, las discrepancias ideoldgicas fre-
cuentemente tendieron a frenar su desarrollo dentro de 1la

propia Economla Pellitica,

Sin embargo, la realidad es que la produccidn conjunta
no es una cuestiodn marginal.o lateral en la teorla econd-
mica. Por el contrario, constituye una representacidn mas
amplia de la realidad econdmica que la produccién simple;
ello laz sitia en un nivel mads pgeneral y elevado de desa-
rrolloc tedrico. La produccidén simple, como es conocido,
resulta con frecuencia demasiado restringida en su utiliza-
cidn como modelo de una economla; asi por ejemplo, aspec-
tos tan importantes como la teorla del capital fijo requie-
ren crucialmente de la teoria de la produccidn conjunta

para poder expresar los modelos respectivos,

Por 1los motivos expuestos, hemos considerado de inte-
rés el estudiar el funcionamiento de la broduccibn conjun=-
ta, El1 punto de vista sustentado es que las dificultades
fundamentales encontradas en.ella provienen de incluir entre

los sistemas tratados sistemas que presentan ciertas inefi-

(7) Morishima, op. cit., Cap. 14; Merishima,

M, g Catepho-
res, G.: VALUE, EXPLOITATION_ AND GROWTH, 1978,



ciencias productivas que no son detectadas por el criterio
tradicional de productividad. Hemos considerado, por tanto,
que ese criterio es insuficiente para garantizar el compore-
tamiento adecuado del sistema en la esfera de la produc-
cidn; en consecuencia, las anomalias presentes en las va-
riables caracteristicas de la drbita de la circulacidn
-valores y precios de produccién- y de 1la distribucién
-salarios, plusvallas, tasas de beneficic, etc.- no hacen

sino reflejar el cardcter ineficiente del proceso producti-

Vo,

Desde nuestra perspectiva, la produccién de un exce-
dente sobre los medics de produccidén empleados debe distin-
guirse de la utilizacidén eficiente de los insumos (medios
de produccidn y trabajo) por el sistema, entendiendo por
esto Hltimo gue los insumos intervengan en el proceso pro-
ductivo para producir bienes y no para destruirlos. En este
sentido, puede decirse que el criterio tradicional de pro=-
ductividad garantiza 1la produccidn de un excedente, pero
ese hecho no implica por sl solo una utilizacién eficiente
de los insumos, En consecuencia, es necesario estudiar més
detalladamente la forma de producir del sistema, para poder
identificar 1los comportamientos ineficientes y, una vez lo-
calizados, establecer los criterios de productividad y efi-

ciencia que lecs limiten.

Asi pues, el primer aspecto que tratamos es el de las

condiciones teenicas de productividad y de eficiencia., A
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ello estan dedicadas los primeros siete capltulos, en los
que se revisan aspectos referentes a la productividad de un
sistema econdmico. Con tal fin, se introduce el concepto de
"estado~incremento", que a pesar de ser extremadamente sen-
cillc permite separar y analizar en detalle las consecuen-
clas de variaciones en los niveles de produccidn., El1 proce-
dimiento seguido a continuacidn es igualmente simple, vy
consiste en llevar a un sistema econdmico -gn generazl de
produccidn conjunta~ a una forma linealmente equivalente de
produccidn simple, gque puede ser bruta o neta, segin se
desée, y que tiene cardcter marginal, El1 hecho de que este
sistema equivalente opere en produccidn simple permite ver
con gran claridad la manera en que el siétema lleva a cabo
la produccidn de cada uno de los productos, lo que posibi-
lita estudiar para cada uno de ellos la productividad de los
insumos participantes. Apdrecen asl dos tipos basicos de
comportamiento, que hemos denominado "productivo” y '"des-
tructivo”, respectivamente, que no se muestran expllcita-
mente en el sistema original ni son detectados por el crite-
rio tradicional de productividad, pero gue se evidenclan
cuando el sistema es llevado a la forma de produccidn neta
simple, El1l comportamiento prcductivo corresponde al de wuna
economlia normal, en tanto gque el destructivo estd asociado
a wmovimientos relativos de insumos y productos gue resultan
contrarios al sentlido econdmico convencional y que, como se

demuestra, dan lugar a ineficiencias del sistema.

Como las ineficiencias encontradas no se perciben



usualmente en el sistema original ni son mostradas por el
criterio tradicicnal de productividad, puede decirse que es-
tdn "ocultas” por el entremezclamiento de la produccidn de
los diferentes bienes en la produccidn conjunta, perc que
al llevar el sistema a la forma de produccidn neta simple
se resuelve la produccién individuvual de cada bien y se re-
vela por consiguiente la presencia de dichas ineficiencias,
Asl pues, una vez identificadas es posible aislarlas y por
tanto establecer criterios de eficiencia que garanticen el

buen funcionamiento de un sistemsa econdmico,

En los Wltimos capltulos se revisan algunos de los
principales aspectos de la teorlia del valor y de la teoria
de los precios de produccidén, mostrando que cuando los sis-
temas econdmicos considerados son eficientes en el sentido
antes indicado, tanto los’yalores como los precios de pro-
duccidn 'resultan bien comportados econdmicamente, no apa-
reciendo cantidades negativas en ellos, Lo anterior es una
consecuencia 1ldgica que resulta del hecho de trabajar con
sistemas eficientes; asimismo, permite entender que cuando
un sistema contenga ineficiencias éstas den lugar a valores
0o precios andmalos, constituyendo entonces un sintoma de

que algo estd funcionando mal en la economia considerada.

El estudio concluye con una revisién del llamado "Teo~
rema de la Explotacidén”, que afirma que una tasa de benefi-
cio positiva en el sistema de precios implica la explota-

cién de los trabajadores desde el punto de vista del siste-
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ma de valores. Demostramos entonces este teorema para pro-
ducecién conjunta cuando el Sistema econdmico es eficiente
en el sentido que hemos expuesto anteriormente; sin embargo,
encontramos que cuando el sistema es ineficiente no puede
asegurarse que haya explotacidn, dado qhe pueden tenerse
beneficios positivos para los capitalistas con '"plusvallas"”
negativas, Esto resulta natural, ya que al tratar con un
sistema ineficiente las ineficiencias pueden repercutir en
la esfera de la gistribucidén afectando ya sea a los traba-
jadores o a los capitalistas; en el caso de los primeros se
tendria un reforzamiento de la explotacidén "usual”, mien-
tras gue con los segundos podrian tenerse "plusvallas” ne-
gativas que significarlan pérdidas para los capitalistas a
favor de los trabajadores, aun cuando los precios y la tasa

de beneficio fueran positivos,

Cabe mencionar que, por razones relativas a la exten-
sidn de este trabajo, no se incluyeron otros aspectos im-
portantes relacionados con la produccidn conjunta. Entré
ellos pueden mencionarse el estudio del sistema patrédn de
Sraffa, asi como el tratamiento de la reducibilidad de un
sistema y de los correspondientes bienes biasicos y no Dbi-
sicos., Estas cuestiones resultan considerablemente simplifi-
cadas cuando se lleva el sistema econbmico a la forma de
produccidn simple, pues entonces su andlisis de hecho se
reduce al caso ya conocido de produccidbn simple usual. Tam~
poco se abordd el tratamiento del capital fijo, el cual re~

quiere, como se sabe, de la utilizacidn de sistemas de pro-
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duccidn conjunta; no obstante, es claro que si el criterio
de eficiencia agqul propuesto se aplica al estudio del capi-
tal fijo entonces no deberdn presentarse situacicnes ecc-
ndmicamente irregulares ni con los valores ni con el siste-
ma de precios de produccidn, ya que las dificultades que
llegan a presentarse provienen no tanto del hecho de tratar

con capital fijo, sino de la teorla de la produccién con-

junta en si.

En sintesis, se trata de hacer ver que la produccidn
conjunta, cuando se refiere a sistemas econdémicos eficien-
tes, no presenta nigin comportamiento que pueda considerar-
se anormal, No es necesario, pues ~desde nuestro punto de
vista- hacer correcciones o rectificaciones a los aspectos
basicos de la Economia Politica al introducir en ella a
los sistemas de produccidn conjunta; mds bien son los sis-
temas estudiados por ella los que deben cumplir, para ser
aceptables econdmicamente, el requisito de ser eficientes

en la produccidn.,



- 16 -

Capitulo 1

SISTEMA ECONOMICO Y ESTADO ECONOMICO,

Principiaremos por establecer el marco general en el
que trabajaremos, introduciendo algunos conceptos fundamen-

tales que serdn utilizados a lo largo de este estudio.

Consideremos un sistema econdmico de produccidn con-
junta (A, JL>, B) constituido por m prbcesos que producen m
bienes, y caracterizado por la matriz de medics de produc-
cidn A, el vector columna de trabajb directo |L> y la ma-
triz de producto bruto B, A y B estan expresadas en canti-
dades flsicas de bienes, y IL> en cantidades de trabajo
simple; enh consecuencia, A y B son matrices semipositivas y

IL> es un vector semipositivo.

Pediremos que el sistema conste realmente de m procesos

diferentes, en el sentido de que estos procesos sean lineal-

mente independientes entre si.

Supondremos ademds que el sistema es productive en el
sentide del siguiente criterio, gque 1llamaremos "ecriterio

(8),

tradicional de productividad” si N = B - A designa a la

matriz de producto neto del sistema, entonces se cumple que

‘el vector rengldn de producto'neto total <n}, que es la su-

(8) Este criterio aparece ya en Sraffa, op. cit.
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ma de los productos netos de los m procesos del sistema, es

positivo:
<n} = <el!N > <0} (1)

siendo <e! el vector renglén 1 1 ... 11.

Tomando al sistema econdmico (&, {L>, B) como sistema

base podemos generar otros sistemas equivalentes, que llama-

remos estados del sistema, mediante la operacién a diferen-
tes niveles de =zectividad de los procesos que conforman al

sistema; estos niveles quedardn representados por coefi-
cientes numéricos multiplicando a cada uno de los procesos,
Podemos entonces canstruir un vector renglén <y), al que
denominaremos yector de estadgo del sistema equivalente, cu-
yas componentes sean los coeficientes anteriores. Para que
el sistema sea factible econdmicamente, consideraremos sb-

lo estados con <y} no negativo.

En esta forma, cada estado del sistema queda definido
por su vector de estado <y §'<0f' Este vector genera, a
partir del sistema base (A, JL>, B), a un estadb de broduc-
cidn que en conjunto utiliza un vector renglén de medios
de produccidn <a] y un trabajo directo 1 como insumos, Yy
produce un vector rengldn de producto bruto <b} y un vector
rengldn de producto neto <n]. Todas estas cantidades son la
suma de las componentes correspondientes sobre los m proce-~

sos del sistema en el estado <y}, y estédn dadas respectiva-

mente por:



- 18 -

<a} = <ylA (2)

1 = <ylL> (3)
<bl = <y|B (4)
<ni = ?Y_fN (5)

Por consiguiente, 1las condiciones totales de produc-
cién de un estado <yl del sistema quedan especificadas por
el conjunto (<al, 1, <b}) (o por el conjunto (<al, 1, <n}),
ya que <n}] = <b} - <al}), obtenido a partir de <y} por medio

de las ecuaciones anteriores.

En los c¢asos m = 1, 2 o 3 podemos representar a cada
estado <y! del sistema como un vector en la recta, el plano
o en el espacio, seghn se trate, cuyas componentes sean los
elementos del vector <y}; como estos vectores son no negati-
vos, deben localizarse en el semieje positivo (m = 1), el
primer cuadrante (m = 2) o el primer octante (m = 3); ver

"Fig. 1. Para m > 3 imaginaremos un espacio de dimensidn m,

<yl

—— it ot St

Y1

Figura 1. Representacién grafica
gde un estado del sistema,
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en cuyo caso el vector que represente al estado <y} estara

en el ortante no negativo,
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Capltule 2
ESTADOS-INCREMENTO.

El concepto de estado de un sistema introduce una
restriccidn muy severa para garantizar su factibilidad
econdmica, a szber, la no negstividad del vector de estado
<y}. Esta restriccidn, si bien necesaria, en ccasiones im-
pide ver con claridad el comportamiento del sistema, ya que
para analizar algunos aspectﬁs de las produccidén es necesa-
rio recurrir a la variacidén de los niveles de actividad de
un estado y separar el efecto de la variacidn en relacidn
a lo que ocurrila inicialmente. Por este motlivo, cuando se
realicen variacicnes en los niveles de operacidn de los
procesos resulta conveniente emplear, ademads de estados, lo
gue denominaremos estados-incremento, tal como los definire-
mos en este capltulo. Estos estados-incremento nos permiti-
ran estudiar detalladamente el comportamiento del sistema
en cuanto a la forma de producir, lo gque conducira a un
andlisis de la productividad de los ihsumos-del sistema'que
resultara de gran utilidad para entender el comportamiento

de la produccidén conjunta,

Demos, pues, una variacidn d<y] al vector de estado

<y| del sistema, de manera que <y] cambie a <y'} = <y} =+
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d<yi.

En una variacidn general, d<yl| puede tener componentes
positivas, negativas o cero. Las componentes positivas sig-
nifican que los niveles de actividad correspondientes van a
aumentar; las negativas, que &stos van a disminuir; y las

iguales a cero, que no van a cambiar,

Observamos que como <y'] debe ser un vector no negativo
debemos tener <Ky'l = <yl + d<y] > <0}, de manera que d<y]

sblo puede aliadirse a estados <y} del sistema para los que:
<yi 2 =d<yi (6)

Esta relacidén expresa la condicidn de aplicabilidad

de una variacidn d<y}| a un estado <y) del sistema.

La variacidn d<y! originard variaciones d<a}, d1l,
d<b} y d<n! en los medios de produccidn, el trabajo, el
producto bruto y el producto neto, respectivamente, que

estargén dadas, segin (2), (3), (4) y (5), por:

d<a} = d<ylA (7)

dl = d<yiL> (8)
d<b] = d<yiB (9)
d<n} = d<yIN (10)

Por consiguiente, con respecto al estado original <yl

los medios de produceidbn cambiaradn a <a'}l = <a} + d<al, el
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trabajo a 1' = 1 + dl, el producto bruto a <b'} = <b} + d<b)
y el producto neto a <n'} = <n} + d<ni. Si d<y|] <contiene
elementos negativos, entonces buede ocurrir que d<a}, dl,
etc, tengan también elementos negatiﬁos, lo cual indicara
que las componentes respectivas en <a'}, 1', etc. disminui-

rdn como resultado de la variacién d<y}.

En esta forma, como consecuencia de la variacidn efec~
tuada, el estado <y| del sistema con el conjunto total (<a},
1, <b}) cambiard” al -estado <y'}] con el conjunto total (<a}
+ d<al, 1 + dl, <b} + d<b}), Este cambio de estados puede
verse como la adicidn, al conjunto total inicial (<a}, 1,
<b}), de un conjunto-~-incremento (d<a}, dl, d<bl) asociado a

un estado-incremento con vector de estado d<y]. Definiremos

entonces formalmente este Hltime concepto:

Definicién: Un estado-incremento es una combinacidn
lineal de 1los procesos de un sistema econdmico, que
representa los cambios necesarios en las componentes

del sistema para pasar de un estado a otro,

Los coeficientes de la combinacién lineal forman el
vector de estado correspondiente, d<y!, en tanto que 1los
cambios en las componentes del sistema, d<al, dl y d<b}, es-

tdn dados por (7), (8) y (9) respectivamente.

Como se puede apreciar, un estado-incremento tiene to-
das las caracterlsticas de un estado, excepto gque las com-

ponentes de su vector de estado d<y| pueden ser negativas;
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tal circunstancia impide identificarlo con un estado verda-
dero., No obstante, resulta %til introducir este concepto,
con objeto de poder ver con mds claridad cdmeo se lleva a

cabo el paso de un estado a otro como resultado de una va--

riacibdn.

Un estado-incremento d<y! también puede representarse
graficamente como un vector coméin cuandom = 1, 2 o 3,
sdlo que como ahora sus componentes pueden tener cualquier
signo, ya no tiene gque localizarse necesariamente en el se-
mieje positivo, el primer cuadrante o el primer octante (ver
Fig. 2). La adicidn de un estado-incremento d<yj a un esta;
do <y} se representard como la suma de los vectores <y! vy
d<y!, que da como resultante a <y'}; la condicidn (6) ase-
gura gue <y'; no caerd fuera del primer cuadrante o del

primer octante (ver Fig. 3).

<
n

d<y |

<
—r

—— o —— s o

Figura 2. Representacién grafica
de un estado-incremento,
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¢y ! d<y i
Y

-2 .

(a)

(b)

—— —— - — et 0 ) e b A

—— i ————

Figura 3. Representacién gradfica de la adicién
de un estado-incremento d<y}| a un estado <y},
para producir un nuevo estado <y'|.

(a): Situacién factible, con <y'} en el primer
cuadrante.

(b): Situacidn no factible, con <y'} fuera del
primer cuadrante (no se cumple la condi-

cidn (6)).
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Capltulo 3

INDEPENDENCIA TECMOLOGICA DE LOS PROCESOS,

Estudiaremos ahora un sistema econdmico desde el punto
de vista de la tecnolegila wutilizada, buscando gue los dife-

rentes procesos no dupliquen o repitan sus funciones, es e~

cir, que sean tecnoldgicamente independientes.

Para que los procesos sean independientes en el sentido
indicado pediremos que la tecnolcgla empleada por cada uno
de ellos esté Dbien definida, es decir, gue opere univoca-

mente en la produccidn, de acuerdo con el siguiente crite-

rio:

Definicidn: Un sistema econdmico tiene una tecnolo-
gla biepn _definida si un rengldn dado cualquiera de
producto bruto <Bj} 0o de producto neto <Nj} sdlo puede
ser producido mediante su propio renglén de insumos
(<Aj{, Lj)’ sin gque ninguna btra combinacidn de insu-

mos pueda producir ese mismo rengldn de producto bruto

o de producto neto,

La condicidén de tener tecnologla bien definida impli-
ca, como veremos a continuacién, que los renglones de 1la

matriz de producto bruto B deben ser linealmente indepen-
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dientes. Para demostrarlo, notemos que si un renglén de
producto bruto cualquiera, digamos el j, fuera linealmente
dependiente de los demds, entonces ese rengldn podria ex-

presarse en la forma:

c, <B, ! (11)

siendo las cy los coeficientes de la combinacidn lineal. Si
ademas ﬁacemos °j = 0, obtédriamos un conjunto de m coefi-
cientes que 'podf;an ser vistos como las componentes del
vector de estado d<y| de un estado=-incremento (utilizamos un
estado-incremento por si algunas cy fueran negativas)., El

producto bruto d<b] de este estado-incremento estaria dado,

segtin (9), por:

d<b} = d<ylB = 5 . dy, <B.} =
- n ]
= _S_kz.] Ck <Bk| (12)

y de acuerdo con (11) seria idéntico al del proceso Jj;

asimismo, sus insumos d<a} y dl resultarlan ser:
(d<a), dl1) = (d<y!lA, d<yiL>) . (13)

Perb, bor otra parte, los insumos asociados al procéso
J son (<Ajt, Lj)' Tendriamos asl dos renglones idénticos
de producto bruto: uno, el del proceso j, y otro el del es- .
tado-incremento d<yi{; el primero provendria del renglén de
insumos (<Aj}, Lj)’ y el segundo del renglén (d<a}, dl). Si

estos renglones fueran iguales, entonces el proceso j serla



linealmente dependiente de los procesos restantes, contrario
al supuesto 1inicial de independencia lineal de Ios procesos
del sistema; pero si fueran diferentes, tendrliamos que <Bj}
puede ser producido por dos renglones diferentes de insumos,
lo cual violaria 1la condicidn de tecnologla bien defini-
da, Como ninguna de estas alternativas es aceptable, enton-
ces la premisa de dependencia lineal del renglén j de pro-
ducto bruto es la que debe ser incorrecta. En consecuencia,
los renglones de B deben ser 1linealmente independientes

cuando la tecnologla esta bien definida en el sistema.

Un razonamiento andlogo permite deducir que si la tec-
nologia del sistema estd Dbien definida, entonces los ren-

gloﬁes de N también deben ser linealmente independientes,

Con todo 1lo anterior, queda establecido el siguiente

teorema:

Teorema 1: Un sistema econdmico tiene . tecnelogla Dbien
definida si y sdlo =i los renglones de las matrices de

producto bruto y de producto neto son linealmente inde-

pendientes.

Es conocido que si los renglones de una matriz cuadrada
son linealmente independientes, la matriz tiene rango pleno.

Podemos entonces derivar el siguiente corolaric:

Corelario 1: Un sistema econdmico tiene tecnologlia

bien definida si y sdlo si las matrices de producto

bruto y de producto neto tienen rango pleno,
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y por tanto:

Corolario  2: En un sistema econdmico con tecnologla

bien definida, las matrices de producto bruto y de pro-

ducto neto son invertibles,

Hemos dicho que un sistema econdmico tiene tecnologla
bien definida si1 para cada proceso del sistema 1los renglones
de producto bruto y de producto neto pueden ser producidos
inicamente por el rengldn de insumos del mismo proceso.
Este resultado puede generalizarse para el vector de produc-
to bruto o de producto neto de cualquier estado del sistema,

ya que seghn las ecuaciones (4) y (5):
<b] = <yIB (41)

<n} <y N (5")

En consecuencia, puesto que segln el Corolario 2 1las

matrices B y Tl existen, de las ecuaciones anteriores

puede despejarse <y en las formas:
<y} = <b|B (14)
<yl = <niy”) (15)

Las relaciones (14) y (15) muestran que los vectores
<y} que dan lugar a <b} y a <n}, respectivamente, son Uuni-

cos., Concluimos entonces el siguiente corolario:

Corolario 3: En un sistema econémico de tecnologla

bien definida, la forma de producir cada vector de pro-
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ducto bruto y cada vector de producto neto es itnica.

En lo que sigue de este trabajo, supondremos que 1los
sistemas econdmicos considerados tienen siempre su tecnolo-

gia ©bien definida.
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Capitulo 4
RIACIONES DEL PRODUCTO BRUTO Y DEL PRODUCTO NETO.

En este capitulo iniciliaremos el estudio detzllado de
l1a forma en que un sistema lleva a cabo la produccidn y de
la manera de obtener vectores deseados de producto, cuando
ello es factible., Estudiaremos primero el producto bruto,

pasando después al producto neto.

Supongames que a partir de un sistema econdmico base
(A, |L>, B) de tecnologla bien definida se dest¢e producir
la cantidad <b} de producto bruto. Para ello, habra que
operar 1los diferentes procesos del sistema a los niveles de

actividad dados por el vector <y!| que satisfaga la ecuacién

(4):
<b} = <y B (')

En esta forma <y! quedard dado, como vimos en (14),

por:
<yl = <bB™) (147)

teniendo como requisito adicional que <y} > <0}. Este requi-

sito no siempre se podrd cumplir, puesto que nada impide

-1

que B contenga elementos negativos; por este motivo, no
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cualquier producto bruto <b} podrd ser producido por el
sistema econdmico. El1 conjunto de vectores <b} que satisfa-

cen (4) (o (14')) y que dan lugar a un vector <y! no negati-
vo constituyen el duc b 0 alcanzable por el sistema:

-1

<y} = <b|B 2 <0} (16)

y como (16) debe cumplirse para cada componente yj de <y,

debe tenerse:

m -1
S B K3 b,

20 (17>

La desigualdad.de (17) representa geométricamente un
semiespacio en el espaclo de los productos brutos, y puesto
que debe satisfacerse una relacidn de este tipo para cada
valor de j = 1, 2, ..., m, la regidn que cumple (16) debe
ser la interseccidn de esos semiespacios. Sin embargo, cgomo
B es una matriz semipositiva y <y} un vector no negativo,
tendremos que <b} = <y|B 2 <0}, es decir, la regidn de pro-
ducto bruto alcanzable se ubicard siempre en el ortante no
negativo (ver la Fig. 4 para un ejemplo conm = 2, en donde
la interseccidn mostrada debe ser la dnica factible, pues-

to gue cualquier otra darla lugar a componentes negativas

en <bl),

Los productos Dbrutos <b} gque no satisfagan (16) no
podradn ser producidos directamente por el sistema. Ndtese,
sin embargo, que eso no significa que con el sistema no pue-
dan obtenerse dichos productos. Los vectores <b} gque no cum-

plan (16) pueden ser obtenidos indirectamente produciendo
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Producto bruto
alcanzable

Figura 4, Ejemplo del producto bruto
alcanzable por un sistema,

primero (suponiendo que hay recursos suficientes) un vector
<b'} que sea mayor gue <b} pero que sl sea producible, vy
luego desechando el sobrante <b'}] = <b}, Tal forma de produ-
cir resulta heficiente, pero puede ser la Unica manera de
lograr un producto bruto deseado no producible directamente.
Puede inclusive buscarse alguna forma de minimizar los insu-
mos wutilizados, tal como la empleada por Mofishima para cal-
cular sus "valores dptimos"™ mediante técnicas de programa-
cidn lineal(g). Si se alladen estos tipos de produccidén in-
directa, entonces cualquier producto <b| podrd ser obtenido
con el sistema, con tal de que haya suficiente disponibili-
dad de recursos (medios de produccidn y trabajo). Sin em=-
bargo, puesto gque en cualquier caso habrd que acudir 3l
conjunto de <b} directamente producible definido por (16),
nosotros consideraremos como producto obtenible solamente a

dicho conjunto, ya que es el realmente relevante para anali-

(9) Morishima, op. cit., Cap. 14,



zar la produccidn Dbruta del sistema.

La ecuacidn (14) expresa cdmo obtener el estado <y!
del sistema que produzca el producto bruto deseado <b): se-~
ghn esa ecuacidn, Dbasta con multiplicar el vector <b} re-

querido por la matriz B'1. En tal sentido, g~

pretarse como la matriz generatriz del vector de estzdo ne-

cesario para la produccién del producto bruto deseado <bl,.

puede inter-

Los medios de produccidn y el trabajo necesarios para-

la produceciédn de <b] pueden calcularse ahora por medio de

(2), (3) y (14);

<al = <ylA = <b!B”™'A (18)
1 = <ylL> = <blB~IL> (19)
y si definimos:

A = B™ A (20)
IL'> = B LS (21)

entonces (18) j (19) pueden escribirse en la forma:
<al = <bA’ (22)
1 = <biL’'> (23)

Las relaciones (22) y (23) muestran que para calcular
los mediocs de produccidén y el trabajo necesarios para la
producecidn de <b}, basta utilizar a la matriz A' y al vec-

tor JL'>, A' y JL'> aparecen asl, en analogla con B'1 para
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<yl, como los generadores de los insumocs (medics de produc-
cidn y trabajo) requeridos por el sistema para la produc-

cidn de un producto bruto deseado cualquiera <bl.

Notemos, sin embargo, que la restriccidn de que 1los
niveles de actividad sean no negativos desaparece si en vez
de utilizar estados ~con los que se tiene la limitante men-
cionada- empleamos estados-incremento, para los gque no se
tiene esa restriccién. E1l problema se replantea entohces
sobre cémo producir la cantidad d<b} de producto bruto; pa-
ra lograrlo, debemos aplicar al sistema el vector de estado

d<y} que satisface la relacien (9):
d<b} = d<ylB (9'")

de donde obtenemos:

d<bB™] (21)

d<y i

El vector d<y}, como analizamos antes en el Capitulo
2, puede tener elementos negativos, que significan simple-
mente una reduccidn en 1os niveles de actividad de los pro-
cesos asociados a esos elementos. Por tanto, no existe nin-
guna dificultad con d<y] en caso de que aparezcan elementos
negativos; la restriccién de no negatividad se traslada en-
tonces a los estados <y} a los que puede aplicarse el incre-

mento d<y}, y que se encuentra expresada por la condicidn

(6.

Una vez obtenido d<yl}, los medios de produccidn y el
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trabajo necesarios para la produccidn de d<b] pueden calcu-

larse por medio de (7) y (8):

d<al = d<ylA = d<blB~ A (25)

-1,

dl d<y IL> = d<b{B " }L> (26)

y con las definiciones de (20) y (21), vemos que las ecua-

ciones anteriores pueden escribirse en la forma:

d<a} d<h A (27)

dl d<biL'> (28)

El vector d<b| puede tener componentes positivas, nega-
tivas o cero. Segln sea el signo de estas componentes, po-

demos tener las siguientes situaciones:

a) d<bj] 2 <0}, En este caso, al afladir el estado-incre-
mento d<y| a un estado <yl que cumpla la condicidn de apli-
cabilidad (6), el producto bruto se verd incrementado en al
menos una componente, sin que disminuya ninguna otra. Por
tal razén, diremos que si d<b] > <0} entonces el estado-in-

cremento corresponde a un producto bruto creciente.

b) d<b} £ <0}. Este caso es el opuesto al anterior, ya
gque ahora nirguna componente del producto bruto aumentard vy
s1 al menos una disminuird. Diremos que un estado-incre-
mento con estas caracteristicas corresponde a un producto

"~ bruto _decreciente.

c) BSi d<b} contiene elementos tanto positivos como ne-
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gativos o cero, entonces algunas componentes del producto
bruto creceradn, otras decrecerdn y algunas mds permanece-
rédan sin cambio. En este caso no podemos considerar que el
producto bruto aumentard o disminuird; diremos por tanto
gque a un estado~incremento asl corresponde un productoc bru-

to con compeortamiento indefinido.

Geométricamente, 1la regidén de producto bruto crecien-
te puede ser representada en el espacio vectorial de esta-
dos~incremento d<y}. Puesto que, como hemos visto en (9'),
d<b} = d<y|{B, deberemos tener:

m
dbj = §k=1 Bk'

j dyk >0 (29)

que representa un semiespacioc en el espacio de vectores
d<y!}. Para obtener d<b} > <0} tendremos entonces que aplicar
(29) simultiéneamente a j=1, 2, ..., m, 1o que conduce a
tomar 1la interseccidn de dichos semiespacios, que consti-
tuirad por. consiguiente la regidn de producto bruto cre-
ciente, Esta regidn puede ubicarse en cualquier parte del
espacio de vectores d<yl, puesto que las componentes dyk

pueden ser negativas,

Un andlisis similar puede ser hecho en relacidn a las
regiones de producto bruto decreciente y de producto bruto
con comportamiento indefinido, gue como en el caso anterior,
consistirdn en la interseccidn de semiespaciocs andlogos a
(29). Para 1las regiones de producto bruto decreciente,

cambiard el sentido de todas las desigualdades en (29). Pa~-
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ra las regiones de producto bruto con comportamiento indefi-
nido sdélo cambiardn algunas de las desigualdades, corres=-
pondientes a las bj que disminuyan; en otras la desigualdad
se reemblazaré por una igualdad, cuando bj no cambie, y en
las restantes no habrd modificacidn, pues se segﬁiré te-
niendo un aumento en bi' El espacio vectorial de estados-in-
cremento d<y}.quedaré dividido entonces en estas tres re-
giones caracteristicas, teniendo todas ellas como frontera
a los hiperplanos definidos por la igualdad de la relaciédn

(29) (ver la Fig. 5 para un caso tipico con m = 2),.

—— e (D = v————

<b} indefinido

|

<b}

decreciente

— e (e e

Figura 5. Reglones del espacic de estados-
incremento d<y|, segin el comportamiento
producido en <bl.

_ Al ahadir el estado~-incremento d<y! a un estado inicial
<y} del sistema, el diagrama de la Fig. 5 deberd trasladar-

se del espacio de d<y}| al espacio de <y}, quedando colocado
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<b}
creciente

<b!
indefinid

<b! indefinido

<b] decreciente

j
1
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1
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1
1
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I
1
L
]
]
1

N\

71
Figura 6. Comportamiento de <b}

al variar d<y} a partir de un
estado inicial <yji.

el origen en el punto que representa al estado inicial <y

(ver Fig. 6). Las tres regiones anteriores estaran ahora
limitadas por la condicidn de que todos los estados facti-
bles queden ubicados en el primer cuadrante, y nos mostra-
rdan el comportamiento de <b} seglin la regidn en la que

quede colocado el nuevo vector <y'} = <y) + d<y}.

El tratamiento anterior ha sido hecho para estudiar el
comportamiento del producto bruto, Un andlisis enteramente
andlogo puede hacerse para estudiar la forma de producir un

producto neto deseado <n},

A partir de (5), vemos que el vector de estado <y!| ne-

cesario para producir el producto neto <n| estd dado por:
<yl o= <nin”] (30)

Esta relacidn, andloga a la de la ecuacidn (14'), no
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siempre tiene solucidén, debido al requisito de no negativi-
dad de <y}, El conjunto de vectores <n} de (5) -y (30) para
los que <y} > <0} constituye el producto neto alcanzable por

el sistema:

1

<yl = <n|N” > <0} (31)

Si.graficamos la regién permitida por (31) en el espa-
cio de productos netos, obtendremos un diagrama similar =al
de la Fig, 4, Sin embargo ahora la matriz N, a diferencia de
B, puede contener elementos negativos; ello hace que el vec-
tor <m} = <yIN pueda también tener componentes negativas.
Asl pues, la regitn de producto neto alcanzable (31) puede
ubicarse en cualquier parte del espacic de productos netos,
y ya no sblo en el primer ortante, como era el caso con el
producto bruto, De hecho, si no se imponen restricciones po-
drian tenerse sistemas en los que esta regidn quedara fue-
ra del primer ortante, dando lugar a situaciones claramente

antiecondmicas. Es importante notar entonces gue la condi-

cidn de productividad (1):
<n} = <elN > <0} (1)

permite garantizar que en los sistemas econdmicos que con-
sideramos, al menos una parte de la regidn de <n}] alcanza-
ble (a la cual pertenece el vector <n} de (1')) se encuentre
en el ortante positivo del espacio de productos netos, sien-

do por tanto significativa econémicamente,

31 ahora pasamos a utilizar estados-incremento, tendre-
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mos que el vector de estado d<y] necesario para producir la

cantidad d<n] de procucto neto estd dado, segln (10), por:

d<y] = d<nin”! (32)

en donde d<y| puede tener componentes negativas, pero sdlo
puede afiadirse a estados cuyo vector <y} satisfaga la condi-

cidn (6). De (32) vemos que N"1 es la matriz pgeneratriz del

vector de estado requerido para la produccidén del producto

neto d<n!.

Utilizando el vector d<y} de (32), los medios de pro-
duceidn y el trabajo necesarios para la produccién de d<n}

resultan, de acuerdo con (7) y (8):

d<a} = d<ylA = d<n]| (33)
dl = d<ylL> = d<n!N”1IL> (3w
y definiendo:
A% = N7 Ta (35)
IL¥> = NTIL> (36)

tenemos entonces que (33) y (36) pueden escribirse:
d<al = d<nla* (37)

dl d<n{L#> (38)

que son las relaciones que corresponden a (27) y (28). Las

ecuaciones (37) y (38) muestran asimismo que la matriz A% y
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el vector |L*> son los generadores de los insumos (medics de
producciédn y trabajo) requeridos para la producecidn del

incremento d<n} en el producto neto(10).

De acuerdo a los signos de las componentes de d<nj, po-
demos decir que el estado-incremento respectivo corresponde

a un producto neto creciente si d<ni > <0}, 2 un producto

neto decreciente si d<n} £ <0}, y a un producto _netc _con

comportamiente indefinido cuando las componentes de d<n}

tienen signos diferentes, Si graficamos en el espacic de ni-
veles de actividad, obtendremos diagramas similares a los de

las Figs. 5 y 6, mostrando estas tres regiones caracterls-

ticas (ver Figs, 8, 10, 13 y 14),

(10) Notese que A¥ coincide con la matriz H de "capacidad
productiva verticalmente integrada" de Pasinetti (Pa-
sinetti, L.L,: "The Notion of Vertical Integration in
Economie Analysis", 1973, en L.L. Pasinetti (ed.),
op, cit.,). A su vez |L*> es el vector V> de valores-
trabajo, que aparece ya en Brody, A.: PRQPORTIONS,
PRICES AND PLANNING, 1970 »-8ec, 1.1.3. Vkase el Cap.
9 nuestro, mas adelante,
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Capitulo 5
FORMAS DE PRODUCCION SIMPLE DE UN SISTEMA ECONOMICO.

Uno de los principales problemas que se plantean en 1la
produccidn conjunta es que, precisamente por el hecho de
ser conjunta, no permite analizar directamente la forma en
gue se produce cada bien, puesto que en cada proceso se en=- -
tremezcla 1la produccidn de unos bienes con la de otros,
dando lugar a que lo tnico observsble sea la produccidn de
conjunto. Esto impide ver, por ejemplo, en qué proporcidn
se distribuyen 1los insumos entre cada uno de 1los Dbienes
producidos; tampoco puede apreciarse cdmo habrian de modi-
ficarse 1los insumos ante variaciones individuales de cada
producto. Estas cuestiones resultarian de gran importancia
para determinar la productividad de los insumos, ya gue de
hecho, como mostraremos mads adelante, pueden existir inefi-
ciencias en el comportamiento de los insumos en el proceso
productiveo que quedan ocultas por la superposicidén de efec-
tos resultante de la produccidn conjunta, ¥y que pueden no
sgr detectadas acudiendo sblo al producto obtenido, como

plantea la condicién de productividad tradicional (1).

En consebuencia, resulta ttil ver la posibilidad de

que un sistema econdmico de produccidn conjunta pueda ser
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llevado a una forma de produccidn simple, en la que puedan
ser estudiadas 1las caracteristicas de produccidn de cada
bien separadamente; ello constituirla una especie de placa
radiografica del sistema, que mostraria 1los detalles de la

manera en que se efecthia la producecidn.

Asi pues, a partir del sistema base (A, |L>, B), veamos

si es posible construir un sistema equivalente que realice

produccidn simple, ya sea bruta o neta.

Supongamos primero que a partir del sistema base se de-
ste encontrar un estado en el que se produzca sdlo una
unidad bruta del bien j, es decir, en el que se tenga pro-

duceidn simple de ese bien. Por consiguiente:
<b} = <e,! (39)

en donde <e.! = 10 ... 1 +os+s 0} es un vector rengldn cu-
yas componentes son todas cero excepto la Jj, que vale 1. Em-

pleando (4) y (39), vemos que el vector de estado <yj} re~

guerido estd dado por:

!
A
o8
to
u
A
o
(ve}
"

<yji

-1 (450)

1
A
o)

siendo <B"1J! el vector renglén formado con el rengldn J

de B-1.

1

La expresidn (40) sbdlo tiene sentido cuando <B~ no

.
J
contiene elementos negativos. Si este condicidn se satisfa-
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ce para todo valor de j, es decir, si:

=1

B >0 (41)

vemos que entonces el sistema econdmico es reducible a pro-
duccidn simple, es decir, puede ser llevado a wuna forma
equivalente en la que existe una "industria compuesta” para

la producecidn separada de cada uno de los bienes del siste-

ma,

Sin embargo, si B"1 contiene elementos negativos -1lo
cual puede ocurrir en general- entonces estos elementos apa-
receran como componentes de <yj} para al menos un valor de
j, de acuerdo con (40), Pero entonces ese <yjirno podrd ser
interpretado como un vector de estado, ya que el requisito
de factibilidad econdmica pide que todo <y}| sea no negati-

L tenga elementos negativos no

vo. En consecuencia, cuando B~
existird  un sistema equivalente de estados de produccién
simple; en otras palabras, se tendrd un sistema econédmico

auténticamente de produccidn conjunta.

La dificultad para llevar a un sistema general a 1la
forma de produccién simple desaparece si, en vez de usar
estados, pedimos estados-incremento de produccidn simple.
En éste caso, lo que deseamos no es la produccidn total de
sdlo una unidad bruta del bien j, sino el incremento de la
produccisdn va existente en sdélo una unidad bruta de dicho
bien., En otras palabras, queremos gue la produccidn bruta

simple tenga un caracter a nal. Para ello, debemos te-
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ner:

d<b} = <ej} (u42)

de manera que el vector de estado d<yj{ necesario estard

dado, segtn (9), por:

d<yj} = <ej!B = <B~ j: (43)

y tiene ahora la posibilidad de tener componentes negativas,
las que indicarlan que para producir una unidad bruta extrs
del bien j es preciso reducir el nivel de actividad de algu-
nos procesos del sistema. Debemos recordar, sin embargo, la
condicidn (6), que en la situacidn actual expresa que el
estado inicial <y| a partir del cual se va a producir 1la

unidad bruta extra deseada debe satisfacer

1

<yl 2 -<B” (44)

A
J
Si esta condicién no se cumple, entonces no serd po-

sible 1la produccidén simple del bien extra a partir del es-

tado inicial <y! dado.

Vemos asl que para cada valor de j es posible encon-
trar un estado~incremento del sistema que realice produc-
cidn simple marginal del bien j. Si consideramos el conjun~
to de estados-incremento correspondientes a j = 1, 2, ..,
m, tendremos entonces un sistema econdmico completo que
realiza ahora producecidn bruta s 1 cardc

de cada bien de la economia.
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En.este contexto, la matriz B"1 adquiere un significado
econdmico definido: sus renglones constituyen los vectores

de estado de los estados-ingremento que realizan la produc-

cidn bruta simple de cardcter marginal de cada bien de la

economla,

Notemos <4que como evidentemente la matriz }3'1 es inver-
tible, debe tener rango pleno, razén por la cual el conjun=-
to de vectores d<y1{, d<y2!, veny d<ym!, que forman sus ren-

glones, debe ser”linealmente irdependiente.

Los medios de produccidn d<aj{ empleados por el esta-

do~incremento j son, segin (27) y (42):

d<a .}
aJ,

d<blA' = <ej}A' =

<A'j} (45)

Con estos vectores d<aj} como renglones, podemos cons-

truir la matriz de medios de produccidn del sistema de pro-

duccidén bruta simple de cardcter marginal, da, que resulta

asl ser idéntica a la matriz A' definida por (20):

J}) = (<A,j}) =

At (46)

da (d<a

de manera que A' es tanto la matriz generatriz de los medics
de produccidn requeridos para la obtencién de un producto
bruto dado (ec, (20)), como la matriz de medios de produc-

cién del sistema de produccidn Dbruta simple de cardcter
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marginal (ec, (L6)). Estas dos interpretaciones resultan

complementarias.

Similarmente, el trabajo directo dlj utilizado por el

estado-incremento j es, de acuerdo con (28) y (42):

dl .
J

d<biL'> = <ej}L'> =

'
L j (47)

con 1lo cual podemos construir el vector de trabajo directo
del sistema de estados-incremento de produccidn bruta sim-

1 de cardcte a nal, dil>, que segltn vemos, coincide

con el vector |L'> definido por (21):

dil>

(dlj) = (L'j) =

iL'> (48)

de modo que |L'> resulta ser tanto el vector generador del
trabajo directo necesario para obtener un producto bruto da-
do (ec., (21)), como el vector de trabajo directo del sistema
de estados-incremento de produccidn bruta simple de caric-
ter marginal (ec. (48)). Estas dos interpretaciones son,

asimismo, complementarias.,

Como el producto bruto de cada estado-incremento J es
por construccién <ej1, la matriz de producto bruto del sis-
tema de producecidn bruta simplé de caracter marginal, db,
resulta ser la matriz identidad I. Esta matriz puede escri-

1

birse en la forma I = B” 'B, lo que hace que pueda calcularse
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de manera similar a como se obtienen A' = B'1A y JL'> =

B'1}L>, es decir:

"
w
f
w

db

Vemos asl que la matriz A' y el vector |L'> proporcic-
nan los insumos (medios de produccidn y trabajo) requeridos
para la produccién de una unidad bruta adicional de cada
bien de 1la economla. En otras palabras, 1la matriz B"1
transforma al sistema base (A, |L>, B) en un sistema equiva-

lente (A', JL'>, I) que opera en produccidén bruta simple de

cardcter marginal.

El mismo tratamiento que se ha dado a la produccién
bruta para obtener su forme de produccidn simple puede ser
aplicado a la produccidn neta; para ello, basta WYnicamente

remplazar a B por N,

Asl, para que un estado produzca sdlo una unidad neta

del bien J debe tenerse:
<{n} = <e.|} (49)

para lo cual el vector de estado <yj} necesario estard dado

por:
<y.! = <e.!N'1 = <N--‘l ] (50)
J J J
Esta expresiodn sblo tiene sentido cuando <N'1i no
contiene componentes negativas. En otras palabras, sbdlo

cuando:
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20 (51)

serd posible 1llevar al sistema econdmico a la forma de
produccisén neta simple, en la que exista una "industria
compuesta” asociada a la produccidn neta de cada uno de los
bienes de la economia. 3i &sto ocurre, diremos que el sis-

tema econdmico es reducible a la forma de produccidn neta

simple.

Un caso impertante de reducibilidad a produccidn neta
simple ocurre cuando tenemos un sistema de produccién sim-
ple (B = I, siendo I la matriz identidad) que satisface el
criterio de productividad de (1), Esta situacién queda es-

tablecida por el siguiente teorema y el corolario que le si-

gue:

Teorema 2: Si un sistema de produccién simple satisfa-

ce la condicidén de productividad:

<n) = <elN > <0} (1)

1

entonces N~ ' > 0.

Para demostrarlo, notemos que como la matriz de medics
de produccién A es semipositiva entonces, por el Teorema de
Perron-Frobenius (Teorema A.1 del Apéndice), +tiene un auto-

valor dominante a > 0 asoclado a un autovector Ja> > 10>:
Ala> = ala>

Entonces, ya que para este sistema B = I, tendremos:
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<elNla> <el(I - A)la> =

el(la> - ala>) =

(1 - a)<ela> (52)

Como <elN > <0l y 1a> > <0}, deben tenerse <eiNla> > 0

y <ela> > 0, Por tanto 1 - a > 0, y en consecuencia:
1 < 1/a (53)

Por otra parte, segiin el Teorema A.2 del Apéndice,
que es consecuencia del de Perron-Frobenius, sabemos que pa~
ra todo ntmero x tal que 0 < x < 1/a, la matriz (I - xA)"1
es semipositiva. Como haciendo x = 1 se tiene que (I - x.’!.)'"1

1

= (I - .l\)"1 = N*', al tiempo que seghn (53) se cumple que x

< 1/a, vemos que (53) implica, de acuerdo con este tltimo

1

teorema, que N ' > 0. Esto prueba el Teorema 2,

Examinando (50), obtenemos el siguiente corolario:

Corolario: Un sistema econdmico de produccién simple
que sea productivo en el sentido de (1) siempre puede

ser llevado a la forma de produccidn neta simple.

1

Cabe hacer notar que si ocurre que N ' > 0, ésto no

1 2 0, En otras palabras, 1la

tiene por qué implicar que B~
posibilidad de produccién neta simple en un sistema no ase-

gura la reducibilidad del sistema a produccién (bruta) sim-

ple,

1

En sintesis: cuando N°' > 0, entonces:
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a) Si B-1_2_0, el sistema es reducible a produccisén

simple.

b) 8i B—1 contiene elementos negativos, el sistema no
es reducible a produccidn simple, tratdndose entonces de

un sistema de produceidn conjunta auténtica.

Volviendo a la situacidén general de produccidn con-
junta, de (50) vemos que, debido a la posible presencia de

1, no e€s-siempre factible llevar al

elementos negativdos en N~
sistema econdmico a una forma de produccidn netaz simple,
No obstante, sl es posible pasar a un sistema de estados-

incremento que realicen produccidn neta simple de cardcter

marginal, ¢&sto es, que produzcan cada uno una unidad neta

adicional de cada bien j de la economla:

d<nj} = <ejf. (54)

En analogla con (43), los vectores de estado de estos

estados-incremento estaran dados por:

d<yj} = <N j= (55)

siendo <N'1j} el vector rengldn formado con el renglédn J

de N—1. El requisito de factibilidad econdmica nos dice que
esta produccidén simple deberd realizarse sdélo a partir de
estados <y] que satisfagan la condicidn (6), que en el caso

actual puede escribirse, de acuerdo con (55):

<yt 3 -<n”] (56)

.
J
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La relacién (56) se corresponde con la (44) para el

caso del producto bruto,

De esta manera, la matriz N"1 cobra un significado pa-

recido al de B"1: sus renglones constituyen los vectores de

estado de los estados-incremento que realizan la producecidn

neta simple de cardcter marginal. Estos vectores son 1li-

nealmente independientes, ya que N—1 es una matriz inverti-

ble y por tanto de rango pleno.

Asimismo, la matriz

- (351)

y el vector

-1,

JL¥> N IL> (361)

definidos en (35) y (36), respectivamente, como la matriz
generatriz de los medios de produccidn y el vector genera-
dor del trabajo directo necesarios para la obtencidn de un
| producto neto dado, son al mismo tiempo la matriz de medios
de produccidn vy el vector de trabajo directo del sistema de

producecién netsa simple de cardcter marginal.

Finalmente, como la matriz de producto neto es igual
por definicidn a la matriz de producto bruto menos la ma-
triz de medios de produccidn, tendremos que en el nuevo
sistema de produccidén neta simple, en el que la matriz de

producto neto es la matriz identidad I:
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B# = A% 4+ T (57)
siendo B¥# la matriz de producto bruto correspondiente.

Esta ecuacidén puede reescribirse, con ayuda de (35),

en la forma:

B¥ = A% &+ T =
L N ol Y
-1
= N (A + N) =
-1
= N B (58)

lo cual permite ver que B¥ puede obtenerse premultiplicando

a B por N_1, en forma andloga a como A¥ y |L#*> se obtienen

de Ay JL> en (35) y (36),

1

En esta forma, la matriz A¥ = N 'A y el vector [L¥> =

N_1}L> constituyen 1los insumos (medios de produccidn y
trabajo) requeridos para la produccidn de una unidad neta
adicional de cada bien de la economia. Es decir, la matriz
N—1 transforma al sistéma base (A, JL>, B) en un sistema

equivalente (A¥®, |[L¥>, A¥ 4+ I) que opera en produccién neta

simple de cardcter marginal,
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Capltulo 6
COMPORTAMIENTO PRODUCTIVQ Y DESTRUCTIVO DE LOS

INSUMOS DE -UN STSTEMA ECONOMICO.

Estudiaremos ahora con mads detalle las condiciones de
productividad de,un sistema econémico. Esto significa revi-
sar el comportamiento de los insumos en el proceso producti-
vo, viendo la forma en que cada uno de ellos contribuye a la
produccidn, Aplicaremos las ideas desarrolladas en el ca-
pitulo anterior, puesto que permiten ver con claridad 1los

detalles de la produccidén de cada bien.

Para estudiar 1la productividad de un sistema debemos

acudir =al producto neto, pues es &sta la cantidad que mide

el producto realmente creado en el proceso productivo; el
producto bruto no resulta 4til para este propdsito, puesto
que en &1 se reproducen como producto final parte de 1los

insumos (medios de produccidén) utilizados,

Hemos visto en el capltulc anterior que mediante 1la
matriz N'1 podemos llevar al sistema original (A, JL>, B) a
la forma (A#*, |L¥>, A*¥ 4+ I), que realiza produccién neta
simple de cardcter marginal., Este nuevo sistema es entera-
mente equivalente al sistema original, puesto que los esta-
dos-incremento que lo constituyen estdn construidos como

combinaciones 1lineales de los procesos del sistema original
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y representan por consiguiente las mismas condicicnes tecno-
ldgicas de produccidn, La manera de produclr es la misma;
sin embargo, el andlisis de la forma de operacidn es mads
sencillc en el sistema de produccidn simple, ya que aquli
puede observarse separadamente para cada bien la manera en

gue es producido por la economia.

La produccidn de una unidad neta adicional del bien j

puede ser representada por el sigulente esquema:

(CA* 1, L¥5) ==> <B¥ 1 = <A* ] 4+ eyl (59)

?
J
para la produccién de Ya unidad neta adicicnal <ej}. Esta

en donde (<A*j} L¥.) es el rengldn de insumos requeridos

expresidén nos permite ver claramente la forma en que cada

insumo contribuye a la produccidn de una unidad neta del

bien j.

Segln se desprende de las definiciocnes (35) y (36), A%
y IL¥> pueden tener componentes negativas, provenientes de
N-1. Por consiguiente, en una situacidn general el renglén

(<A#® L*j) puede tener elementos positivos, cero y negati-

)
3
vos, cuya interpretacidn es la siguiente:

a) Un elemento positivo significa que hay que aumentar

la cantidad de ese insumo para producir una unidad neta adi-

cional del bien j, Es decir, ese insumo entra en el sistema

para la produccidn de dicho bien,

b) Un elemento igual a cero indica que el insumo res-



pectivo no interviene en la produccidn

c)
la cantidad del

unidad neta adicional del bien

sumo sale o es liberado por el

su utilizacidén)

LLas situaciones (a) y (b)
rios; s5in embargo,
este fin,
una unidad neta més

en una unidad neta, tendrlamos

d<n.} =
nJ,

y por tanto, segun (37), (38)

d<aj!

dl, =
J

la produccidn

Asi pues,

requiere que 1los

- *,' -*..
(<AJI, LJ)

gativos de <A*j}

bien j

L#,
Y
la reduccidn

entran en
del bien j.

cir, estos insumos
produccidn
con el

dichos

Un elemento negativo implica que hay que

insumo correspondiente para

en la produccidn

la (c) necesita mayor explicacidn.
notemos que si en vez de pedir la produccidn

del bien j quisiéramos

insumos

Resulta de aqul
contribuirédn

de la produccién

Este comportamiento se
descrito en el inciso ¢) arriba:

insumos ocasiona la disminucidn

- 56 -

neta del bien j.

disminuir

producir una

j» En otras palabras, ese in-

sistema (puesto que disminuye

de aquel bien.

no requieren de mas comenta-

Con

de

su disminucidn

en lugar de (54):

-<e. ! (60)

J

y (60), puede verse que:

-<A¥® | (61)

J

~-L#, (62)

J_
de una unidad neta menos del
en

utilizados cambien

que aquellos elementos ne-
ahora positivamente a
de-

neta de dicho bien. Es

el sistema para disminuir la
complementa
si el incremento de

del producto neto,
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entonces su retiro permite que &ste aumente.

El argumento %ltimo nos permite ver igualmente que el
aumento del producto neto del bien J ocasionado por un de-
crecimiento de los insumos asociados a los elementos negati-
vos de <A*i} y/0 L*j> tiene un limite, que se alcanza cuan-
do estos iﬁsumos se reducen hasta que ya no pueden disminuir
mas, Esta situacidn se presenta cuando, tras aladirle es-
tados-incremento del tipo (59) al estado inicial para incre-
mentar el producto neto del bien Jj, los términos negativos
de <A*J} o) L*j ocasionan que algln insumo disminuya hasta
hacerse cero, Cudndo vy para qué insumo se dard ¢&sto, de-

penderd de la dotacidn de insumos del estado inicial.

Las consideraciones anteriores motivan las siguientes

definiciones:

Definicidn: Diremos que un insumo se comporta produc-
tivamente en la produccidn de un bien si entra al sis-
tema de produccidn neta simple para aumentar el pro-

ducto neto de ese bien,

Definicidn: Diremos que un insumo se comporta destruc-
tivamenfe en la produccién de un bien si1 entra al'sis-
tema de produccién neta simple para dismunuir el pro-

ducto neto de ese bien,

En consecuencia, los elementos positivos de (<A*j},
L*J) corresponden a insumos productivos en relacién a 1la

produccidn del bien Jj, en tanto que los elementos negativos
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se refieren a insumos destructivos respecto a ese bien, Los
elementos nulos indican, como ya se dijo, que los insumos

respectivos no intervienen en esa produccién.

Asi pues, las condiciones para que un sistema econd-

mico no presente comportamientos destructivos en los insumos

sSon que:

A% (63)

1\
o

iL¥> > 10> (64)

Pero de acuerdo con las definiciones de (35) y (36) ve-

1A y 1L¥> =

N'1{L> sblo pueden tener elementos negativos si N'1, a su

mos que como A y JL> son semipositivos, A¥ = N~

vez, los tiene, Por tanto, si sucede que:

-1

N >0 (65)

entonces el sistema no presentard comportamientos destruc-

tivos, ya que A*¥ y |L¥> serdn semipositivos.

En resumen, puede afirmarse lo siguiente:

a) N"1 > 0 implica necesariamente A% > 0 y JL#> > |0>,

b) Si A* o |JL%*> contienen elementos negativos, entonces

1

necesariamente N~ tiene elementos negativos.,.

-1

c) N puede contener elementos negativos y tenerse A%

20 y/0 {L%> > 10>,

Obsérvese que la relacidn (65) coincide con la (51).
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L 2 0 pero B"1 contiene elementos ne-

En este sentido, si N~
gativos el sistema no podrd ser llevado a la forma de pro-
duccidn simple, tal como se vio en el capltulo anterior.
En otras palabras, se tendrd un sistema de produccidén con-
Junta auténtica con comportamiento productivo. Por otra
parte, si A* © |L'> tien=fn elementos negativos entonces tam-

-1

bién N debe tenerlos necesariamente; en consecuencia, de

acuerdo con el Teorema 2 y su Corolario, el sistema no po-
dra ser llevado a la forma de produccibébn simple. En este
caso se tendrd un sistema auténtico de produccidn conjun-

ta, pero con comportamientos destructivos.

Cabe insistir en que el criterio de productividad que
hemos adoptado aqul se refiere al producto neto y por tanto
involucra 2 la matriz N. Podrla pensarse que igualmente se-
ria factible acudir al productc bruto y estudiar el signi-
ficado de elementos negativos en la matriz B"1, establecien-
do condiciones de productividad similares a las de (63),
(64) y (65) pero con A' y JL'> (definidos en (20) y (21)) en
Qez de A* y JL¥#¥>, Sin embargb, como hemos expresado al prin-
cipio de este capitulo, 1la productividad de un sistema debe
medirse con el producto neto y no con el producto bruto, ya
que es en el primero donde realmente aparece la creacidén de
nuevo producto. Bajo este criterio, vemos entonces que la
presencia de elementos negativos en B'1, A' o {L'> no co-
rresponde necesarliamente a un comportamiento destructivo por

parte de los insumos, ya que si N"1 es semipositiva enton-

ces, como acabamos de ver, el sistema se comportard produc-
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tivamente.

Igualmente, resulta claro que la condicién tradicional
de productividad, expresada por la ec, (1), no tiene por
qué garantizar el comportamiento productivo de los insumos
en el sentido que le hemos dado aqul. Como puede verificar-
se facilmente (ver el Ejemplo 4 del Cap. 8), existen siste-
mas de produccidn conjunta en los que los. insumos se com-
portan destructivamente, a pesar de lo cual es posible obte-
ner un producto neto <n} positivo, satisfaciendo, por tanto,
la condicidn (1). Cuandc esto ocurre, el comportamiento
destructivo no alcanza a manifestarse en el producto neto
total <n}, que es positivo, sino en el sentido inverso que
tienen las variaciones de los insumos en relacién a las va-
riaciones del producto neto., Por consiguiente, se refiere no
al producto neto en s1, sino a la forma de utilizacidn de

los insumos empleados.

El tratamiento anterior se ha referido a la produccidn
de sélo una unidad neta adicional., Sin embargo, puede ser
extendido facilmente para estudiar el comportamiento de los

insumos ante la produccidn de un producto neto cualquiera

d<n}.

Notando que la produccidén de un vector d<n} cualquiera
requiere, en general, de la utilizacidn de todos los esta-
dos-incremento de produccidén simple neta, remplazaremos al
rengldn de insumos (<A*jl, L*j) del bien j por la matriz

ampliada (A%, |JL#*>) del sistema. Asimismo, para estudiar con
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més -claridad-——el--comportamiento de cada bien k como insumo,
es conveniente ver a las columnas de la matriz A¥ como vec-

tores columna :A*k>, ¢sto es:
A¥ = (!A*k>) (66)

Cada uno de estos vectores columna contiene un solo ti-

po de insumo, de modo que al escribir en esta forma a la ma-

triz ampliada:
(A%, JL¥>) = (}A*1> voe }A*m> 1L¥>) (67)

todos los insumos del sistema aparecen como vectores colum-

na.

Los insumos totales requeridos para producir el produc-

to neto d<n} son, seghn (37), (38) y (56):

d<al = d<nl]A#* = d<n{(}A*k>) =
= (d<n}A*k>) (68)
dl = d<nliL#> (69)

de manera que el renglén de insumos totales necesariocs para

la produccidn de d<n} es:

(d<aj, dl) = (d(n{A*1> N d(n}A*m> d<njL*¥>) (70)

con lo cual:

_ | p g _ em .
dak = d<nlA K> = 23-1 Axkj dnj (71)
- 1% - M #
dl = d<njL#> = >j=1 L 3 dnj (72)
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ODbsérvese que en cada una de estas ecuaciones sélo

aparece un tipo de insumo.

Por el papel que Jjuegan los vectores :A*k> (k = 1, vos,
m) vy JL*¥> en las ecuaciones (71) y (72), los denominaremos

vectores generadores de los insumos medios de produccidn vy

trabajo, respectivamente,
Distinguiremos ahora dos situaciones diferentes:
a) d<¢n} > <0}, es decir, el producto neto aumenta,
b) d<n} £ <0}, es decir, el producto neto disminuye.

Analicemos ambas situaciones seghn que los vectores
generadores de insumos requeridos sean positivos, semiposi-
tivos o de cardacter indefinido. Si examinamos los signos de
L%Z. y dn, en las ecuaciones (71) y (72), podemos ver

kj’ J J
lo siguiente:

A%

1. Supongamos que:

1A% > > 10>, Entonces:

k
a) Si d<n} > <0}, debe tenerse dak > 0.
b) Si d<n} £ <0}, debe tenerse dak < 0,

IL¥> > 10>, Entonces:

a) Si d<n} > <0}, debe tenerse dl > 0.

b) Si d<n) £ <0}, debe tenerse dl < 0.
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2. Supongamos que:

1A%, > > 10>. Entonces:

k

a) Si d<n} > <0}, debe tenerse dak > 0.

b) Si d<n} £ <0}, debe tenerse dak £ 0.
IL%#> > ]0>. Entonces:

a) Si d<n} 2> <0}, debe tenerse dl > 0.

b) Si d<n} £ <0}, debe tenerse dl < 0.

3. Supongamos que:
{A*k> tiene componentes negativas. Entonces:

a) Si d<n} > <0}, puede ocurrir que dak < 0,

b) 8i d<n}| £ <0}, puede ocurrir que dak > 0.

JL%> tiene componentes negativas. Entonces:

a) Si d<ni 2> <0}, puede ocurrir gque dl < 0.

b) Si d<n} £ <0}, puede ocurrir que dl > 0,

Las conclusicones anteriores dan lugar, respectivamente,

a los sigulentes teoremas:

Teorema 3: El vector generador de un insumo es positivo
sl y sblo si es imposible aumentar (disminuir) el pro-

ducto neto total sin aumentar (disminuir) ese insumo,
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Teorema 4: E1 vector generador de un insumoc es semipo-
sitivo si y sbdlo si es imposible sumentar (disminuir)
el producto neto total simultdneamente c¢on una dismi-
nucidn (aumento) de ese insumo. Si el vector generador
del insumoc tiene alguna componente igual a cero, enton-
'

ces es posible dar un aumento o una disminucidn a <nl

manteniendo el insumo constante.

Teorema 5: El vector generador de un insumo contiene
elementos negativos si y sdlo si es posible encontrar
estados en los que el producto neto total aumente

(disminuya) simultdneamente con una disminucién

(aumento) de ese insumo.

En la situacidén cubierta por el Teorema 3, vemos que
si a partir de un estado inicial <y} nos movemos de manera
que el insumo considerado se mantenga constante, entonces en
este movimiento <n{ debe tener un comportamiento indefinido,
ya que si <n}| aumentara o disminuyera se violaria el Teore-
ma 3. Esto significa geométricamente que la regidn en la
gue el 1insumo se mantiene constante, que es un hiperplano
definido por dak = 0 o bien dl = 0, no puede intersectar a
las regiones de <n}| creciente o <n| decreciente, sino que

debe estar situado en la zona de <n{ indefinido (ver Fig.

8).

Por el contrario, en los casos de los Teoremas 4 y 5
<n} puede aumentar o disminuir sin que el insumoc cambie, Es-

to significa que el hiperplano sobre el que el i1nsumo es



constante

debe ahora intersectar a las regiones de <n}

ciente y <n! decreciente (ver Figs. 10, 13 y 14)°
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Capitulo 7
PRODUCTIVIDAD FISTICA Y EFICIENCIA.

Con objeto de ampliar nuestro estudio sobre el compor-
tamiento eficiente ¢ ineficiente de los insumos de un siste-
ma econdmico, irntroduciremos a continuacidn el concepto de

productividad fisica de un insumo,

Definiremos la productividad flsica de un insumo en un

estado dado <y! como el producto neto obtenido por unidad de

ese insumo en el estado considerado:

<nl <y IN (73)

2y oy lAD>

k

en el caso del medio de produccidn k, y

1 _ <yiN (74)

<n
1 ~ <yiL>

en el caso del trabajo.

Observemos que, en virtud de las definiciones (73) vy
(74), el vector de productividad fisica de un insumo es el
mismo sobre estados cuyos vectores de estado sean proporcio-
nales, Geométricamente ¢sto significa, en el espacio de
niveles de actividad, que la productividad filsica es la

misma sobre el rayo definido por la direccién de cada vec-
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tor <y}, &sto es, sobre todos los vectores de la forma <y'}

= x<y!, slendo x un numero positivo.

Como veremos a continuacién, una consecuencia impor-
tante de los teoremas tltimos es que, en la situacidn co-
rrespondiente al Teorema 3, la productividad flsica del in-
sumo considerado, en un estado dado <y!, no puede ser aumen-
tada o disminuida al pasar a otro estado cualquiera <y'}.
Por el contrario, en los casos cubiertos por los Teoremas 4
y b5 existen estados para los cuales es posible aumentar (o
disminuir) 1la productividad fisica del insumo al que se

apliquen esos teoremas.

Las consideraciones anteriores quedan expresadas en el

siguiente teorema(11):

Teorema 6: E1 vector generador de un insumo contiene

componentes no positivas si y sblo si es posible en-
contrar dos estades P y Q para los cuales la producti-
vidad flsica de ese insumo en uno de ellos (digamos el

Q) es mayor que en el otro:

<n., )
P (75)
kP

<n, |
aCL-Za
kQ

o bien:

(11) Stamatis 1introduce una parte de la idea de este teo-
rema para el caso del insumo trabajo, en un ejemplo
particular con m = 2, Stamatis, G.: "On Negative La-
bor Values", REVIEW QF RADICAL POLITICAL ECONOMICS,

1983.
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<ng{ . <nE! (76)
lQ = lP

Para demostrarlo, vemos que segin los Teoremas 4 y 5

}A*k> o IL#> tienen al menos una componente no positiva si y

sblo si podemos tener d<n| = <nQ} - <nP} > <0} con dak
£

. ! - - 3. ) }
akQ - &app £ 0 o bien dl 1Q lP 6, es decir, <nQ. > <np.

con akQ £ ayp © bien IQ £ lp. De aqui:
qkp<nQ= 2 akQ<nO} 2 akQ<nP{ (77)

o bien:

1P<nQ} 2> 1Q<nQ} 2> 1Q<nP} (78)
de donde se concluyen (75) o (76), respectivamente.

Asi pues, cuando el vector generador de un insumo es
positivo, ésto es, cuando ese insumo se comporta producti-
vamente, cada estado lo utiliza eficientemente, en el senti-
do de que su productividad fisica no puede ser incrementada
(ni disminuida) cambiando a otro estado. Sin embargo, si el
vector generador del insumo contiene elementos negativos -lo
cual significa que tiene comportamientos destructivos- en-
tonces el sistema no empleard eficientemente a dicho insu-
mo, ya que su productividad flsica podrd - en general .ser
aumentada (o disminuida) pasando a otro estado., Cabe sefialar
que ¢sto también ocurre cuando hay elementos iguales a ce-
ro en {A*k> o IL¥>; sin embargo en este caso consideraremos
‘que el insumo involucrado no se comporta destructivamente,

ya que al ser igual a cero lo gue sucede s gue no intervie-
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ne en la produccidn neta correspondiente.
En suma, diremos lo siguiente:

Definicibn: Un insumo es utilizado eficientemente por
un sistema econdmico cuando no presenta comportamien-
tos destructivos, ¢sto es, cuando su vector generador

es semipositivo.

La presencia de insumos que se comporten destructiva-
mente constituye una situacidn antiecondmica, por lo que a
los sistemas que contengan insumos de ese tipo los conside-
raremos Ineficientes, en el sentido de los parrafos ante-
riores, Esta ineficiencia se refiere en realidad a la tecno-
logia empleada por el sistema, que es la que define la for-
ma de actuar de los insumos. En consecuencia, diremos que la
tecnologia de un sistema es ineficiente cuando la matriz A%

o el vector !L¥*> tengan elementos negativos.
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Capitulo 8
EJEMPLOS NUMERICOS ILUSTRATIVODS.

Veamos ahora algunos ejemplos numéricos sencillos que

ilustren las principales situaciones antericres.

Ejemplo 1. Consideremos en primer término el sistema

econdmico mostrado en la Tabla 1:

Tabla 1
Proceso Bien 1 Bien 2 Trabajo Bien 1 Bien 2
1) 3 3 3 --> 5 2
2) 3 3 12 -—> 2 5

Con los datos de esta tabla, se obtiene que:

H -1 i
!, N = 1/3 E (79)
! i

ODbsérvese que se satisface la condicidn tradicional

de productividad (1).

El producto neto <n} alcanzable por el sistema resulta
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de la aplicacidn de la condicidn de factibilidad (31):

<yl = <nin”' s
i 2 1
= In n,t 1/3 i o=
o2 11 2]
= 1/3 }2n1 + N, n, + 2n2} >
2 10 0! (80)

que da lugar a las desigualdades simultdneas:

n2 2 -2n1
(81)

n, 2 =-1/2 n,

La Fig. 7 muestra la regidn de producto neto alcanza-

ble, que satisface (81).

1

l’]2_

Como N-1 no contiene elementos negativos, todos los in-
:
}
| Producto neto
//,f'”’ 5 ©~ alcanzable
i
i
- - )
n, = 2n1 | i
n ;- 1
|
J
i
] = =1/2 n
|

Figura 7, Producto neto alcanzable
por el sistema del Ejemplo 1,
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sumos (medios de produccidén y trabajo) se comportarin pro-
ductivamente, lo que puede verificarse facilmente calculan-

do A% = N™A y JL#> = N"1{L>, dados por:

A% = L#> (82)

LV ¥ ) LV ¥ )
n

Estas matrices representan los medics de produccidn vy
el trabajo utilizados en el sistema de produccidn neta sim-

ple, tal como se vio en el Capitulo 5 (ecs. (35') y (36')).

Si suponemos que estamos operando el sistema al nivel

vnidad de actividad <yo} = <e} y deseamos incrementar el
producto neto <nol = <yo{N a <n} = <no}| + d<n}, tendremos
que pasar de <yo{ a <y} = <yo} + d<y}. La relacién entre
d<n} > <0} y d<y| serd, de acuerdo con (10):
d<n}] = d<y}N =
2 -1}
= jdy dy, 1} ! =
! 2.1 2
- 1 - - !
= j2dy, dy, dy, + 2dy,i 2
2 10 01 (83)

con lo gue deben satisfacerse simultédneamente:

dy, £ 2dy,
(84)

dy2 2 1/2 dy1
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creciente
<nj
indefinido

R R

;_
&
?

<n}
indefinido

—_————— ] -
N\
<

N

<n!
decrfeciente

R |

1
1 2 3 4
Figura 8. Comportamiento de <n} al variar d<y]

a partir del estado inicial <y | = <e} en el
Ejemplo 1. Se muestra ademds 18 recta 1 = 15,

La regidn definida por estas desigualdades se muestra
en la Fig. 8, 8i a partir del estado inicial <yo} = <e) de-
seamos que <n} crezca, deberemos movernos de <yo} a cual-
quier estado <y| gue se encuentre en la zona de <n}| crecien-
te, Puede verificarse que si1 pasamos a un pdnto de la zona
de <n)} decreciente <n} disminuird, en tanto que si vamos a

cualquier otro punto, una componente de <n| crecerd y 1la

otra decrecerd, es decir, <n| tendrd vun cemportamiento in-

definido.

Estudiemos ahora, por ejemplo, el comportamiento del
insumo trabajo. E1 valor del trabajo total del sistema en el

estado inicial <yo} es igual a 3 + 12 = 15, seghn 1la Tabla
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1. 831 nos movemos de <yo} de tal manera que 1 no cambie de
este valor, deberemos tener dl = 0, lo que puede escribirse,

de acuerdo con (8), en la forma:

dl d<yiL> =

]
1
ldy,  dy,i]
}

3dy1 + 12dy2 =0 (85)

La relacidn (85) representa una linea recta de pen-
diente dye/dy1 = -1/4, y para que corresponda a 1 = 15 su
ordenada al origen deberd ser 1/12 = 5/4. Esta recta separa
al cuadrante positivo en dos partes: la superior, en la que

l > 15, y la inferior, en la que 1 < 15 (ver Fig. 8).

Vemos asl gr&aficamente que si queremos incrementar
<{n} a partir de <yo! entonces 1 debe aumentar necesariamen-
te, ya que tehdremos‘que pasar a puntos de la zona de <nj
creciente, por encima de la recta 1 = 15, Podemos ver igual-

mente que si deseamos que <n}| disminuya, entonces deberemos

pasar a la zona de <n} decreciente, por debajo de la recta 1

= 15,

En esta forma hemos ilustrado el comportamiento produc-
tivo al que corresponde el Teorema 3, ya que en este ejemplo
IL®> > 10> y un aumento (disminucidn) de <n} implica asi=-

mismo un aumento (disminucién) de 1,

Estudiemos ahora la productividad flsica del insumo
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trabajo.

Para ello, sean <n°} y lo el producto neto y el trabajo

total, respectivamente, en el estado inicial <y°{. Puede

verse que la productividad flsica del trabajo en el estado
<yo} es, de acuerdo con los datos de la Tabla 1:
<n_|

10 = 1/15 11 11 (86)
o]

y representa el producto neto por unidad de trabajo en el

estado inicial <yo{.

31 =ahora nos movemos.a partir de <yo: sobre la recta 1
= 15, en la Fig. 8 vemos que nos desplazaremos sobre las zo-
nas de <n} indefinido, de manera que sobre los puntos de es-
ta recta la productividad fisica del trabajo, que es el co-
ciente <n}/l1, tiene un comportamiento indefinido. Pero, se-
gin vimos en el Caplitulo 7, la productividad fisica es
constante sobre cualquier rayo que parta del origen, de 1lo
cual resulta que todo rayo que salga del origen cortara a
la recta 1l = 15 en un punto que definird 1la productividad
fisica del trabajo para ese rayo; es decir, los diferentes
rayos tendran la productividad del punto donde corten a la
recta 1 = 15, Pero como esta productividad tiene un compor-
tamliento indefinido sobre dicha recta, resulta que la pro-
ductividad fisica del trabajo sobre los diferentes rayos
del primer cuadrante YqYo tendrd a su vez ese mismo compor-

tamiento indefinido.
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A manera de ilustracidén veamos, por ejemplo, lc que

sucede sobre los semiejes positivos y1 y y2.

Para estados sobre el semieje Yqs puede verificarse con
ayuda de (79) que <n} = <yIN = }2y1 -y1} y 1l =<yjL> = 3y1,

por lo que:

L0l . oqs3 120 -1y (87)

Nbtese que en esta productividad la primera componente.
es mayor que la primera componente de (86), en tanto que la
segunda componente es menor que la de (86). Por esta razén,
no puede afirmarse que la productividad fisica del trabajo
haya aumentado o disminuido con relacién a la del estado

<yo{; su comportamiento es indefinido.

Similarmente, sobre el semieje Y, se obtienen <n} =
1=1 2l vy 1 = 12, de modo que:
a2 o1 2y (88)
Agqui, respecto de (86) la primera componente del vec-
tor de productividad disminuy®, mientras que la segunda
aumento, De nuevo, no puede decirse que la productividad
filsica del trabajo haya crecido o decrecido, sino que tuvo

un comportamiento indefinido,

Estos resultados ilustran el Teorema 6: al ser positivo
el vector generador JL¥> (ec., (82)), no es posible aumentar

o disminuir 1a productividad fisica del trabajo.
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Ejemplo 2. Veamos ahora el sistema econdmico mostrado

en la Tabla 2.

Tabla 2
Proceso Bien 1 Bien 2 Trabajo Bien 1 Bien 2
1) 2 2 3 -—2 5 1
2) 2 2 0 - 2 4

Obsérvese que el proceso 2 no utlliza trabajo directo,
por lo que puede verse como un proceso totalmente automati-

zado,

Con los datos de la Tabla 2, obtenemos:

; _ !
1y N~ = 1/6 E (89)
|}
) )

—————

viendo que la condicidn (1) se satisface. Asimismo, el pro-

ducto neto <n}| alcanzable por el sistema, dado por (31),

cumple que <y} = <nH\I'1

1

> <0}, lo que da lugar, con la ma-

triz ¥ ' de (89), a la regitn (ver Fig. 9):

n1 20
(90)
n, 2 ~1/3 n,
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Producto neto

é’///f- alcanzable

N4

,f

n2 = =1/3 n1

Figura 9., Producto neto alcanzable
por el sistema del Ejemplo 2.

Como no aparecen elementos negativos en N'1, no habra

comportamiento destructivo en los insumos, Puede verificarse
gue las matrices de insumos del sistema de produccidn neta

simple estdn dadas por:

A% (91)

n
....:.. —
—

B
v
n

Notamos por el elemento 0 de }L¥*¥> que el bien 2 no re-
quiere de trabajo para su produccidn neta, por lo gque puede
considerarse como un bien de la naturaleza,

Si nuevamente operamos el sistema a partir del nivel
unidad de actividad <jo: = <e}, para obtener el incremento

d<n} > <0} tendremos, con la matriz N de (89);

d<n} d<y N =

1/6 }Zdy1 dyq + 3dy2! 2
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210 01} (92)
que conduce a las desigualdades simultdneas:

dy1 20
(93)
dy, 2 dy,

La gréafieca de la regidn de <n} creciente, definida

por (93), aparece en la Fig. 10,

Puesto que A*¥ > 0, los medios de produccién se compor-
tan productivamente, como ya se indicd, Sin embargo, JL¥>
contiene una componente igual a cero, por lo gue resulta de

interés ver gradficamente qué sucede en este caso.

Y2
! N

©d <n! ~

2 ~indefinido | <n}
| ~ creciente
' P~
' y
1 2
- 1 =3 [
) S~—>21C
] -
i P

1 - <y <n}
! 3 indefinido
' ]
: Z
! 2
| E {n} decreciente
' b
PO wel N

1 e

Figura 10. Comportamiento de <n} al variar d<y)
a partir del estado inicial <y | = <e} en el
Ejemplo 2, Se muestra ademids fa recta 1 = 3.
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El trabajo total del sistema en el estado <yo} = <el,
conforme a la Tabla 2, es ahora igual a 3. La recta de tra-

bajo constante 1 = 3 cumple la condicidn:

dl

d<yiL> = 3dy1 =0 (94)

resultando tener una pendiente infinita y una abscisa al
origen 1/3 = 1. En esta forma, en la Fig. 10 los puntos si-
tuados a la derecha de la recta corresponden a 1 > 3, mien-
tras que los que se encuentran a la izquierda tienen 1 < 3,
Puede verse asl que si se gquiere incrementar <n} a
partir del estado <yo: entonces 1 > 3, En particular, puede
observarse que es posible aumentar <n}] manteniendo el traba-
jo constante en 1 = 3; ello ocurre cuando el estado final se
sittha sobre 1la recta 1 = 3 y por encima del punto <yo}.
Asimismo, vemos por el mismo argumento que <n} puede dismi-

nuir con 1 constante cuando el estado final cae en la recta

1 = 3 pero abajo de <yo{.

La situacidén estudiada agquil ilustra el contenido del
Teorema 4, ya que en este ejemplo el vector JL#> es semipo-
sitivo, vy acabamos de ver que un aumento (disminucién) de

<n} sblo puede lograrse a condicidn de que 1 no disminuya

(no aumente).

La productividad fisica del insumo trabajo en el esta-

do inicial <yo! = <e}] resulta ser, en este ejemplo:
<n |
—l-Q— = 1 1731 (95)
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Como es seguro que la productividad de un insumo se in-
crementa si nos movemos a estados en los que <n} aumenta al
tiempo que el insumo se mantiene constante, de la Fig. 10
vemos Qque la productividad del trabajo crecerad si de <y°:
pasamos a puntos situados en la regidn de <n) creciente vy
que se encuentren sobre la recta 1 = 3. Pero como la produc-
tividad flsica es constante sobre cualquier rayo que parta
del origen, resulta entonces que sobre todos los rayos que,
partiendo del origen pasan por arriba de <yo} y por consi-
guiente por 1la zona de <nj creciente.con 1l constante, 1la
productividad flsica del trabajo serd mayor que en <yo}.
En esta forma, si a partir de <yo{ nos movemos hacia arriba,
dicha productividad aumentard hasta que, llegando como 11-
mite al semieje positivo Yoy SE€ vuelva infinita, ya que en
este semieje 1 vale cero, seghn puede verse en la Tabla 2.
(Sin embargo, el que un insumo valga cero en un procesc no
implica que su vector de productividad fisica aumente inde-
finidamente cuando en el sistema se opera dGnicamente ese

proceso; puede ocurrir que algunas componentes tiendan a +o00

y otras a =-co0)

Siguiendo los mismos argumentos, podemos ver que la
productividad flsica del trabajo disminuye conforme los ra-
yos se acercan al semieje positivo Yqo puesto que entonces
pasan por la recta donde <n}| es decreciente y 1 constante.

El valor mlnimo de esta productividad se obtiene sobre el

semieje Yqs ¥ resulta ser:
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Wlooyyg 1718 (96)

Vemos asl que la productividad fisica del trabajo es
méxima sobre el eje Yor cuando el sistema se opera tnica-
mente c¢on el proceso 2; y que es minima sobre el eje Yqs
asociado a la operacidén del sistema sdblo con el proceso 1,
En otras palabras, s 1l punto de viste d utiliza-
cidn. l trabajo, el proceso 1 es ineficiente comparado con
el proceso 2. Tal situacidn resulta evidente si uno analiza
la Tabla 2, en donde ve que cualquier producto neto deseado
<{n} puede obtenerse usando sblo el proceso 2 (si un <n} da-
do no puede producirse exactamente, entonces puede producir-
se un producto <n'} > <n} y desecharse el sobrante) sin 1la

utilizacidn de trabajo.

Ejemplo 3., Estudiemos a continuacidén el sistema eco-

némico de la Tabla 3,

Tabla 3
Proceso Bien 1 Bien 2 Trabajo Bien 1 Bien 2
1) 3 3 5 -=> 4 5
2) 5 5 9 --> 6 9

Agui:
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(97)

) ]
) vt s 172
- =2
] ]

=
"

Se cumple la condicién (1), De la relacidn (31) <y} =

<nlN"1 > <0} resulta que el producto neto obtenible esti

dado por:

n2 £ un1

(98)

2 2n

i) 1

cuya grafica aparece en la Fig. 11.

Producto neto
alcanzable

Ny

!
!
!
!
;
i

Figura 11. Producto neto alcanzable
por el sistema del Ejemplo 3.

Como N'1 contiene elementos negativos, se abre la posi-
bilidad de comportamientos destructivos, Sin embargo, como

puede verificarse, 1la matriz A% y el vector |L*¥> resultan

ahora:
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A% (99)

[
*

v

ft

"
——— e

y al no tener estas matrices elementocs negativos el sistema
se conmportarad preductivamente, por lo gque su andlisis
resulta analogo al del Ejemplo 1 y ya no se repetird

aqui.

El interés de este ejemplo radica en que permite ver
que, como 1los renglones de N'1 son los vectores de estado
<yj{ para pasar a la forma de produccién neta simple, al
contener elementos negativos tal paso no es posible; en con-
secuencia, tenemos un sistema de produccidn conjunta au-
té¢ntica, Pero como aqul A% y [L¥> no tienen elementos ne-
gativos, el sistema resulta tener comportamiento productivo
en sus insumos. Asl pues, este ejemplo muestra un caso de

produccidbn conjunta auténtica con comportamiento producti-

Vo,
Ejemplo 4, Estudiemos ahora el sistema econdmico de 1la
Tabla 4(12):
Tabla 4
Proceso Bien 1 Bien 2 Trabajo | Bien 1 Bien 2
1) 5 0 1 --> 6 1
2) 0 10 1 - 3 12

(12) Steedman, op. cit., Cap. 11.
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para el que obtenemos:

(100)

- ——

Nuevamente se cumple la condicidn tradieicnal de pro-
ductividad (1). El1 producto neto obtenible, dado por la re-
lacidn (31), estd ahora constituido por la regidn:

n, 2 2/3 n,
(101)

In

l’]2 n.l

que se muestra en la Fig. 12.

Producto neto
alcanzable

0y

Figura 12, Producto neto alcanzable
por el sistema del Ejemplo 4,

Vemos que aparecen elementos negativos en N"1, lo cual

puede dar lugar a comportamientos destructivos en los insu-
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mos. Para ver si é&sto ocurre debemos acudir a las matrices

de insumos A¥ y |L¥>, que resultan ser:

'

1
;, {L*> = } (102)

1

)

y debido a los elementos negativos que contienen, muestran
la existencia de comportamiento destructiveo en los tres in-

sumos: el bien 1, el bien 2 y el trabajo.

Notamos asi, con base en lo expuesto en los Caplitulos
5y 6, que la produécibn de una unidad neta adicional del
bien 1 requiere de una disminucibn de 10 unidades en el in-
sumo 1 y de un aumento de 10 unidades en el insumo 2 como
medios de produccidn del sistema, en tanto que el trabajo
total debe reducirse en 1 unidad. Alternativamente, siguien-
do la interpretacidén de (61) y (62), podemos decir gue la
reduccidn de la produccidn en una unidad neta del bien 1
requiere gque en los medios de produccidn el bien 1 aumente
en 10 unidades y el bien 2 disminuya en 10 unidades, y que
el trabajo total aumente en 1 unidad. Por tanto, el bien 1 y
el trabajo son insumos gque acthan destructivamente en la
produccidn del bien 1, y sbdlo el bien 2 se comporta
productivamente. Igualmente, podemos ver que el bien 1 y el
trabajo acthan productivamente y el bien 2 destructivamente

en la produccidn neta del bien 2.

Para fines de comparacién con los ejemplos antericres,
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nuevamente el sistema al nivel unidad de activi-

operaremos
dad <y°} = <el, y a partir este estado incrementaremos al
producto neto en d<n} > <0}, Para ello, deberd satisfacerse
lé condicidn:
d<n} = d<yIN =
- ] 1
= .dy1 + 3dy2 dy1 +,2dy2. 2
2 10 01 (103)
que equivale al sistemsa:
dy2 2 =-1/3 dy1
(104)

La gréafica

en las Figs.,

Estudiaremos

escogiendo

asl

Empecemos
total a2
igual =a
geométrico
tante

(717,

en

da2

para ello a uno de los bienes,

con
de este bien como insumo en el estado <yo: =
0 + 10 =
de los puntos para los que a,

el valor a, =

(10) y (35),

= d<njA¥_ > =

dy2 2 =1/2 dy1

de las regiones correspondientes se muestra

13 y 14,

insumos,

ahora el comportamiento de los

por ejemplo el 2,

como al trabajo,.

el andlisis del insumo 2. La cantidad

<e] es

10, segdn vemos en la Tabla 4, E1 Jugar

se mantiene cons-
con

10 debe satisfacer, de acuerdo

Ja condicidn de que:

5 (d<y!N)(N'1fA2>) =
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Y2
!
7
}
!

. )
'}

2 -
)
]
] <n!
) indefinido
»
H <{n}) creciente as = 10
]
]
: \
!
H <y
! <n!
- indefinido
] <{n) decreciente
)
]
] K ! L Yo]
1 2 3 Y

Figura 13, Comportamiento de <n} al variar d<y]

a partir del estado inicial <y _}| = <el en el
Ejemplo U4, Se muestra ademés 18 recta a, = 10,

= d<y}A2> =
! 0}
= Jdy dy, 1) ! =
L 21 10 |
= 10dy, = 0 (105)

y resulta ser la recta Vs = 1. Vemos asl que al incrementar
<n} a partir de <y°{ entonces a, puede aumentar, disminuir o
permanecer constante segin que el nuevo estado quede arri-
ba, abajo o sobre la linea ap = 10, Similarmente, <n} puede

disminulr con a, mayor, menor o igual a 10 conforme a que el
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nuevo estado se localice arriba, abajo o sobre la recta men-

cionada,

Sean nuevamente <n°! Y 254 el producto neto y la canti-
dad total del insumo 2, respectivamente, en el estado ini-
cial <y°}. La productividad fisica del insumo 2 en este es-

tado es entonces, de acuerdo con los datos de la Tabla 4:

°_ - 1710 !4 3} (106)

y representa el producto neto por unidad de insumo 2 en el

estado <yo!.

Como la productividad de un insumo se incrementa si nos
movemos a estados en los que <n{ aumenta al tiempo que el
insumo permanece constante, en la Fig. 13 observamos que la
productividad del insumo 2 crecerd si, partiendo de <yo;,
pasamos a puntos sobre la recta a, = 10 ubicados en la zona
de <n} creciente, Mas aln: puesto que 1la productividad
fisica de un insumo es constante sobre cualquier rayo que
parta del origen, vemos que sobre todos los rayos que se en=-
cuentren a la derecha de <yo} y que, en consecuencia, corten
a la recta a, = 10 en la zona de <n}] creciente, la producti-
vidad fisica del insume 2 serd mayor que en <yo}. En esta
forma, notamos que dicha productividad aumenta hasta volver-
se infinita en los puntos sobre el eje Yqs debido a que en

este eje Yo vale cero y por tanto, de acuerdo con la Tabla

4, 8, también se hace cero. (Aqul repetiremos que el hecho
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de que un insumo valga cero en un proceso no implica que su
productividad fisica aumente indefinidamente como vector
cuando se opera fUnicamente ese proceso, ya que algunas com-

ponentes pueden tender a +o0o y otras a =-o00)

De manera similar, puede verse que la productividad
fisica del insumo 2 disminuye cuandeo, apartiir de <yo}, pa=-
samos a puntos situados sobre rayos que se encuentren a 1la
izquierda de <yo}. En particular, puede verificarse que para
puntos sobre el ejg'yz lavproductividad del insumo 2 es mi-

nima, y resulta:

1
T = 13y,  3y,1/10,

1710 13 21 (107)

que es menor que en (106). Por todo ésto, podemos decir que
en los puntos del semieje Yq el insumo 2 se comporta con la
eficiencia médxima, en tanto que sobre el semieje Y, su efi-
ciencia es minima., En otras palabras, estos resultados nos
muestran que respecto al insumo 2 el proceso 2 (eje y2) ope-
ra ineficientemente comparado con el proceso 1 (eje. y1),
siendo preferible por tanto operar sélo con este bUltimo.
Tal situacidn aparece explicita si uno analiza la Tabla 14,
en donde observa que para obtener cualquier producto neto
deseado <n} basta con operar el proceso 1 (si <n} no puede
producirse exactamente, entonces puede producirse un produc-

to <n'} > <n] y desecharse el sobrante), sin la participa-
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cidn del insumo 2.

Pasaremos ahora al andlisis del insumo trabajo. E1l
trabajo total 1 en el estado <y0} = <e} es igual a 2, con-
forme a la Tabla 4, La recta de trabajo constante 1 = 2 sa-

tisface la condicidn:

dl = d<yiL> =
= dy1 + dy2 =0 (108)
y resulta tener la ecuacidn y2>= -y + 2 (ver Fig. 14). Los

puntos situados arriba de ella tienen 1 > 2, y los que se

encuentran debajo corresponden a 1 < 2.

Vemes entonces que si se quiere incrementar <n] a par-
tir de <yol, entonces el trabajo 1 aumentard, disminuird o
permanecera constante seglin que el estado al que se vaysa
este arriba, abajo o sobre la recta 1 = 2, Asimismo, <n]
puede disminuir con 1 mayor, menor o igual a 2 de acuerdo a

que el nuevo estado guede situado arriba, abajo o sobre 1la

recta 1 = 2,

Si de nuevo <nol y lo son, respectivamente, el producto
neto y el trabajo total en el estado inicial <yo}, entonces
el vector de productividad fisica del trabajo en este esta-

do serd, conforme a los datos de la Tabla 4:

© . 12 13/2] (109)




Y2
|
1
]
]
11 = 2
2
)
! <n)
! indefinido
'% <n} creciente
1 o OO
- AR <n}
iy i indefinido

<n} decreciente

e | e | e e

Figura 14, Comportamiento de <n} al variar d<y!
a partir del estado inicial <y _}| = <e} en el
Ejemplo 4, Se muestra ademés ?a recta 1 = 2.

y representa el producto neto por unidad de trabajo en el

estado inicial <yo}.

S3i ahora nos movemos a partir de <yo} de manera que <nj
crezea en tanto que 1 se mantiene constante, entonces tene-
mos la seguridad de que la productividad flsica del trabajo
aumentaréd, En la Fig. 14 vemos que é&sto ocurre si de <yo}
pasamos a puntos de la recta 1 = 2 situados en la zona de
<{n! creciente, a la izquierda de <yo}. Como la productividad
flsica del trabajo es constante sobre cada rayo que parta

del origen, tendremos entonces que en todos los rayos gue se



- 93 -

encuentren a la izquierda de <y0} y que, por tanto, corten a
la recta de 1 constante en la regidn de <n} creciente, la
productividad flsica del trabajo serd mayor que en <yo:.
Como este mismo argumento puede aplicarse no sélo al estado
iniecial <y°} = <e}, sino a cualquier otro estado inicial, no
importa qué tan cercano se encuentre del rayo formado por
el semieje positive Voo concluimos que el rayo de maxzima

productividad flsica del trabajo es precisamente el semieje

Yo sobre el que dicha productividad resulta ser:

Lo a3 21 (110)

y que. es mayor que la de (109),

Siguiendo 1los mismos argumentos, podemos ver que 1la
productividad filsica del trabajo disminuye conforme los ra-
yos se acercan al semieje positivo Y40 ¥ Que en este Wltimo

resulta ser:

] . '
iy 1] (111)

Vemos asl que la produvctividad flsica del trabajo es
madxima sobre el eje Yo lo que corresponde a operar el sis-
tema #nicamente con el proceso 2; y que es minima sobre el

eje Yqs asoclado a la operacidn del sistema sdlo con el

proceso 1. En otras palabras, desde_ e n d ista d
utilizacidn del trabaijo el proceso 1 es ineficlente compa-

rado con el proceso 2. Esta conclusidn resulta evidente si

uno observa la Tabla 4 y la matriz N correspondiente en
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(100), en donde puede ver que aun cuando ambos procesos em-
plean la misma cantidad de trabajo (1 unidad), el proceso 1
genera el vector de producto neto |1 1, menor gue el del

proceso 2, 13 21,

Por tltimo, comparando el andlisis del comportamiento
del insumo 2 con el del trabajo vemos que en el caso del in-
sumo 2 el proceso eficiente fue el 1, mientras que para el
trabajo el proceso eficiente resultd ser el 2 (puede veri;
ficarse que con el insumo 1 el proceso eficiente es el 2).
Asl pues, no puede decirse en este ejemplo gue exista un
solo proceso eficiente, pues eso depende del insumo analiza-
do, En todo caso, como ya hémos seffalado anteriormente, 1la
ineficiencia es atribuible a la tecnologla empleada, que es
la que define el comportamiento de los diferentes insumos

utilizados por el sistema.

Ejemplo 5. En el ejemplo anterior estudiamos un sistema
que presentaba comportamiento destructivo en sus insumos, 1lo
cual constitula una utilizacidn ineficiente de ellos. En
el caso del trabajo, por ejemplo, ya desde la presentacidn
de los datos en la Tabla 4 podia notarse que el proceso 2
era ineficiente con respecto 2l proceso 1, puesto que utili-
zando la misma cantidad de trabajo producia un vector de
producto neto menor que el del proceso 2. Esto iria de con-
formidad con el Teorema 6, que sefiala que cuando hay elemen=-
tos no positivos en |L*> entonces existen estados en los que

la productividad fisica del trabajo es mayor, como es el



caso del proceso 2 en relacidén al 1.

Sin embargo, no siempre es posible detectar la inefi-
ciencia de un insumo por la simple inspeccidn de su produc-
tividad fisica en los procesos originales del sistema. E1l

ejemplo de la Tabla 5 ilustrard esta situacidn:

Tabla B
Bien Bien. Bien e s Bien Bien Bien
Proceso 1 5 "3 Trabajo 1 > 3
1) 2 0 0 10 - 0 10 10
2) 9 5 0 10 -=> 10 0 0
3) 15 0 5 25 -=> 25 0 0
de donde resulta:
=2 10 10
N =11 -5 0} (112)
110 0 =51

cumpliéndose la condicidn de productividad (1),

Como puede apreciarse, aqul ningln proceso es domi-

nante ni dominado.,

En particular, consideremos el caso del trabajo. Calcu-

lando (L¥> = N"1§L> obtenemos:
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P8
iL¥E> = E—S/SE (113)
i i

apareciendo un elemento negativo en |L¥*¥>, En consecuencia,
de acuerdo con el Teorema 6, deben existir estados para los
que la productividad fisica del trabajo sea mayor en uno de
ellos que en el otro, Como &sto no se observa en los proce=
sos originales de la Tabla 1, si se quiere observar este

comportamiento debe ser necesario construir esos estados.

El procedimiento es sencillo, y se basa en la construc=-
cidn de un estado-incremento d<y) para el que el producto
neto aumente al tiempo que el trabajo se reduce. Esto es
factible dado que hay un élemento negativo en |L¥>: en efec=-
to, seghn 1la relacidn (59), la produccidn de una unidad
neta adicional del bien 2, <e2{, requiere del incremento L*2
=z -6/5 en el trabajo, que como es negativo representa en
realidad una disminucidn. Asi pues, pbdemos construir un

estado-incremento d<y| para el que:

d<n} = <92} = }]0 1 o1,
(114)
dl = L*E = =6/5
de manera que:
1 ) -1
d<y ! = d<niN =

_ 15 10 10}

= 10 1 o} 1/100 } 1 -18 21 =
}10 20 0}
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= 1/100 }1 =18 21 (115)

Formemos entonces los estados <yP} y <yQ}, con <yQ} =
<yP} + d<y}, recordando la condicidn de factibilidad (6),

que en nuestro caso serd, conforme a (115):

<ypl 2 -d<yi =

17100 }{-1 18 =2} (1186)

Como <yP{ es completamente arbitrario salvo por la con-

dicidn (116), podemos tomarlo, por ejemplo, como:

<ypi 17100 j0 18 01 (117)
que cumple (116), Asi:
<yQ! = <yP: + d<y} =

1/100 1 0 2] (118)

Puede verificarse entonces que los estados P y Q, cuyos
vectores de estado <yP} y <yQ} estdn dados por (117) vy
(118), dan lugar a los siguientes vectores de productividad
fisica del trabajo:

= ) =
lP <yP.L>

= 19/50 =9/10 017(9/5) =

= }1/710 =1/2 0} v (119)
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<ng} _ <YQ}N )
1Q = <yQ}L> =

19750 1710 0i/(3/5) =

13710 176 0} (120)

Se observa que la productividad fisica del trabajo es
mayor en el estado Q que en el P, por lo que la utilizacidn

del trabajo en este ®ltimo estado resulta comparativamente

ineficiaente,

Finalmente, si sobre los rayos generados por <yP{ y
<yQ} tomamos dos estados <yP,{ y <yQ,} tales que en ambos el
trabajo total lP' y IQ, sea igval, digamos por ejemplo a 30,

tendremos, de acuerdo con (3):

lP' = <yP,!L> = 30,
(121)
lQ' = <yQ,IL> = 30
siendo:
30<ypi
<Ypri = ] =
= 0 3 0} {(122)
10<y 1
— 79 _
<yQ" - <yQ}L> =

1172 0 1} (123)
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Con los vectores <yP,{ y <yQ,} bodemos calcular los me-
dios de produccidn totales <ap,§ y <aQ,}, asi como 1los
productos brutos totales <bP,} y <bQ,}, utilizando (2) vy
(4), Con ellos obtenemos los estados P' y Q', que bueden
verse como "procesos compuestos” (<ap,}, lP,, <bP,l) y

(<aQ,{, lQ,, <bQ,§), y que aparecen en la Tabla 6,

Tabla 6
Bien Bien Bien R Bien Bien Bien
Estado 1 5 3 Trabajo 1 > 3
P") 27 15 0 30 -=> 30 0 0
Q') 16 0 5 30 -=> 25 5 5

En esta Tabla puede apreciarse que el "proceso" Q' do-
mina al "procesec"” P', en el sentido de tener un producto ne-

to mayor con la misma cantidad de trabajo lp, = IQ, = 30:

1]
W

1
-
w
o

<np,}
(123)

1
O
wm

o

<nQ,}

Desde luego, las productividades fisicas del trabajo

son las mismas que en (119) y (120), ya que los estados se

encuentran sobre los mismos rayos en el espacio de niveles

de actividad,

El interés de este ejemplo consiste en ilustrar que
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aun cuando en el sistema original (Tabla 5) puede no apare-
cer ningtin proceso dominado, ello no asegura que el sistema
sea eficiente, como lo muestra aqul la presencia del ele-
mento negativo de |L#¥> en (113), Asi, el trabajo se compor=-
ta ineficientemente, como vemos en (119) y (120), pudiendo
encontrarse procesos dominados, si bien no en los procesos
originales, sl en procesos compuestos como la pareja P' vy

Q' de la Tabla 6,
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Capitulo 9
LA TEORIA DEL VALOR.

Hasta =ahora hemos tratado en situacidn de igualdad a
los medios de produccidn y al trabajo, como insumos de un
sistema econdmico, Sin embargo, si bien ambos tienen 1la
misma importancia desde el punto de vista técnico, no ocu-
rre lo mismo desde la perspectiva de la Economila Politica,
Para esta disciplina, debemos partir del hechc de que las
actividades econdmicas se llevan a cabo entre personas e
involucran 1la participacidn de clases sociales; ello da a

esas actividades un cardcter social y no meramente técni-

co,

Asl, veamos lo que ocurre si consideremos que los sis-
temas econdbmicos que hemos estudiado anteriormente se desa-
rrollan dentro de un contexto especifico: el modo de pro-

duccién capitalista,

Como se sabe, el objetivo de la produccidn en una eco-
nomla capitalista es que los bienes producidos se transfor-

men en mercanclas para intercambiarse en el mercado, A su

vez, la ralz del intercambio de mercancias se encuentra no

en el simple hecho de que éstas sean objetos uUtiles que-

satisfacen determinadas necesidades, sino en que constituyen
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productos del trabajo humano., Es decir, lo que realmente se

lleva a cabo en el mercado es el intercambio de mercanclas

consideradas como productos del trabajo humano,

Por lo anterior, resulta evidente que el trabajo desa-
rrollado en la produtecidn adqﬁiere un caracter de primefa
importancia, pues es el que va a determinar y normar las re;
laciones existentes entre los diferentes agentes econdmi-
cos, Surge asi una distincidén esencial, de naturaleza so-
cial y no técnica, entre el trabajo y los medios de produc-
cidn., Estos %ltimos, vistos a su vez como mercanclas ad-
quiridas por los capitalistas para llevar a cabo los proce-
sos productivos, representan también - productos del trabajo
humano, de manera que en #ltima instancia el insumo funda-
mental es, como hemos dicho, el trabajo desempefiado por los

productores.

Bajo esta concepcidn, 1la propiedad mas _importanté de

una mercancla es su yvalor, definido como la gcantidad _de

trabajo socialmente necesario reguerida para su__produccién,

Es conocido gue este trabajo puede obtenerse a partir de los

datos técnicos de produccidn constituidos por las matrices
(A, JL>, B) (suponiendo que dichas matrices representen asi-
mismo las condiciones sociales de produccién; es .decir, que
las mercanclias producidas sean objetos socialmente dtiles,
y que los procesos reflejen las condiciones medias de

producecidn empleadas por la sociedad),

En efecto: si JV)> designa al vector de valores de las
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mercanclas producidas por el sistema econémico, entonces
AlV> seré el valor de los medios de produccidn y BlV> el
del producto bruto obtenido., Como la cantidad de trabajo
contenida en el producto debe ser igual a la cantidad de
trabajo presente en los medios de produccidn mas el traba-
jo JL> que se incorpora en el proceso productivo, debemos

tener:
AlV> &+ IL> = BIV> (125)

con lo que(13):

(B - M~ 1ILy =

.:5
v
"

= v~ hiLs (126)

Pero el miembro derecho de la ecuacidn (126) es el

vector |JL#*¥> definido por la relacidn (36), &sto es:
1v> = JL#> (127)

de manera que |L¥#>, definido como el vector generador del
trabajo requerido para el incremento del producto neto en
una unidad, resulta ser igualmente el vecteor de valor de las
mercancias del sistema econdmico. Estas dos interpretacio-
nes son complementarias, ya que el valor de una mercancila,
considerado como la cantidad de trabajo socialmente necesa-
rio contenido en ella, se determina en la érbita de la pro-

ducecidn como el trabajo requerido para producir una unidad

(13) Recuerdese gue hemos supuesto que el sistema tiene
una tecnologia bien definida, de modo que la matriz
N existe. Véase el Cap. 3.
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neta de esa mercancla, Ese trabajo, realizado por la clase
trabajadora, puede ser visto como materializado en la mer-
cancia, Por consiguiente, en la medida en que los trabaja-
dores del sistema econdmico deban trabajar para producir
una c¢ierta mercancia, en esa misma medida determinarian su
contenido de valor, ya que el trabajo desarrollado quedara

plasmado en la mercancla producida,

Sin embargo, si bien la ecuacidn (127) es correcta
matemdticamente, * debemos revisar las caracteristicas del
vector |L¥> antes de darle pleno sentido econdémico, ya que
hemos visto que si admitimos comportamientos destructivos en
los insumos de un sistema, el vector JL¥> puede contener
elementos positivos, negativos o cero, Analicemos estas tres
posibilidades, en relacidn con sus implicaciones para 1la

interpretacidn de |L¥*> como vector de valores en (127).

Los elementos positivos de [L#> significan, de acuverdo
con la interpretacidn dada en el Capltulo 6 (ec. (59), que
para la produccidn de una unidad neta de los bienes respec-
tivos se requiere que entre trabajo al sistema, es decir, el
trabajo debe aumentar si se desea que el producto neto de
esos Dbienes crezca. Este trabajo quedard2 depositado en di-
chos bienes, los que por consiguiente representardn ya e

y podran constituirse en mercanclas.

A su vez, los elementos c¢ero de |L¥> indican que para
producir los bienes correspondientes el trabajo requerido es

cero, &sto es, los bienes pueden considerarse como "natura-
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les", Por tal razdn esos bienes no constituiran mercanci-

as: su valor es cero, puesto que no representan productos

del trabajo humano.

Por #ltimo, los elementos negativos de |JL%#> indican
que el trabajo se comporta destructivamente en la produc-
cidn de una unidad neta de los bienes respectivos, ya que
entra al sistema paras disminuir su producto neto o, alterna-
tivamemente, sale del sistema para que &ste pueda aumentar.
Es decir, dichos bienes no son el producto de la realiza-
cidn de wun trabajo, dado que, por el contrario, se tiene
que retirar trabajo para poder producirlos. Asl pues, el
trabajo incorporado a ellos resulta negativo: no entra al
sistema para depositarse en los bienes creados, sino que, al
revés, sale de &1 al fabricarlos, representando entonces
una suerte de "débito" en el trabajo. Por este motivo, como
no puede decirse que los bienes referidos constituyan depd-
sitos de trabajo, tampoco pueden propiamente tener asociado
un valor, puesto que no pueden ser vistos como productos del
trabajo humano (en todo caso, podria considerarse que Jlos
bienes asl producidos son depositarios de un "déficit" de
valor, es decir, que son "antivalores"), En consecuéncia, no

podrédn constituirse en mercanclas.

Las conclusiones del parrafo anterior no deben causar
extrafieza, ya que hemos visto anteriormente que el hecho de
gque un insumo se comporte destructivamente significa que hay

una ineficiencia en la utilizacidn del insumo por el siste-~
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ma, Por tanto, los resultados anteriores son consecuencia de
que el sistema econdmico considerado era ineficiente, debi-
do al supuesto de la presencia de elementos negativos en

1L%#>, En este sentido, el trabajo involucrado fue un trabajo.

improductivo.

Asi pues, el trabajo utilizado por un sistema econd-
mico sdlo serd productivo cuando sea usado eficientemente,

es decir, cuando se cumpla que:

iL¥> > j0> (128)

y por la misma razén, sblo entonces podrd decirse propia=-
mente que JV> = |L#>, en vista de la connotacidn que le he-
mos dado a V>, Igualmente, solamente en este caso los bie-

nes producidos podran ser considerados como mercanclas.

Debe observarse que la condicidn (128) responde a 1la
necesidad de garantizar que el trabajo empleado por el sis-
tema econdmico se comporte productivamente; ello trae im-
plicito el que el sistema sea eficiente, En este sentido,
parece inadecuado que cuando un sistema presente ineficien-
cias del tipo sefialado y por tanto aparezcan términos nega-
tiQos en |L#>, se les trate de ignorar y simplemente se les
reemplace por cantidades positivas para formar un vector de
valor V> > |0>, tal como por ejemplo pretende hacer Mori-
Shima con sus "valores dptimos" para corregir la ley del

valor(1”). Esto conduce a ocultar las ineficiencias del sis-

(14) Morishima, op, c¢it., Cap. 14; Morishima y Catephores,
op, cit., Cap. 2.
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tema mediante una simple redefinicién del valor, pero con-
servando las ineficienclias en el sistema. Para que (V> re-
sulte positivo es condicidn suficiente que el sistema sea
eficliente, como debe ser el caso cuando se toma a un sistema
como prototipo de una economia normel., Alternativamente, en
caso de que se utilicen sistemas ineficientes, es mejor re-
conocerlo asl y admitir trabajos improductivos, sin extra-

Rarse de que &stos den lugar a "valores" negativos.

Nbtese que la condicidn (128) es muy diferente d¢ 1la
condicidn tradicional de productividad expresada por la ec.
(1); esta thltima implica simplemente la existencia de un

excedente <n] obtenido sobre los medios de produccidn uti-

lizados:
<{n} = <elN > <0} (1)

Juzgar entonces a un sistema sblo a través de la pre-
senoia del excedente <n| puede constituir una forma del 1lla-
mado "fetichismo” de las mercanclas, conforme a2l cual 1las
relaciones econémicas parecen tener su origen en las pro-
piedades fisicas de los objetos y no en su carécter de

productos del trabajo.

Estudiemos ahora brevemente la forma en gque se desarro-
l1la el proceso productivo desde el punto de vista de los va-
lores gque invervienen y que se generan en ¢l, asi como de
la manera en que estos valores se distribuyen entre las dos

grandes c¢lases participantes en la produccidn: los proleta-



- 108 =-

rios, o trabajadores asalariados, y los gapitalistas, o pro-

pietarios del capital.

Los capitalistas son los duefios del capital, que repre-
sentaremos por la matriz C. Este capital estd constituido
por los medios de duccidn, dados por la matriz A (no
consideraremos capital fijo), y por el capitsl-salarios, Qque
eventualmente se transformard en los bienes-salario que
consumiran los trabajadores, y que por consiguiente puede
ser representado por una matriz de bienes-salario S. Tendre-

mos entonces(15):

C= A+ 8 (129)

Aqul, las matrices C, A y S contienen mercanclas me-
didas en unidades fisicas. Podemos sin embargo expresarlas
en unidades de valor, obteniendo asl 1las matrices de capi-
tal total ¢'Y), de capital constante AY) y de capital va-
riable sV, definidas por:

ct¥) - ey (130)
A gy (131)
stV) - gy (132)

en donde V es la matriz de valor, que es una matriz diagonal

cuyos elementos diagonales son los valores Vj tomados del

vector V> de (127):

(15) Cabe observar que en la obra de Sraffa el capital es-
ta concebido dinicamente como los medios de produc-
cidén: C = A, Sraffa, op., cit.
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Jsik:j
jk * (133)

0 sik £

Los trabajadores, por su parte, aportan su trabajo |L>
al proceso productive, el cual constituye el valor que esx
creado y alladido a los medios de produccidn para dar como

resultado el producto B, tal como se€ plantea en términos

del vector de valor }V> en la ecuacidn (125):
AlJV> &+ JL> = BV (125")

Por tanto:
IL> = (B = A)JV> = NIV> (134)

La ecuacidn (134) expresa que el trabajo realizado por
los trabajadores es 1igual al valor del producto neto; en

otras palabras, el trabajo ]L> queda plasmado en N,

Sin embargo, aun cuando los trabajadores aportan el
trabajo |L>, no reciben a cambio el producto neto N, sino el

conjunto de bienes-salario S, cuyo valor }Vft> es:

Var> = 81V (135)

ft

y corresponde al valor de su fuerza de trabajo, por el cual

fueron contratados., La diferencia entre lo que los trabaja-
dores dan y lo que reciben es la plusvalla |Pv>, de la cual

se apropian los capitalistas:

> (136)
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y constituye la base de la teoria de la explotacién en el

modo de produccion capitalista.

La ecuacidn (136) puede escribirse, de acuerdo con

(134) y (135), en la forma:

JPv> = NIJV> = S1V> =
= (N - 8)Iv> =
= GlV> (137)

siendo G la matriz de plusproducto del sistema:

G =N-8 (138)

La ecuacidn (137) exbresa gque la plusvalla es igual
al valor del plusproducto, ésto es, que la plusvalla queda
materializada en las mercancias que conforman G. Esta ma-
triz contiene las mercanclas que quedan en poder de los ca-
pitalistas después de deducir del producto neto los bienes-

salario, y que constituyen por tanto su ganancia.

Asi pues, segtin (138) la distribucidén del ingreso,

es decir, del producto neto del trabajo, es como sigue:
N=S8S 4+ G (139)

siendo por consiguiente el producto neto igual a la suma de

salarios vy beneficios.

Andlogamente, (136) puede escribirse:
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iL> = }Vft> + JPv> (140)

que expresa la distribucidn del trabajo |L> desarrollado
por los trabajadores, del cual una parte {Vft> les es retri-
buida y la otra, |Pv>, queda en poder de los capitalistas y

representa en consecuencia trabajo no retribuido.

Asimismo, notemos que si en (140) multiplicamos ambos
miembrés por el vector de estado <y| que caracteriza al es-
tado ~condmico del sistema, obtendremos para el es5tado en
su conjunto la cantidad de trabajo total 1, el valcr total

de la fuerza de trabajo Vep Y la plusvalia total P, dados

por:
1 = <ylL> {1431)

Vey = <y{Vft> (142)

pv = <y}Pv> (143)

que satisfacen la relacidn:
1l = Ver + Py (144)

la cual expresa la distribucidn del trabajo para el total

de la economla,

Finalmente, notemos que cuando el sistema presente ine-
ficiencias en el uso del trabajo, |L#> tendrd elementos ne-
gativos, En tal caso, si a pesar de la discﬁsibn gue hieci-
mos antes admitiéramos Vvalores" negativos en V> en (127),

entonces 3038 elementos pasarlan a la matriz V de (133), vy
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podrian ocasionar que }Vft> en (135) y |Pv> en (136), asi
comoe V.. y p, en (144), tuvieran también compohentes nega-
tivas. Habria entonces "valores" negativos de la fuerza de

trabajo y "plusvalias” negativas(16).

~La sitvacidn anterior se presentard cuando en las ma-
trices S y G figuren bienes con "valores" negativos, este
es, objetos cuya produccidn 1lleve aparejada una disminu-
cidn del trabajo utilizado. Tales bienes reducirdn el va-
lor de los salarios y del plusproducto, es decir, seran
bienes desvalorizadores, Su inclusidén entre los bienes de
distribucidn afectard en consecuencia a los trabajadores,
en el caso de S, y a los capitalistas en el de G, ya que re-
cibiradn objetos que no constituyen productos del trabajo y

que no tienen por tanto ninguna validez econdmica como re-

tribucidn.

Podrian presentarse entonces situaciones como la si-
guiente: imaginemos, por ejemplo, que Vft resultara negati-
vo. En este caso, seghn (144), Py seria mayor que 1, 1lo
que significarlia una sobreexplotacidén de los trabajadores,
ya que a cambio de la realizacidn de trabajo estarian per-
cibiendo como salario bienes que se produjeron mediante 1la
eliminacidn de trabajo. A la inversa, si Py fuera negativa
entonces Vet resultaria mayor que 1, es decir, los trabaja-
dores recibirédn a cambio de su trabajo 1 bienes-salario que
contendrian mas trabajo que el aportado por ellos; en tal

situaciédn, serian 1los trabajadores quienes explotaran a

(16) Steedman, op. cit., Cap. 11.
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los capitalistas (si estos #ltimos 1lo permitieran, lo cual

evidentemente irla en contra de la racionalidad capitalis-

tad.

En cualquiera de las situaciones anteriores, 1lo que
ocurriria en realidad es que el costo de las ineficiencias
presentes en el sistema esvarla Tecayendo en una u otra de

las dos grandes clases soclales.
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Capitule 10

LA TEORTA DE LOS PRECIOS DFE PRODUCCION,

En la produccidn capitalista, las mercanclas se pro-
ducen para ser intercambiadas en el mercado. Estas mercan-
clas constituyen productos ded trabajo humano y por tanto

son valores; sin embargo, en general no se van a intercam-

biar por sus valores, sino por sus precios de produccidn.
Veamos cdmo se forman estos precios de produccidn,

En primer término, 1los capitalistas consisideran cudl
es el costo de las mercancias que van a producir. Este cos-
to comprende a los medios de produccidn A y a los salarios

S, es decir, corresponde al capital invertido C = A + S (ec.

(129)).

En segundo lugar, al terminar el proceso productivo los
capitalistas obtienen 1los beneficios representados por la

matriz de plusproducto G = N - S (ec., (133)).

Sin embargo, hemos considerado que las mercanclas van
a intercambiarse en el mercado no como objetos fisicos
htiles, sino como productos del trabajo que son, es decir,
como yalores., Por tanto, expresaremos a C y G, originalmente

medidas en unidades flsicas, en unidades de valor, tal como
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hicimos al final del capltulo anterior en las ecuaciones

(130) a (132). Obtendremos entonces las matrices C(V) y G(VJ

definidas por:

V) - ¢y (145)

V) - gy (146)

siendo V la matriz de valor definida por (133).

Para pasar a la formacidn de los precios de produc-

cién, debemos tomar ahora en consideracidn dos cuestiones

fundamentales:

a) Cada capitalista reclama para si un beneficio pro-'
porcional al capital aportado. En esta forma, al determinar
el precio de sus mercanclas, cada capitalista mide el bene-

ficio obtenido en relacidn al capital invertido; esta

relacidn constituye su tasa de beneficio.

b) Aun cuando cada capitalista busque maximizar su tasa
de beneficio, si se supone una libre concurrencia de capita-
les la tasa de beneficio debe ser en promedio la misma para

todos los capitalistas.

El cumplimiento de estos dos aspectos permite estable-

cer el sistema de precios de produccidn,

En efecto, sea {p(V)> el vector de precios de produc-~
cidn cuando las mercanclas se miden en unidades de valor;

es decir, p§v> es el precio de una unidad de valor conteni=-
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da en la mercancia j. Sea ademds r la tasa (comhin) de be-

neficio del sistema. Las condiciones anteriores quedan plan-

teadas por la ecuacidén de precics de produccidn:
G(V){p(V)> - rC(V)}p(V)> (147)

(v) (v)

y C , permite obtener el vector de

=p(v)

que, a partir de G

precios de produccidn >y la tasa de beneficio r.

La ecuvacidn (1487) estd referida a los valores de las

(v) (v)

mercanclas, Pero sustituyendo G y C por sus expresio-

nes (145) y (146) en términos de unidades fisicas,

tendremos:

GVipV>s = reviptV)s (148)

y si notamos que el vector |p> definido por:
ip> = ViptVls (149)

es el vector de precios de preoduccidn cuando las mercanci-
as estdn medidas en unidades flsicas, vemos que la ecua-

cidn de precios de produccidn (148) puede escribirse:
Gip> = rCip> (150)

que muestra que r y |p> pueden calcularse directamente a
partir de las cantidades flsicas de mercanclas que parti-

cipan en el proceso productivo,

Como hemos dicho, las ecuaciones (147) o (150) permiten

calcular los precios de produccidén y la tasa de beneficio.
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Sin embargo, debemos notar que en un sistema econdmico pro-
ductivo tanto los precios de produccidn como la tasa de be=-
neficio deben ser cantidades no negativas, para que tengan
sentido econdmico. Debemos reexaminar, pues, las ecuaciones
mencionadas, para ver bajo qué condiciones las soluciones

seradn aceptablas econdmicamente.

Para ello, es conveniente dividir el problema en dos
partes: la primera, cuando los salarios S son cero y por
tanto el producto neto N va Integramente a los capitélis-
tas, y ‘la segunda cuando ya hay una distribucibn entre sa-
larios y beneficios, de modo gque ninguno de ellos es nulo,
Como veremos, la resolucidn de la primera cuestidn sienta

las condiciones para resolver la segunda.

Por simplicidad utilizaremos la ecuacidn de precios de .
produccidn (150), ya que estd expresada eh términos de
las matrices de cantidades fisicas de mercanclas, las que
hemos venido considerando que constituyen los datos del sis-
tema econdmico,

Supongamos inicialmente, pues, que S = 0. Por tanto, G

= Ny C = A, Para esta situacién, hagamos ademds |p> = |P>

y r = R. La ecuacidn de precios de produccidn (150) co-

rrespondiente serd entonces:

NIP> = RAIP> (151)

y si multiplicamos ambos miembros por la izquierda por N'1,

obtendremos:
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IP> = RN™AIP> =

RA¥ P> (152)

1A la matriz generatriz definida por (35), que

siendo A¥ = N~
representa a la matriz de medios de produccidén en el siste-
ma de produccién neta simple (ver el Cap. 5, ec. (35')), La
ecuacidn (152) puede verse entonces como la ecuacidn de

precios de produccidn para el caso G = N en el sistema de

produccidn neta simple,.

De (152) vemos que |P> debe ser un auvtovector derecho

de'la matriz A¥, siendo 1/R el autovalor respectivo:
A¥1P> = 1/R P> (153)

El problema consiste entonces en ver bajo qué condi-
ciones de productividad la matriz A% tiene un autovalor |P>

no negativo, con el correspondiente autovalor 1/R también

no negativo.

Si suponemos que la condicidn de productividad del
sistema es sbdlo la condicidn tradicional (1) entonces, co-
mo hemos visto en el Capltulo 6, nada impide que la matriz
A* tenga elementos negativos. Por consiguiente, tampoco pue-
de asegurarse que (153) vaya a tener soluciones econdmica-
mente significativas. Como se sabe, este es unc de los pro-

blemas fundamentales que aparecen en la produccidn conjun-

ta.

Sin embargo, vimos igualmente en el Capitulo 6 que la
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aparicidn de elementos negativos en A*¥ (y en |L¥*>) indicabsa
la existencia de comportamientos destructivos én los insu-
mos, que daban lugar a un uso ineficiente de ellos por parte
del sistema. En consecuencia, un sistema eficiente, y por

tanto realmente productivo, debe satisfacer 1la condicién

(63):

A¥* > 0 (63")

Pero si la matriz A¥* es semipositiva, entonces podemos
aplicar el conocido Teorema de Perron-Frobenius (Teorema A.1
del Apéndice) a la ecuacidn de precios de produccidn
(153), vista como ecuacibn de autovectores., Este Teorema
afirma que toda matriz A semipbsitiva tiene un autovalor a 2
0 y un autovector !a> > !0> correspondiente a ese autovalor.
Aplicando dicho resultado a la matriz A¥ que cumple (63') y
a su autovalor a = 1/R con autovector }a> = P>, obtenemos

entonces el siguiente teorema:

Teorema 7: Si un sistema econdmico utiliza eficiente-

mente sus medios de produccidn en el sentido de que:
A¥ >0
entonces la ecuacidn de precics:
A®#}P> = 1/R |P>
tiene siempre solucidn con 1/R > 0 y P> > j0>.

N el sistema de pre-

Asi pues, en el caso en que G
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cios de produccidn de un sistema eficiente siempre tiene

solucidn aceptable econdmicamente.

Pasemos ahora a la situacidn general en que G = N - 8,

La ecuacidn de precios correspondiente es (150):
Gip> = rCip> (150")

Sustituyendo en esta ecuacidn las relaciones G = N - S
y C=z A + 8 (esta twltima de (129)), y multiplicando a 1la

izquierda por'N'1: tenemos:

NN - s)ip> = riT (A + S) P> (154)

es decir:

(I - sS¥)ip> r(A% 4+ S#%)]p> (155)

habiendo hecho, en analogia con A*¥ en (35):

s# = N~s (156)

Entonces, de (156) obtenemos:
Ip> = (1 + r)(I - ra*)”1s#]p> (157)

suponiendo que (I - rA*)'1 exlste; este punto lo discutire-

mos mads adelante,

Supengamos ahora por simplicidad que el salario fisico
pagado por unldad de trabajo realizado es uniforme e igual
al vector de bienes-salario <s}] para toda la economla. En

este caso, la matriz de salarios S tomard 1la forma:
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S = JL><s| (158)

de manera que:
s* = N°1s = 8™ ViLs¢s) =

1L%><s ] (159)

Entonces, si llamamos w al precio del salario:
W = <s}ip> (160)
la relacidn (157) podrd escribirse finalmente:
1p> = w(1 + r)(I - ra%)~1jL#> (161)

que es la ecuacidn de precios de produccidn del siste-
ma(17).

Como en un sistema econdmico normal los precios y 1la
tasa de beneficic deben ser cantidades no negativas, debemos
examinar la ecuacién (161), para ver bajo qué condicicnes

su solucidn satisface este requisito.

Nuevamente ocurre que si sélc suponemos la condicién
tradicional de productividad (1), entonces nada garantiza
que (161) tenga solucidn, De hecho, existen ejemplos de
sistemas en los que (1) se cumple y (161) no tiene s0lu-

cibn(18); la razbdén es que, como hemos dicho antes, (1) no

{(17) La ecuacidn correspondiente en la teoria de Sraffa,
en la que C = A (ver Nota (15)), es:

Ip> = w(I - rA#)~TjL#>

(18) Manara, op. cit.
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asegura que el sistema sea eficiente en la utilizacidén de

sus insumos,

Sin embargo, si suponémos que el sistema es eficiente
ehtonces, seghn (63), A¥® debe ser una matriz semipositiva y
IL#> un Qector semipositivo. En este caso la situacidn se
-Quélvé- enteramente diferente: como veremos a continuaciédn,
esas dos caracteristicas son suficientes para garantizar 1la
existencia de una solucidn de la ecuacidn general de pre-

cios (161) que resulta admisible econdmicamente.

En efecto, cuando A%¥'> 0 podemos acudir nuevamente al
Teérema A.2 del Apéndice, cbnsecuencia del de Perron-Frobe-
nius, y del que ya hemﬁs hecho uso en el Capltulo 5. Este
Teoréma afirma que cuando A¥ es semipbsitiva la matriz re-
sélvenfe (I - r‘A*)"1 existe y es semipositiva en el interva-
16 0 < r < 1/a*, siendo 3*751 autovalor dominante de A¥, Co-

mo a* = 1/R, segln acabamos de ver, este intervalo es 0 £ r

< R.

Puesto que |L¥> debe ser también semipositivo en un
sistema eficiente, vemos de (161) que el vector |p>/w resul-
ta ser semipositivo en el intervalo indicado. Podremos en-

tonces tener un sistema de precios (|p>, w) semipositivo

siempre que 0 £ r < R.

Ndétese que para r = R la matriz (I - r}\*)'1 se vuelve
singular, por lo que Jp(R)> no podrd calcularse con (161).

Sin embargo, en ese caso la ecuacidn de precios se trans-
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forma en (152), cuyo vector de precios es |P> > 0> (y su
salario W = 0), de atuerdo con el Teorema 7. Asi pues,
Ip(R)> = P> y w(R) = 0, lo que permite extender el interva-

lo de r de modo que incluya al extremo r = R,
De todo lo anterior, resulta el siguiente teorema:

Teorema 8: Si un sistema econémico wutiliza eficiente-

mente sus insumos en el sentido de que:

i) A¥ > O
ii) (L#> > 10>

entonces la ecuacidn de precios de produccidn:
Gip> = rCip>

tiene siempre soluecidén con |p> > 10> y w > 0 en el .in-

tervalo:
0LrgR
occurriendo w = 0 sbélo para r = R,

Cabe seflalar en relacién al sistema de precics de pro-

duccidn que, como es conocido, para r = 0 se obtiene de

(161) que:

ip(0)> = w(0)IL*> (162)

es decir, los precios de produccidén son proporcionales a

los valores.
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Por otra parte, vemos que la restriccidn de que r se
encuentre en el intervalo 0 { r < R justifica matemdtica-
mente 1llamar a R la tasa mdxima de beneficio, cosa que
"econbmicamente es evidente, ya que corresponde al caso en

que todo el productoc neto es ganancia,

Debe observarse que el Teorema 8 proporciona una condi-
cidn suficiente para que un sistema econdmicc tenga aso-
ciado un sistema de precios aceptable econdmicamente; esa
condicidn es que el sistema sea eficiente. Sin embargo, tal
requisito no es necesario: pueden tenerse sistemas
econémicos ineficientes que, no obstante, tengan sistemas
de precios semipositivos, Esto es natural, ya que si 1las
ineficiencias del sistema no son demasiado considerzables,
los precios pueden funcionar de manera aparentemente normal.
Desde luego, si el sistema es ineficiente no se puede garan-
tizar que los precics resulten semipositivos; de hecho, pue-
de decirse que es diflcil establecer criterios matematicos
acerca del grado de ineficiencia que puede ser tolerado en

un sistema econdmico antes de que los precios den cuenta de

ello.

Recordemos ahora la consideracidén de que en la Eéono—
mia Politica las mercanclas son vistas como tales sdlo
cuando constituyen productos del trabajo, Esta caracteriza-
cidn es importante, ya que, como veremos en seguida, garan-
tizard que el vector de precios |p> sea estrictamente posi-

tivo en el intervalo normal 0 < r < R,
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Para demostrarlo, recordemos que el requerimiento de
que las mercanclas sean productos del trabajo sdlo se cum-
ple cuando (L¥> > 10>, como vimos en el capltulo antefior.
En esta situacidn, segtin (161), el vector |p>/w resulta
ser estrictamente positivo, puesto que es el producto (apar-
te de un factor numérico positivo) del vector positivo IL#¥>
por la matriz semipositi?a (I - rA*)'1; como esta %ltima es
claramente invertible debe tener rango pleno y por tanto
hingbn rengldn puede ser nulo, lo que garantiza que al
multiplicarla por JL#¥> > |0> todo elemento del vector resul-

tante sea diferente de cero.

Todo ¢sto ocurre cuando r se encuentra en el intervalo
0 £r <R, Sin embargo, para r = R puede suceder que jp> se
haga semipositivo, vya que en ese caso, conforme al Teorema
7, 1p> queda determinado sdlc por A¥*¥, sin que intervenga

JL#>,

El interés de la situacidn anterior justifica esta-

blecer los resultados obtenidos en un teorema separado:

Teorema 9: Si un sistema econdmicc productor de mer-

canclas wutiliza eficientemente sus insumos, en el sen-

tido de que:

i) A* 2 O
ii) JL#> > 0>

entonces la ecuacidn de precios de produccidn:
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Gip> = rCip>

tiene siempre solucidn con |p> > 0> y w > 0 en el in-

tervalo:

Si r = R existe solucidn, <con Jp> > 10> y w = 0.

Hemos visto que las mercanclas no se intercambian en
el mercado segin su valor, sino de acuerdo con su precio,
Puede ocurrir entonces que, en un sistema ineficiente, el
bien j tenga asociado un.L*j negativo y sin embargo, bajo
ciertas circunstancias, tener un brecio pj positivo; ello
daria a ese blen la apariencia de ser una mercancia, pues-
to que podria intercambiarse en el mercado como si fuera
una mercancia auténtica. Sin embargo, tal situacidn sdlo
podria darse de manera temporal y parcial: en efecto, como
vimos en (162), cuando la tasa de beneficio r de un sistema
econdbmico es igual a cero el vector de preciocs |p> se vuel-
ve proporcional al vector |[L#¥>, Por tal razédén, si L*j es
negativo entonces habrd una vecindad de r = 0 en la que pj
serd negativo, revelando el hecho de que en realidad el

bien j no era una mercancia.

Para concluir este capltulo, notemos que la ecuaciédn
(161) expresa a |p> en términos sblo de cantidades técni-
cas, asli como de las variables de distribucién. Pero si
conocemos a <s] ¥ por tanto a S en (158), entonces la dis=-

tribucién estd dada, de manera que podremos determinar una
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de las variables de distribucidn, En efecto, si multiplica-
mos ambos miembros de (163) por <s| obtenemos, tras cancelar

w = <s{p> en los dos lados:
1= (1 + r)<si(I -~ rat)~1jLe (163)

que constituye una ecuacidn para r. Esta ecuacidn puede

ser empleada para determinar la tasa de beneficio del siste-
ma(19).

(19) La ecuacién respectiva en la teorlia de Sraffa es:

1z <sI(I -~ ra®)~TiLe>
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Capituleo 11
TASA DE BENEFICIO Y EXPLOTACION.

Revisaremos =ahora la relacidn entre los beneficios vy
la explotacidn en un sistema econdmico. Hemos visto desde
el Capltule 9 que la distribucidn del producto neto N se
da sobre las dos grandes clases soclales en la forma de un
salario S para los trabajadores y un plusproducto G para 1los
capitalistas, y que el Valor de este #Wltimo representa un
trabajo neo retribuido realizado por los trabajadores, del
cual se apropian los capitalistas; en este sentido, se dice

que hay explotacidn de los primeros por los segundos.,

Sin embargo, para que esta plusvalla se realice es ne-
cesario que las mercanclias se vendan en el mercado. Puesto
que del producto de su venta una parte debe destinarse a re-
poner el capital utilizado (medios de produccidn y sala-
rios), que aparece como el costo de las mercancias, el re-
manente constituye el beneficio del capitalista. En esta
forma, vemoquue el beneficio estd formado por las mercan-
clas que integran el plusproducto G, ya que ¢ste es el ex-
cedente que queda una vez descontados del producto B los me-

dios de produccidn A y los salarios S.

Resulta asl que en la matriz G figuran las mercanclas
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que constituyen el beneficio de los capitaslistas, pero que
simultaneamente contienen la plusvalla de la cual se apro-
pian, como diljimos arriba, Es decir, la obtencidn de bene-
ficios ©por lcs capitalistas implica la extraccidn de plus-

valla a los trabajadores,

Los capitalistas miden sus beneficios a través de 1a
tasa de Dbeneficio r; en consecuencia, la existenciz de una
tasa de Dbeneficio positiva debe corresponderse con una ex-
traccidn de plusvalia, Esta afirmacidn, que resulta plau-
sible intuitivamente y puede ser demostrada matemdticamente
cuando los sistemas econdmicos analizados son "normales",
constituyendo el llamado "Teorema de la Explotacidn", pre-
senta sin émbargo problemas cuando en produccidn conjunta
aparecen "valores" negativos, es decir, cuando |L*> contiene
elementos negativos, La razén se encuentra en la posibili-
dad de que aparezcan "plusQalias" negativas que, como vimoS
en el Capitulo 9, invertirian el sentido de la extraccidn
de plusvalia, pasando los capitalistas a ser los explota-
dQs(zo). Por tal motivo la proposiciédn anterior, aunque
aplicable a produccidn conjunta eficiente de mercanclias
-como veremos en seguida-, no puede ser extendida en general

a situaciones de sistemas ineficientes con insumos que pre-

senten comportamientos destructivos,

Consideremos, pues, un sistema econdmico eficiente,
productor de mercanclas, Esto implica que JV> = |L#> es un

vector estrictamente positivo, indicando que el sistema uti-

(20) Véase el Capltulo 9, pp. 111-113,
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liza productivamente el trabajo y que en consecuencia las
mercancias son productos del trabajo y por tanto yalores;
implica ademds que los medios de produccidén también son

utilizados eficientemente, es decir, que A*¥ es una matriz

semipositiva.

Una forma simple de demostrar el teorema mencionado
consiste en acudir a la relacién (163), que permite obtener
la tgsa de beneficio r. Si para un vector fijo de bienes-sa-

lario <s) definimos una funcién f(r) utilizando el segundo

miembro de (163):

F(r) = (1 + r)<s)(I - rA®)”1IL#> (164)

entonces (163) podrd escribirse en la forma:

f(r) = 1 (165)

Pero como hemos supuesto que A¥ > 0 y JL¥> > |0> enton-
ces, segin el Tebrema A.2 del Apéndice, 1la matriz (I -
r‘!\’*)'1 resultard semipositiva y serd wuna funcién matri-
cial continua no decreciente de r en el intervalo 0 < r < R
que ademés no tendrd ningén renglén nulo (ya que es in-
vertible y por consiguiente de rango pleno), de manera Qque

1H_.*> resultargé ser un vector columna

el producto (I - raA%)”
positivo que depehde en forma continua y no decreciente de
r. Si adicionalmente suponemos que <s} es un vector semipo-
sitivo, entonces el producto <s}(I - rA*)'1{L*> sera una

funcién positiva continua no decreciente de r, de modo que

al tomar en cuenta el factor creciente (1 + r) vemos que la
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funcidn. . f(r) definida por (164) deberd ser continua y cre-
ciente en el intervalo oonsiderado. En consecuencia f(0) «
f(r) = 1, de manera que si ocurre que la solucién r de

(165) es estrictamente positiva, deberemos tener:
f(0) < f(r) = 1 (166)
Por otra parte, seghn (164) tenemos:
f(0) = <s|L¥> (167)

Pero <s|L#> es el valor de los bienes-salario <{(s] paga-
dos a 1los trabajadores por unidad de trabajo desarrollado,
~ ﬁor lo que debe igualar al valor de l=a masa total de sala-
rios <yisSiv>, diQidida entre el trabajo total utilizado por

el sistema, que segtn (141) es 1 = <y|L>:

1 ]
<siL®y o SYISIV2 |

= T =
i <y}Vf > )
= _——I"L' -
v
- it (168)

de conformidad con (135) y (142), siendo Ver el valcr total
de la fuerza de trabajo. Asi pues, segun (167) f(0) =

vft/l’ por lo que la desigualdad (166) expresard que:

Vet <1 (169)
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indicando que cuando se cumplen las hipbtesis planteadas,
entonces si r > 0 hay explotacidén de los trabajadores, en
el sentido de que Vet <1, es decir, los trabajadores reci-
ben un salario cuyo valor es menor que el trabajo aportado
por ellos, Esto mismo puede ser expresado en términos de 1la

plusvalia total del sistema, p ya que como 1 = Vg + P

v’ \Y

seghin  (144), vemos que Vet < Vey + Pys €S decir:
p, > 0 (170)

indicando que hay una extraccidn de plusvalla de los tra-

bajadores del sistema,

Obtenemos asl el llamado "Teorema de la Explotacidén":

Teorema 10: Sea un sistema econdmico productor de mer-

canclas que utiliza eficientemente sus insumos, en el

sentido de que:

i) A* > 0
ii) JL%> > 10>

y cuyo vector de bienes-salaric por unidad de trabajo

es <s} > <0]}.

Entonces, si r > 0O se tendrd p_ > 0, es decir, habra

\
explotacidn de los trabajadores.

Obsérvese que la hipdtesis de que el sistema econd-
mico sea eflciente resulta esencial en el teorema anterior.

En efecto, si el sistema fuera ineficiente por ejemplo en
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los medios de produccidn, A#* contendria elementos negati-
vos, de modo que no podria afirmarse que la funcidn f(r)
definida por (164) tuviera las propiedades arriba estipula-
das que permitieron establecer el Teorema 10. Similarmente,
sl las ineficiencias afectaran al trabajo dando como resul-
tado "valores" negativos, podrlan tenerse "plusvallas" ne-
gativas y en consecuencia ausencia de explotacidén de 1los
trabajadores, como se menciond antes. Mas afn, podria
ocurrir que un sistema de ese tipo diera lugar a un sistema
de precios positivos (aunque en un intervalo de r menor al
normal, como se vio en el capitulo anterior), teniéndose
entonces "plusvallas” negativas asociadas a tasas de bene-
ficio positivas y vectores de precios positivos(21); ello
indicaria que los capitalistas han absorbido las ineficien-
cias. en el uso del trabajo sin que el sistema de precios

diera cuenta del hecho.

Igualmente, es necesaria la hipdtesis de que el siste-
"ma sea productor de mercanclas y de que por tanto |L¥> sea

positivo. Si JL#> fuera sbdlo semipositivo y tuviera alghn
elemento igusl =a cero, ello significaria que el bien co-
rrespondiente tendria un valor nulo, Cabria entonces la
posibilidad, por ejemplo, de que ese bien fuera el ﬁnico.
que apareciera come plusproducto; en ese caso se tendria
una plusvalla igual a cero, gue indicarla ausencia de
explotacidn, Asl pues, si |L*¥> no es estrictamente positi-

vo es posible que el Teorema 10 no se cumpla.

(21) Steedman, op. c¢it., Cap. 11,
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También en este sentido nos parece inadecuado que se
trate de establecer la validez del Teorema de la Explota=-
cidn para cualguler sistema de produccidn conjunta que
sdlo cumpla 1la condicidén de productividad (1), tal como
hace Morishima(22). En concordancia con su posicidn acerca
de.los "valores" negativos y su sustitucidn por "valores
dptimos”, 1o gue este autor hace es ocultar la ineficiencia
del sistema y su repercusidn en la esfera de la distribu-
cidn, Pretender que el Teorema de la Explotacidn sea vi-
lido en sistemas ineficientes conduce por tanto a ocultar el
cambio de sentido en el flujo de plusvalia, haciendo pare=-
cer que no ha ocurrido nada anormal; ésto, a nuestro jui-

cio, es una alteracidn de los hechos gue oscurece lo que

realmente sucede,

(22) Morishima, M.: "Marx in the Light of Modern Economic
Theory"”, ECONOMETRICA, 1974; Morishima y Catephores,
op., ¢it., Cap. 2.
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APENDICE,

Enunciaremeos sdlo dos teoremas cliasicos en la teoria
de las matrices positivas, en las versiones que se utilizan
en este trabajo. Su demostracidn puede encontrarse, por
ejemplo, en el Apéndice Matemdtico de Pasinetti, L.L.:

LESSONS IN THE THEORY OF PRODUCTION, 1976, pp. 267-277, y en

la bibliografla ahl c¢itada.

Teorema A.,1 (Perron-Frobenius): Si A es una matriz se-
mipositiva, entonces A tiene siempre un autovalor a > 0
con un autovector asociado }a> > 10>, El1 autovalor a,
llamado autovalor dominante de A, es mayor o igual al

médulo de cualquier otro autovalor de A,

Teorema A,2: Si A es una matriz semipositiva con auto-

valor dominante a y x es un nimero real tal que
D £ x < 1/a

entonces:

(I = xA)"0 >0
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En adicidén, (I = x!\.)_1 es una funcidén matricial con-

tinua no decreciente de x en el intervalo 0 £ x < 1/a.
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