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PREFACIO

Este libro presenta un centenar de problemas, con sus respectivas respuestas,
sobre los fundamentos basicos de la teoria microeconémica. Esto es, el libro
sirve para apuntalar la teorfa que tipicamente se cubre en un curso introduc-
torio a nivel posgrado o, dependiendo de la universidad, en el Gltimo afio de
la licenciatura en economia. También presenta, en su primer y ultimo capi-
tulos, un breve repaso de conceptos matematicos que pueden ser titiles para
una mejor comprensién de la materia.

Ahora bien, existiendo tantos libros que se ocupan de la microeconomia,
quizés se preguntard el lector acerca de la finalidad del nuestro. Ciertamente
no tratamos de competir con varios textos excelentes ya disponibles, como,
por ejemplo, Kreps (1990), Mas-Colell, Whinston y Green (1995), y Varian
(1992). Al contrario, pretendemos solamente ofrecer un libro complementa-
rio a los anteriores. Un libro donde el estudiante pueda adquirir mas soltura
mediante la resolucién de un buen nimero de problemas no muy faciles,
aunque tampoco muy dificiles, con la ventaja extra de que cada uno de ellos
estd también resuelto paso por paso. Si de algo estoy convencido respecto al
aprendizaje de la microeconomia, tras quince afios de dictar cursos sobre
ella, es que ta Ginica manera de dominarla es practicando, y luego volviendo
a practicar.

Hay, por supuesto, varios libros de ejercicios de microeconomia en el
mercado. Aun asi, nos atrevemos a afirmar que éste llena un hueco impor-
tante. Los libros de Dixon, Bowles y Kendrick (1980) y de De Meza y Osborne
(1980) son demasiado basicos y un tanto anticuados. El libro de Yohe (1993)
es mas bien una extensién del de Varian (1992), antes que una fuente de
ejercicios sobre los fundamentos de la microeconomia. El que mas se acerca
al nuestro en su propésito es el bello texto de Champsaur y Milleron (1983),
aun cuando ese libro contiene mucho mas teoria, y mucho menos ejercicios,
que el nuestro. Mencién aparte merece un libro reciente de Hara, Segal y
Tadelis (1997), del que nos enteramos cuando ya el nuestro estaba basica-
mente concluido, el cual presenta soluciones detalladas a los ejercicios pro-
puestos en Mas-Colell, Whinston y Green (1995).

Respecto a la estructura del libro, ésta es como sigue. El primer capitulo
presenta unos breves apuntes, y veinte ejercicios, sobre optimizacién. Los
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10 PREFACIO

conceptos matematicos que se repasan alli son fundamentales para la com-
prension del resto del libro. Una vez hecho ese repaso tan necesario, los
siguientes seis capitulos presentan ejercicios sobre los temas clasicos cubier-
tos en un primer curso de teoria microeconémica: la teoria del consumo, la
eleccion bajo incertidumbre, la teoria de la produccion, la organizacion
industrial, el equilibrio general y el bienestar social. Los siete capitulos
siguientes presentan una solucién detallada a los ejercicios propuestos con
anterioridad. Por ultimo, el capitulo final contiene unos breves apuntes, creo
que novedosos en un texto basico de microeconomia, sobre el importante
tema de la computacién de los modelos de equilibrio y desequilibrio.

Agradezco la ayuda que me brindaron muchos antiguos estudiantes de
El Colegio de México al leer varios borradores del libro. El respaldo técnico
mas importante lo recibi, sin embargo, de Angeles Chavez y Fanny Jasso,
quienes fueron lo suficientemente valientes para, a lo largo de casi una
década, formar el manuscrito en Ventura. Aun recuerdo también a mis
maestros de antafio en la Universidad de Wisconsin-Madison, quienes me
ensenaron economia o me dieron la oportunidad de ser su asistente en sus
cursos de posgrado. Especialmente a los dos que mds me influyeron, William
A. Brock y Arthur S. Goldberger, pero también a Yves Balcer, Dan Kovenoc,
Mukul Majumdar, Michael Rothschild, John Rust y Charles Wilson. Final-
mente, dedico este libro a mi esposa Laura como una pequena retribucién
por todas las horas que tuve que sustraerme del ambiente familiar por estar
embarcado en este y tantos otros proyectos.



I. APUNTES Y EJERCICIOS DE OPTIMIZACION

La mayoria de los modelos que constituyen los fundamentos de la microe-
conomia no son, en el fondo, mas que modelos de optimizacién estatica o
dinamica aderezados con algunas suposiciones econémicas (algunas plausi-
bles y otras simplemente audaces). Es por ello que iniciamos este libro con
ejercicios que ilustran algunos conceptos basicos de esa area de las matema-
ticas. Dado el caracter introductorio del texto, restringiremos sin embargo
nuestra atencién al tema de optimizacién estética.

Vale la pena sefialar que, al contrario de casi todo el resto del libro donde
solo se presentan ejercicios, en este primer capitulo, asi como en el uiltimo,
afiadimos también unos breves apuntes teéricos. Sobra decir que éstos no
pretenden ofrecer mas que un breve compendio de herramientas matemati-
cas muy bdsicas que pueden ser utiles para los ejercicios posteriores. En
particular, por propésitos de concisién, los resultados matematicos relevan-
tes son presentados aqui sin sus demostraciones. Los lectores interesados en
ellas pueden acudir a cualquiera de los tantos libros de matematicas para
economistas ya existentes, entre ellos: Chiang (1984), Dixit (1990), Intriligator
(1971), Silberberg (1978), Sydsaeter y Hammond (1995) y Takayama (1985).
Mencién especial merece el libro de Simon y Blume (1994), el cual constituye,
a nuestro juicio, el mejor texto basico sobre el tema.

La estructura del capitulo es como sigue: en la primera seccién se
introducen algunas definiciones basicas sobre funciones y sus derivadas
(presuponiendo que el lector tiene alguna familiaridad con el calculo dife-
rencial y el algebra matricial). En la segunda seccién se presentan algunos
resultados clasicos sobre cémo optimizar cuando no hay restricciones. En la
tercera se introducen algunos conceptos matematicos importantes para eco-
nomia; poniendo énfasis, en particular, sobre las nociones de concavidad y
cuasiconcavidad de funciones. La cuarta seccién presenta algunos resulta-
dos sobre optimizacién con restricciones. Finalmente, la quinta y dltima
seccién presenta los ejercicios (cuyas soluciones aparecen en el capitulo
octavo). La dificultad de estos dltimos se incrementa, grosso nodo, a medida
que se avanza en la numeracion.

11



12 EJERCICIOS DE TEORIA MICROECONOMICA

1.1. FUNCIONES Y SUS DERIVADAS

En este libro haremos uso especialmente de funciones reales y escalares; es
decir, funciones valuadas en el conjunto de los reales y definidas en algiin
subconjunto D no vacio del producto cartesiano de los reales R", el cual es
llamado el dominio de la funcién. En particular, una buena parte de las

funciones de interés en economia tienen como dominio el ortante positivo de
R

ER“E{erR“ | x>0, izl,...,n},
+ ! .

donde, de aqui en adelante, la x denota el vector (x, ..., x ). Alo largo de
todo este libro, una letra en negrilla siempre significara un vector. Los
vectores seran utilizados para denotar, tipicamente, una canasta de bienes de
consumo, un haz de insumos, un haz de productos o un vector de precios.

A manera de ejemplo de una funcién escalar, considere la que se conoce
en economia como de Cobb-Douglas:

f(x)=Hx(ixi
i=1

la cual esta definida sobre el ortante positivo y cuyos parametros o. son
estrictamente positivos. Esta funcion podria representar, por ejemplo, un
proceso de produccién, una vez que se interpretaf(x , ..., x,) como el nivel
de produccion y cada x; como el nivel de uso del i-ésimo factor productivo
(digamos un cierto capital o un cierto trabajo).

Un segundo ejemplo seria la funcién lineal

f@=3px
i=1

la cual podria representar, digamos, el costo incurrido en la produccién de
cierto bien. En este caso, x; es la demanda por el i-ésimo factor y p, es su precio
(salario en el caso del factor trabajo).

En este libro supondremos las mas de las veces que cualquier funcién f
es dos veces continuamente diferenciable; simbdlicamente, f € C2. Con ello
queremos decir que las segundas derivadas de f existen y son continuas en
su dominio. En dicho caso definimos el gradiente de f en un punto ¥,
simbolicamente Vf(x% o Df(x%), como el vector renglén cuyas coordenadas
son las derivadas parciales de f evaluadas en x:
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Vi = [af(x") af(x°)] .

ox, "7 ox
1 n
El gradiente siempre sefiala la direccién de maximo incremento y es
ademds perpendicular a la curva de nivel que pasa a través de x°. Para
ejemplificar esto, considere la siguiente funcién de Cobb-Douglas, interpre-
tada ahora como una funcién de utilidad:
— (172,172
u(x) = X7 x5,
donde cada x, representa el monto del i-ésimo bien que es consumido. Como
las utilidades marginales correspondientes son iguales a

1/2 1/2
ou 1[*%2 ou X1

1 X X
E)x1 2\ x E)x2 x,

1
~2

entonces el gradiente evaluado en el punto (x, x,)=(1,1) esta dado por el
vector (0.5, 0.5).

' Para esta funcién, dicho sea de paso, las curvas de nivel (o mas precisa-
mente de indiferencia) pueden encontrarse igualando x}/ 2 x;/ ? ala constante
que representa el nivel deseado. En nuestro ejemplo, para cada constante la
curva de indiferencia correspondiente es descrita por una hipérbola (;por
qué?).

La grafica 1.1 presenta, en el ortante positivo del plano, la curva de
indiferencia que pasa por el punto (1, 1) junto con el gradiente evaluado en
el punto. El gradiente es perpendicular a la curva de nivel e indica que si

X2

u(x, x;) =1

1 X,

Griéfica I.1. Gradiente.
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tenemos un pequefio monto € para ser asignado entre x, y x,, entonces el
mayor incremento en utilidad puede ser obtenido al brincar del punto (1, 1)
al punto (1 + €/2, 1 + £/2), en lugar de a cualquier otro punto.

El concepto de gradiente puede ser generalizado para el caso de funcio-
nes vectoriales m-dimensionales que van de D c R" a R™. Esto es, para
funciones f es una funcién que a cada vector n-dimensional x e D < R" le
asigna el vector m-dimensional ( f1(x), . . ., f"(x)). En este caso definimos la

matriz jacobiana (o el jacobiano) de f en el punto x° (simbélicamente Vf(x?) o
Df(x®)) como:

f'x® (% of (%

E)x1 8x2 T axn
afZ(xO) aLZ(xO) afZ(xO)
axl sz T ax"

Vf(x) =

afn;(xO) afn.t(xO) afm‘(xo)

ax1 8x2 axn

Regresando al caso de las funciones escalares, podemos definir la matriz
hessiana (o el hessiano) de f en x° (simbélicamente V3 (x%) o D*(x°)) como la
matriz de las segundas derivadas parciales evaluadas en el punto:

[0 f,6% f1,x%)
£,69 £,60 .. f, (2%
V2f(x0)= . . .

fnl(xo) fnZ(xo) e frm(xo)

donde f (x%) = 0% (xP)/dx ax/ Si fes dos veces continuamente diferenciable, el
hessiano es simétrico, ya que entonces puede demostrarse que f (x) f (x).
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1.2. OPTIMIZACION SIN RESTRICCIONES

Antes de entrar de lleno a establecer resultados sobre la optimizacién de
funciones, requerimos varios conceptos que a continuacién repasamos. En lo
que sigue la funcién f denota, a no ser que se diga lo contrario, a una funcién
escalar con dominio D < R™.

Se dice que x* es un maximo (minimo) local de f si existe una vecindad
V(x") alrededor de x" tal que f(x*) 2 f(x) [f(x") < f(x)] para todo x e V(x").
Mientras que x* es un méaximo (minimo) global si f(x*) > f(x) [f(x") <f(x)]
para todo x en D. Todo méaximo global es por supuesto un maximo local, pero
lo contrario no es verdad (véanse las graficas 1.2 y 1.3).

f

x* X

Griéfica 1.2. x* es un maximo global.

f@)

1
x* X

Griéfica [.3. x* s un maximo local.
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Las otras definiciones que necesitamos repasar se refieren a ciertas clases
de matrices. Diremos que una matriz B real simétrica de orden nxn es
negativa semidefinida si x’Bx < 0 para todo vector columna x € R" (nétese que
x’ denota la transpuesta de x). Si la desigualdad es estricta, entonces la matriz
es negativa definida.

De una manera andloga, diremos que una matriz B simétrica de orden
n X n es positiva semidefinida si x¥’Bx > 0 para todo x € R". Si la desigualdad es
estricta, entonces la matriz es positiva definida.

Habiendo definido lo anterior, ya estamos preparados para establecer
los resultados basicos de la optimizacién sin restricciones. La siguiente propo-
sicion establece condiciones necesarias para maximos y minimos locales:

Proposicion 1.1

Si f es una funcién escalar con dominio en R" y es dos veces continua-
mente diferenciable, entonces:

a2) Si x* es un maximo local, entonces Vf(x*) =0 y la matriz V*f(x*) es
negativa semidefinida.

b) Si x* es un minimo local, entonces Vf(x*) =0 y la matriz Vf(x*) es
positiva semidefinida.

En el caso univariado, los resultados anteriores se transforman en la
aseveracion familiar a todos nosotros: si x° es un maximo (minimo) local,
entonces f(x") =0y f ”(x*) <0 (2 0). Es muy importante notar, por otro lado,
que la proposicién provee condiciones que son necesarias pero no suficientes
para maximos y minimos locales. Para poder tener suficiencia necesitamos
condiciones mas estrictas (continuamos suponiendo que f € C?):

Proposicion 1.2

a) Si Vf(x*)=0y V(x") es negativa definida, entonces x* es un maxi-
mo local.

b) Si Vf(x")=0y V*(x") es positiva definida, entonces x* es un minimo
local. '

Los resultados 1.1 y 12 requieren la comprobacién del signo de
¥’ V¥f(x")x antes de poder usarlos. Aun cuando es posible hacer esto.de una
manera expedita en ciertos casos, este procedimiento es en general proble-
matico. Existen, por fortuna, algunos resultados utiles que pueden ayudar-
nos en la tarea, los cuales establecemos ahora. En lo que sigue considere la
siguiente matriz real y simétrica:
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bll b12 e bln

b21 b22 - b2n
B=

nl "n2 °°° bnn

El primer resultado caracteriza el signo de la matriz mediante los meno-
res principales:

Proposicion 1.3
a) La matriz B es negativa definida si y sélo si:

b12

1) IB,| =b, <0; 2)IBl—b b

., n) | B tiene el signo de (- 1)".

Para las matrices negativas semldeflmdas, la condicién necesaria y suficien-
te es la misma, excepto que algunos menores principales pueden ser cero.
b) La matriz B es positiva definida si y sélo si:

1) IB,1 =b, >0; 2) |B,| = >0;..; n) IBI>0.

b b

" Para las matrices positivas semidefinidas la condicién necesaria y suficiente
es la misma, excepto que algunos menores principales pueden ser cero.

Las caracterizaciones anteriores pueden ser cambiadas por condiciones
necesarias en términos de los valores propios (también llamados caracteris-
ticos o autovalores) de la matriz:

Proposicion 1.4
a) Si la matriz B es negativa definida (semidefinida) entonces cada uno
de sus valores propios es menor (o igual) que cero.

b) Si la matriz B es - positiva definida (semidefinida) entonces cada uno

,ns.xalo.:es.pmpms.esmﬁ;&r.(g,lguah_qug&.

Dado que, como se recordari, el determinante de una matriz puede ser
calculado como el producto de los valores propios de ella, entonces un
corolario del resultado anterior es que las matrices positivas o negativas
definidas son invertibles.
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1.3. FUNCIONES CONCAVAS Y- CUASICONCAVAS
Sean x° y x! un par de elementos de D, el cual es, como antes, un subconjunto
de R™. Definimos el segmento lineal que une a ambos vectores como el
conjunto:
{x 1 x=2+ (1 -, 1 e [0,1]}.

Se dice que un subconjunto S de R" es convexo si el segmento lineal que
une cualquier par de puntos en S esta contenido completamente en él. Esto
es:

AP+ (1 -A)x'e S donde 2% xte S, Ae [0, 1].

Las graficas 1.4 y 1.5 presentan dos ejemplos al respecto.

Grafica 1.5. T no es un conjunto convexo.
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Mediante el concepto de convexidad de conjuntos podemos ahora esta-
blecer las siguientes definiciones importantes: f es una funcion céncava si

FOXL+ (1 =0 2 A%+ (1 - 1) f(xh)
para todo x% x e R", A e [0, 1]. La gréfica 1.6 ilustra este concepto.
D)

FOXL+A =ML
A+ A =Nf ) pmmmmm -2 =

Y

0

X A+ (1=A)x!

1

o |em e

Gréfica 1.6. f es concava.

Por otro lado, f es una funcién convexa si:
S+ (1 -A)xH) SAFE) + (1 - M) f(xD

para todo x%, x* € R, A € [0, 1]. Véase la grafica L.7.

F&H
AFEO) + A=A f(xD
FOX+ 1 =-0)xh
hEcY)

Gréfica 1.7. f es convexa.
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Mediante las definiciones anteriores de concavidad y convexidad puede
facilmente verificarse que si f y g son funciones con el mismo dominio
concavas (convexas) y a y b son escalares no negativos, entonces la funcién
af+bg es coéncava (convexa). Mas aun, si f es concava (convexa) entonces
— f es convexa (concava).

Cualquier funcién f que va de R" a los reales puede ser completamente
descrita por su grafo:

Gf={(x,f(x Nlxe R f(x) € SR}CER““,

Relacionado con este conjunto se encuentran otros dos: el hipégrafo, el cual es
el conjunto de puntos abajo del grafo:

H}:{(x,y) | xe ER“’y c m’f(x) Zy}cg{n+1,
y el epigrafo, el cual es el conjunto de puntos arriba del grafo:
Ef= {(x, y) I xe R", ye ER,f(x) S}/} c 9{1\+1.

Las gréficas 1.8. y 1.9. muestran dos funciones univariadas (y, por tanto,
con grafos en R?). Observe que, si tanto H [ como E;son convexos, Gf es un
hiperplano (en R? una linea recta).

Como puede apreciarse en las gréaficas, los conjuntos definidos en la
seccion anterior pueden emplearse. para proveer condiciones necesarias y
suficientes para concavidad y convexidad.

S

X

Grafica 1.8. Hf es un conjunto convexo y f es concava.
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f)

Grafica 1.9. E; es un conjunto convexo y f es convexa.

Proposicion 1.5
a) f es concava si y solo si su hipégrafo es un conjunto convexo.
b) f es convexa si y s6lo si su epigrafo es un conjunto convexo.

También se pueden proveer condiciones necesarias y suficientes utili-
zando el gradiente en el caso de funciones diferenciables:

Proposicion 1.6
a) f es concava siy sélo si:
f(xh) = £(x®) < VF(x")(x' — x% para todo 2%y xle R™
b) f es convexa siy sélo si:
fixh) = f(x® 2 V(") (x! — x° para todo x° y x'e R™

La grafica 1.10 ejemplifica lo anterior para el caso de una funcion céncava

univariada.
)

FOY+ VD =) L

QY o Vo — 0
e o fO) (X —x)
oy b JEACRIACY

Griéfica 1.10.
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Como un resultado de las proposiciones anteriores, ya podemos proveer
condiciones suficientes para un maximo (minimo) global:

Proposicion 1.7

Si f es concava (convexa) y Vf(x”) = 0, entonces x° es un méximo (minimo)
global de f .

Las proposiciones 1.6 y 1.7 caracterizan concavidad y convexidad me-
diante atributos que son dificiles de verificar. Es por ello que el siguiente
resultado es muy util.

Proposicion 1.8 _

a) Una funcién definida sobre D c R" y valuada en los reales es concava
si y sélo si V3f(x) es negativa semidefinida para todo x en D.

b) Una funcién definida sobre D < ®"y valuada en los reales es convexa
si y s6lo si V3f(x) es positiva semidefinida para todo x en D.

En particular, usando el ejercicio (1.1) infra y los resultados anteriores, si
fes céncava (convexa) entonces f, <0 (f. 2 0) para toda i.

Una implicacién de la concavidad (convexidad) de una funcién es que
sif es concava entonces el conjunto U = {x | f(x) > o} es un conjunto convexo
para cada ccen R . Este conjunto usualmente se denomina el conjunto de
contorno superior de f. La gréfica 1.11 ilustra el concepto para el caso univariado.

fx)

Grafica I.11. Como fes concava U  es convexo para todo o.

Por otro lado, si f es convexa entonces el conjunto L_ = el f < of es un
conjunto convexo para cada a en K . Este conjunto usualmente se denomina
el conjunto de contorno inferior de f. Véase la grafica 1.12.
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S

Grafica 1.12. Como f es convexa La es convexo para todo a.

Los grafos estdn en R"* !, mientras que los conjuntos de contorno infe-
rior y superior estan en R". Ahora vamos a examinar otro tipo de funciones
que poseen una propiedad méas general que concavidad o convexidad. Se
dice que f es una funcién cuasicéncava si:

FO) 2 £ = FAX®+ (1 -2)x) 2 f(x"),

para todo x% x*e DcR", he [0,1]. Por otro lado, se dice que f es una
funcion cuasiconvexa si:

fON <F(°) = FAX"+ (1 - )Y <F(O),

para todo x% a'e D < R", XA'e [0, 1].

El siguiente resultado es fundamental en economia. En él se establece
una relaciéon uno a uno entre el concepto de cuasiconcavidad (cuasiconvexi-
dad) y el de la convexidad de los conjuntos de contorno:

Proposicion 1.9
a) f es cuasicéncava si y sélo si U_ es convexo para todo o.
b) f es cuasiconvexa siy s6lo si L _es convexo para todo o

Vale la pena verificar estas condiciones en el caso de las graficas 111 y L.12.
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Otro resultado importante es que si f es céncava entonces f es cuasi-
céncava, y si f es convexa entonces f es cuasiconvexa. Sin embargo, en
ninguno de los dos casos es necesariamente cierto lo contrario. Para ejempli-
ficar lo anterior, considere las siguientes tres funciones de produccion:
fx)=x17x1?, f(x) = x}2x)/%, f(x) = x2>x37°. Estas funciones se dice que exhi-
ben rendimientos a escala que son, respectivamente, decrecientes, constantes
y crecientes. Como es facil comprobar, las tres funciones tienen curvas de
nivel convexas al origen. Asi, las tres tienen conjuntos de contorno superior
convexos y, por lo tanto, las tres san cuasicéncavas. Pero sélo la primera es
estrictamente céncava, la segunda es céncava aunque no estrictamente,
mientras que la tercera no lo es en absoluto. Para poder apreciar en plenitud
las afirmaciones anteriores, le sugerimos al lector que grafique las funciones
anteriores en tres dimensiones usando un programa como Mathematica o
GAUSS.

—¢ Ahora bien, ;c6mo podemos caracterizar de una manera mas sencilla las
propiedades de cuasiconcavidad y cuasiconvexidad? Considere la siguiente
matriz, la cual es llamada el hessiano orlado de f -

0f f, - f,
htuhe - fia
Hhfate - S

}}n f.;nl f.nz fn.n

. Se llama “orlado” porque al hessiano normal se le agrega una orla constitui-
da por el gradiente. Nétese que, de manera indistinta, esa orla también
puede situarse abajo y a la derecha del hessiano, en lugar de arriba y a la
izquierda como hacemos nosotros. Haciendo referencia a tal matriz, estable-
cemos ahora condiciones suficientes para cuasiconcavidad y cuasiconvexi-
dad en el caso de funciones dos veces diferenciables.

Proposicion 1.10
4) f es una funcién cuasicéncava si y sélo si, para cualquier x en R",

0 0 £, 1,
1) Y1<0; 2) fi fia f12 | >0;.. 5 n) |H°I tiene el signo de (- 1)".
h fa
fr fa fo
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b) f es una funcién cuasiconvexa si y sélo si, para cualquier x en X",

0 fify
<0; 2) | fi fiy fi 1 <0;...; n) 1H°] <O,
f2f21f22

0 f

1) flfll

[.4. OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES

Continuemos suponiendo que f es una funcién escalar con dominio en un
subconjunto D c R" y consideremos el siguiente problema:

Maxf(x)
s.a: g(x)<b,x20

donde la abreviatura “s. a” significara de aqui en adelante “sujeto a”, y donde
g : D c R"—> R™. La primera restriccion es pues de la forma

gl(x) bl

gH(x) v
gx)=| - <bs=|"

gm(x) bm

El subconjunto de R™ generado por g(x) es llamado la regidn factible.

Para poder resolver este problema definimos la funcién lagrangeana (o el
. lagrangeano) como: L(x, A) =f(x) - N (g(x) - b), donde A € R™ es el vector
columna de multiplicadores de Lagrange (A = 0).

Los siguientes resultados pueden entonces establecerse:

a) La solucién (x*,A") del problema anterior es un punto de silla en
R+ ™, Esto es, en el 6ptimo la funcién lagrangeana es maximizada en
relacién a x 2 0 y minimizada con respecto a A 2 0:

L(x, A") S L(x*, A") < L(x", A)

paratodaxe R} yre RT.
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b) El problema anterior incluye el caso en el que las restricciones se
cumplen bajo igualdad estricta, pues éstas pueden escribirse como un par de
desigualdades (por ejemplo gk(x) = b¥ puede ser escrita como el par de restric-
ciones siguiente: gk(x) <Hk, - gk(x) < - ).

c) Un problema de minimizacién es convertible a uno de maximizacion
al multiplicar tanto la funcién objetivo como las restricciones por — 1, cam-
biando el sentido de éstas.

La siguiente proposicién presenta las famosas condiciones necesarias
para un 6ptimo establecidas, independientemente, por Karush en 1939 y por
Kuhn y Tucker en 1951:

Proposicion 1.11

Sify g son diferenciables y x* es un méximo local del problema que nos
ocupa, entonces las siguientes condiciones, llamadas de aqui en adelante
como las condiciones de Kuhn-Tucker, se camplen:

oL(x", A"
ox
OL(x",\") «

ox *
OL(x", \Y
Y
d) Nb-gx))=0
e) x20
N A20.

a) =Vf(x") - AVg(x) <0

b) = [Vf(x") = A Vg(xHlx =0

=b-g(x)20

Las condiciones anteriores son necesarias, mas no suficientes. Siguiendo
un resultado de Arrow y Enthoven, establecido en 1961, presentamos ahora
algunas circunstancias bajo las cuales el problema de maximizacién con el
que inicia esta seccién tiene una solucién 6ptima.

Proposicion 1.12

Sea f una funcién cuasicéncava, valuada en los reales y con dominio en
el ortante positivo de R". Sea g : R — R™ una funcién vectorial cuasiconve-
xa sobre R". Si f y g son diferenciables sobre R, entonces x* es un valor
6ptimo si cumple las condiciones de Kuhn-Tucker, asi como alguna de las
siguientes alternativas:
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a) fes céncava sobre R ;

b) of | _.» <0Opara al menos una ;
ox. lx=x
1

c) %Ix:x‘ > 0 para alguna j tal que x; > 0;
d) Vf(x") #0y f es dos veces diferenciable en una vecindad de x".

Las condiciones anteriores son tipicamente satisfechas por la mayoria de
los problemas de optimizacién que uno encuentra en economia. No obstan-
te, existen condiciones menos restrictivas que también aseguran la existencia
de un éptimo (véase, por ejemplo, Urzaa, 2000).

1.5. EJERCICIOS DE OPTIMIZACION

Ejercicio 1.1. Muestre que los elementos en la diagonal principal de una
matriz negativa semidefinida no pueden ser positivos.

Ejercicio 1.2. Dé un ejemplo que muestre que las condiciones dadas en el
ejercicio anterior no son suficientes.

Ejercicio 1.3. Muestre que si B es una matriz positiva definida, entonces
tanto su traza como su determinante son mayores que cero.

Ejercicio 1.4. Sean A y B dos conjuntos convexos en R". Muestre que los
siguientes conjuntos también son convexos:

a) AmB={ze R | ze A,ze B}.

b) A+B={ze R | z=x+y,xec A,ye B}

Ejercicio 1.5. Muestre que parap,, p,, P, m20 el conjunto
P= {(xl, X, X;) | PiX+ DX, H X S X, X, X 2 o}
es convexo. P es llamado el conjunto presupuestario pues contiene todas las

posibles combinaciones de los tres bienes 1, 2 y 3 que pueden comprarse con
el ingreso m dados los precios p,, p, y p, -

Ejercicio 1.6. Demuestre que si f y g son funciones céncavas (convexas)
entonces f+ ¢ es también una funcién céncava (convexa).
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Ejercicio 1.7. Considere la funcidn de producciéon y =f (), x,) = (x, + xz)“,
donde y es el producto, x, el factor capital y x, el factor trabajo. ;Para qué
valores de a es la funcién de produccién céncava?

Ejercicio 1.8. Establezca si las siguientes funciones son céncavas o convexas:
a) f(x) = XX, . '

b) flx)=(x, %)%

c) f(x)= x% + xg.

Emplee para ello las definiciones originales dadas en el texto.

Ejercicio 1.9. Verifique la concavidad o convexidad de las funciones de la
pregunta anterior con base en los signos de los menores de sus hessianos.

Ejercicio 1.10. Pruebe que f(x) = x? (con x > 0) es tanto cuasicéncava como
cuasiconvexa.

Ejercicio 1.11. Demuestre que concavidad implica cuasiconcavidad.

Ejercicio 1.12. Verifique la cuasiconcavidad o cuasiconvexidad de las
siguientes funciones:

a)f(x):x‘;xg donde x,x,>0,0>0,B<1,

b) f(x)=- xi - xi,

o) f(x)=x,-Inx,

Ejercicio 1.13. Se dice que una funcién f es homogénea de grado k si y sélo
si: f(Ax) = A¥f(x) , L > 0. Pruebe que si f es homogénea de grado k entonces sus
primeras derivadas parciales son homogéneas de grado k - 1.

Ejercicio 1.14. Pruebe que si f es hbmogénea de grado k entonces
.
‘é o = kf (x).
Este resultado es conocido como el Teorermna de Euler para funciones homogéneas.
Ejercicio 1.15. Muestre que la funcién de produccién
f@)=min {(x, + x,)?, x,}

es homogénea de grado 1si § = 1.
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Ejercicio 1.16. Vuelva a considerar la funcién de produccién del gjercicio
1.7. ;Para qué valores de o exhibe rendimientos constantes a escala (es decir,
homogeneidad de grado 1) esta funcién de produccién?

Ejercicio 1.17. Demuestre que la funcién de produccién con elasticidad de
sustitucién constante (Ces por sus siglas en inglés):

y=(axf+axP)’?
es cuasiconcava. [Sugerencia: para evaluar los signos del hessiano orlado
haga uso del teorema de Euler].
Ejercicio 1.18. Encuentre la solucién del siguiente problema. Incluya en
su respuesta los valores de los multiplicadores de Lagrange en el 6ptimo.
Max f(x)= XX, |
s.a: x +8x,24, xf+x§£ 1, x,20, x,20.
Ejercicio 1.19. Considere una funcién escalar / que es creciente y diferen-
ciable. ;Cémo difiere la solucién del problema
Max u(x),
s.a: gx)<b
respecto a la solucién de
Max h(u(x)),
s. a: gx)<b?
¢(Cual es la relacién entre los precios sombra en cada caso?
Ejercicio 1.20. Resuelva el problema
Max f(x) = xf + x%

: < >
S. a: xl+x2_1, xl_O, x220.






II. TEORIA DEL CONSUMO

Los ejercicios contenidos en este capitulo se ocupan de algunos temas basicos
de la teoria del consumo 6ptimo bajo certidumbre. Esta 4rea de la microeco-
nomia es cubierta particularmente bien en, por ejemplo, los libros de Mas-
Colelletal. (1995) y Varian (1992). No obstante, nuestro preferido es el tratado
de Deaton y Muellbauer (1980), el cual se ocupa exclusivamente de la teoria
del consumo.

Los temas tocados por los ejercicios son los siguientes. L.os primeros diez
problemas se dedican a examinar varios sistemas de demanda, muchos de
ellos clasicos. Los cinco siguientes, 2.11-2.15, cubren otros temas basicos;
mientras que los tres tltimos, 2.16-2.18, presentan simples variantes del
modelo de seleccién éptima del consumo. Una tltima nota: en casi todos los
ejercicios debe presuponerse, a no ser que expresamente se establezca lo
contrario, que los consumidores enfrentan la tipica restricciéon presupuesta-
ria que es lineal en los precios y el ingreso.

Ejercicio 2.1. Suponga que un consumidor tiene una funcién de utilidad
Cobb-Douglas definida sobre n bienes de consumo:

n
u(x) =11 X
=1

donde0<6, <1y} 6 =1.Siel consumidor tiene un ingreso m y enfrenta un
vector de precios p, ;cudles son sus demandas ordinarias (marshallianas) en
el 6ptimo? ;Cudl es su funcién de utilidad indirecta v(p, m)?

Ejercicio 2.2. Siga considerando el enunciado del ejercicio 2.1. Encuentre
ahora la funcion de gasto e(p, u) y las demandas compensadas (hicksianas).

Ejercicio 2.3. Contintie considerando el enunciado del ejercicio 2.1. Ejem-
plifique la identidad de Roy:

dv(p, m)/dp

x(p, m) =~ dv(p, m)/om

31
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Ejercicio 2.4. Encuentre las demandas ordinarias, las demandas compen-
sadas (hicksianas).y la funcién de gasto en el caso de una funcién de utilidad
del tipo Leontief:

u(x,, x,) = Min {oclxl, oczxz} )

A Ejercicio 2.5. Considere la siguiente funcién de utilidad:
u(x) = X, + XX,

a) Derive las demandas ordinarias correspondientes.
b) (Cudl es el bien suntuario (con elasticidad ingreso mayor que uno) y
cudl el necesario (con elasticidad menor que uno)?

_ Ejercicio 2.6. Considere la familia de funciones de utilidad con elasticidad
de sustitucion constante (conocida en inglés por la abreviacién cks):

(”1"1)1 “Vo (¢12x2)1 - Vo para. 6> 1
u(x) =94 a,logx, +a,logx, para 6=1

[@x) "+ (@x)!"V°]"!  para ¢ <1

donde “log” significa logaritmo natural. Encuentre las demandas ordinarias
y compensadas, asi como la funcién de gasto, para cada una de las funciones
de utilidad en esta clase.

Ejercicio 2.7. El llamado sistema de gasto lineal, también conocido como
el sistema de Stone-Geary, es resultado de la siguiente funciéon de utilidad:

n H
u(x) =TT .~ %) % con Y, 6, =1
k=1 k=1

donde cada x, es interpretada como la cantidad minima de consumo de ese
bien. Suponga asimismo que el consumidor tiene un ingreso lo suficiente-
mente alto como para poder comprar al menos la canasta de supervivencia.
a) Derive las demandas ordinarias correspondientes, asi como la funcién
de utilidad indirecta.
b) Encuentre las demandas hicksianas y la funcién de gasto.
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Ejercicio 2.8. Un consumidor tiene la funcién de utilidad
u(x) = 2x1/2 + 4x;/2.

a) Encuentre las demandas ordinarias.asociadas, asi como la funcién de
utilidad indirecta.

b) Encuentre las demandas compensadas.

¢) Demuestre que, como la teoria lo predice, el efecto propio de sustitu-
cién para ambas mercancias es negativo y que los efectos de sustitucion entre
las dos mercancias son simétricos.

d) Verifique la siguiente ecuacion de Slutsky:

ox,(p, m) ~ oh,(p, v(p, m)) ax,(p, m)
I, ap, T om X (P, ).

Ejercicio 2.9. La siguiente funcién de utilidad indirecta fue sugerida
originalmente por Houthakker:

v(pm)=295ﬂﬁk B,>0
’ =Bl AT

Encuentre las demandas marshallianas respectivas, asi como sus elasticida-
des respecto al ingreso.

Ejercicio 2.10. Las preferencias de un individuo estan representadas por:
u(xl, xz) = (x1 -1 (x2 -2)"% X, > 1, X, S 1.6

a) Encuentre las demandas ordinarias correspondientes.

b) Suponga que p, +p,<m<18p,+p,. Verifique que en ese rango el
primer bien es inferior.

c)Param=1,p =1/2y p,=1/3, muestre que el primer bien se compor-
ta como de Giffen.

Ejercicio 2.11. Dada la demanda ordinaria de cualquier bien, x(p, m), su
elasticidad respecto al ingreso, su elasticidad respecto a un precio y la
proporcién del gasto total que es dedicada a su consumo estdn dadas,
respectivamente, por
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a) Verifique el agregado de Engel:

n
z w. =1
i=1
b) Verifique el agregado de Cournot:
n
2 w,n, +w,=0.
i=1

c) Demuestre la validez de la siguiente relacion entre las elasticidades de
precios y la de ingreso:

n .
D M+, =0.
k=1

Ejercicio 2.12. Verifique que la proporcion del gasto total asignada al
consumo de un bien puede obtenerse mediante la funcién de gasto y la
funcién de utilidad indirecta como sigue:

ddogep,w _ __ologop,mydlogp;,
dlog p; © Y dlog v(p, m)/dlog P, i
k

Ejercicio 2.13. Los bienes i y j (# i) son complementos netos si

oh(p, u
i ) ) <0.
ap}.

Demuestre que no es posible, para cualquier sistema de demanda, que todos
los otros bienes sean complementos netos del bien i. ;Qué puede decir en
particular acerca del sistema presentado en el Ejercicio 2.4?

Ejercicio 2.14. Como fue verificado en el Ejercicio 2.1, las demandas
ordinarias implicadas por una funcién de utilidad Cobb-Douglas son de la
forma:

Om
x(pmy=——" i=1...,n
; :
Suponga, sin embargo, que no sabe de dénde proviene tal sistema. ;Cémo
encontraria entonces la funcién de gasto subyacente?
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Ejercicio 2.15. Todos los nifios de la escuela Patito consumen como al-
muerzo malteadas (M) y tortas (T). Diariamente los padres de Rubicunda le
dan para su refrigerio (M, T) = (18, 6), aunque después ella intercambia con
otros nifios su dotacién para adquirir una combinacién mas apetecible. Los
términos del intercambio varian dia con dia, dependiendo de la disponibili-
dad agregada de M y T, asi como de otros factores. Suponga que en los
ultimos tres dias Rubicunda acabé consumiendo las siguientes canastas
(M, T): en el primer dia (15, 7), en el segundo dia (8, 16) y en el tercer dia
(12, 18). Suponiendo ademas que Rubicunda es racional, ; qué puede inferir-
se acerca de sus niveles de felicidad en esos tres dias?

Ejercicio 2.16. Un autoempleado, Sécrates, puede ganar w pesos por cada
" hora que elija trabajar. Si Sécrates valora sus horas de descanso (x) y sunivel
de ingreso (y) conforme a la siguiente funcién de utilidad:

u(x, y) = (x - 12)V4(y ~ 100)**,
(cudl es su oferta de trabajo?
Ejercicio 2.17. ]uahito Cervecero tiene la siguiente funcién de utilidad:
u(c, x) =c*x! "%,

donde c es la cantidad de latas de cerveza consumidas, x son las horas de ocio
y . estd entre Oy 1. Suponga que Juanito requiere p pesos y t horas para poder
consumir una lata de cerveza, y que también requiere una hora de tiempo y
una hamaca para “consumir” una hora de ocio. Afiada a lo anterior el hecho
que una hamaca puede ser rentada por r pesos la hora. Finalmente, suponga
que Juanito puede ganar w pesos por hora de trabajo. El resto de su tiempo
lo dedica a beber cerveza o al simple ocio (note que él no contabiliza el
tiempo que dedica a consumir cerveza como ocio).

a) Encuentre los valores 6ptimos de ¢ y x en términos de los pardmetros
descritos. ;Cuantas horas trabajard Juanito?

b) Suponga que se aprueba una ley que ailade un depésito de d pesos al
precio de cada lata de cerveza. El depésito puede ser recuperado al regresar
la lata vacia a la tienda. Si a Juanito le toman g horas regresar una lata de
cerveza, ;de cudnto debe ser el depésito para que Juanito prefiera.regresar
las latas en lugar de desecharlas? ;Cémo afectara la imposicién de dicho
depésito a la cantidad de tiempo que trabaja Juanito?



36 EJERCICIOS DE TEORIA MICROECONOMICA

Ejercicio 2.18. Considere una sociedad compuesta por individuos idénti-

cos que sdlo viven dos periodos. Su funcién de utilidad es de la forma

u(c,, C,) = ci/ 405/ 4
cuyos argumentos son el nivel de consumo de bienes perecederos en cada
periodo. Suponga que cada persona obtiene ingresos m en el primer periodo
y nada en el segundo periodo, al mismo tiempo que enfrenta precios p, y p,
por consumir en los periodos respectivos.

Por otro lado, la tasa de interés, exégenamente determinada en el mer-
cado de capital, es . Mas atin, suponga que existe un seguro social que
transfiere a cada persona,una cantidad b durante su ultimo periodo de vida.
Esta pension es financiada mediante un impuesto, con tasa 7, al ingreso del
primer periodo, y la recaudacién asi obtenida es invertida posteriormente
por el gobierno en el mercado de capital. Finalmente, la pension que se recibe
en el segundo periodo es igual al gravamen inicial més las ganancias de
capital de éste.

a) Derive las demandas de consumo para los dos periodos y senale si el
programa de seguridad social afecta o no a tales decisiones.

b) Ahora suponga que el gobierno prohibe legalmente pedir préstamos
sobre las pensiones futuras. ;Cémo cambiaria entonces el perfil de consumo
de cada individuo?



I1I. ELECCION BAJO INCERTIDUMBRE

Los ejercicios de este capitulo giran alrededor de uno de los temas de la teoria
del consumidor mas dificiles de modelar: el comportamiento de los agentes
econdémicos en un ambiente incierto. Aqui eludiremos ese reto suponiendo,
sin mas, que la teoria de la utilidad esperada es razonable. No obstante, vale
la pena comentar que dicha teoria, ya bosquejada por David Bernoulli en el
siglo xvm1 y establecida formalmente por John von Neumann y Oskar Mor-
genstern a mediados del siglo xx, enfrenta a mas de un detractor (véanse, por
ejemplo, las teorias alternativas repasadas en Hey y Lambert, 1989).

Algunos de los libros de texto que cubren particularmente bien la teoria
de la utilidad esperada son: Kreps (1990), Mas-Colell et al. (1995) y Varian
(1992). Ademas, el libro de Diamond y Rothschild (1989) contiene un buen
numero de lecturas y ejercicios (sin respuesta) sobre la eleccién 6ptima bajo
incertidumbre. Finalmente, respecto a los ejercicios que siguen, éstos pueden
ser agrupados de la siguiente manera: los tres primeros exploran algunas
implicaciones basicas de la teoria de la utilidad esperada. Los cinco siguien-
tes, 3.4-3.8, se ocupan de algunos aspectos del problema clasico del asegura-
miento 6ptimo. Los dos ejercicios posteriores, 3.9-3.10, ilustran de una ma-
nera sencilla el problema del riesgo moral y de la seleccién adversa, mientras
que los tres ultimos, 3.11-3.13, se ocupan de modelos financieros.

Ejercicio 3.1. Considere la famosa paradoja de San Petersburgo propuesta
originalmente por Bernoulli: se lanza una moneda, no cargada, tantas veces
como sea necesario hasta que salga por primera vez una cruz, y la recompen-
sa del juego es $2" si la cruz se obtiene en la n—ésima tirada; por ejemplo, si
al jugar aparecen sucesivamente una cara, una cara y una cruz entonces la
recompensa es $2° = $8. Para este ejercicio primero se le pide mostrar que el
valor esperado de tal juego es infinito. Ahora bien, la paradoja reside en que
nadie en sus cinco sentidos estaria dispuesto a pagar esa cantidad, atn si
fuese fisicamente posible hacerlo, para participar en ese juego. Para resolver-
la, Bernoulli propuso el principio de que el placer de ganar un peso extra
disminuye a medida que se ganan mads pesos. [lustre el punto de Bernoulli.
Finalmente, muestre que, como fue sefialado por primera vez por Menger en

Q7
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1934, al ser modificado el juego de una manera acorde, la paradoja seguiria
en pie. ;Qué conclusiéon puede obtener uno de la discusion anterior?

Ejercicio 3.2. Suponga que Procopio tiene una funcién de utilidad w(W),
cuyo argumento es la riqueza y cuya primera derivada es continua. Proco-
pio, quien siempre maximiza su utilidad esperada en casos inciertos, puede
apostar en un juego de azar la cantidad T para poder ganar, con probabilidad
p, la cantidad V (ya descontada su apuesta inicial). Por otro lado, él puede
perder con probabilidad 1 - p su apuesta T. Demuestre que si pV > (1 -p)T
(es decir, el juego es mas que justo), y si los montos Ty V son lo suficiente-
mente pequeiios, entonces Procopio siempre hara dicha apuesta.

Ejercicio 3.3. Dos analistas financieras, Malena y Marili, siempre maxi-
mizan su utilidad esperada cuando enfrentan un ambiente incierto. Hoy se
encuentran discutiendo acerca de la posibilidad de que la economia del pais
tenga pronto una crisis. Demuestre que Malena y Marila no apostaran entre
si sobre la ocurrencia de una recesion econémica si es que estan de acuerdo
acerca de la probabilidad de que ésta se dé en efecto, mientras que silo haran
en caso de que discrepen.

Ejercicio 3.4. Considere un individuo que tiene aversion al riesgo y que
maximiza su utilidad esperada. Suriqueza inicial es W, pero puede enfrentar
una pérdida financiera L ( < W) con una probabilidad p conocida.

a) ;Cudl es la cantidad maxima que la persona estaria dispuesta a pagar
por una pdliza que lo indemnizara con L si es que incurre en una pérdida
financiera? ‘

b) Defina la funcién R(p, L), llamada la funcién de Pratt, como la resta de
la cantidad encontrada en el inciso anterior menos el valor esperado de la
pérdida. Ilustrela mediante una grafica. Pruebe ademas que la funcién de
Pratt es concava en p y creciente en L.

Ejercicio 3.5. Un individuo conserva su riqueza actual W con una proba-
bilidad (1 - p), pero también puede sufrir una pérdida L con probabilidad p,
finalizando asi con W — L. Para cubrir esta posible pérdida, la persona, quien
maximiza su utilidad esperada, piensa comprar una péliza que le asegure un
beneficio B (< L) si la pérdida ocurre. Ahora bien, la cantidad que cobra el
asegurador por dicha péliza, independientemente de que la pérdida ocurra
o no, es rB. Esta cantidad es llamada la prima del seguro, donde r (< 1) es la
tasa de cotizacion. Desarrolle las condiciones de primer y segundo orden que
determinan la cantidad 6ptima a asegurar. Muestre que si el individuo tiene
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aversion al riesgo y si la tasa de cotizacién es r = p, el individuo se asegurara
totalmente contra la posible pérdida.

Ejercicio 3.6. Contintie considerando el enunciado del problema 3.5.
Muestre que si la tasa de cotizacién r excede la probabilidad de pérdida p,
haciendo la pdliza actuarialmente injusta -para el individuo, éste nunca se
asegurara completamente contra la posible pérdida L.

Ejercicio 3.7. Bajo los supuestos del ejercicio 3.5, encuentre e interprete la
condicién bajo la cual el individuo se asegurara al menos por alguna canti-
dad pequeiia.

Ejercicio 3.8. Continute considerando el enunciado del problema 3.5. La
aversion absoluta al riesgo esta definida como R (W) = — u”(W)/u'(W). De-
muestre que para dicha persona la péliza es un bien normal (dB/dW >0 ) si
y so6lo si su aversion absoluta al riesgo es creciente sobre el rango relevante.

Ejercicio 3.9. El sefior Porsi Acaso seguira teniendo una riqueza W si su
casa no es robada. Por otro lado, su riqueza se reducird a W — L si un ladrén
visita su casa. La probabilidad de que esto ultimo ocurra es P(A), la cual es
una funcién decreciente (y diferenciable) de la cantidad A que Porsi gaste en
equipos antirrobo. Derive una condicién suficiente para que Porsi gaste al
menos algo en tales aparatos.

Ejercicio 3.10. En el pais Parejo la distribucién de la edad de los adultos
estd uniformemente distribuida entre 20 y 90. Todos ellos tienen aversién al
riesgo y ademas enfrentan una probabilidad de enfermar igual a /100,
donde e es la edad. Si ocurre esa desgracia, cada uno tiene que pagar un gasto
médico que es siempre igual a c. Suponga que hay una industria competitiva
de aseguradoras en Parejo, las cuales s6lo pueden ofrecer pélizas con cober-
tura total y son indiferentes hacia el riesgo. Suponga ademas que las asegu-
radoras no incurren en costos administrativos.

a) ;Cual debera ser la prima cargada a una persona con ¢ aiios de edad?

b) Suponga que el gobierno ofrece una péliza alternativa que no permite
la discriminacion por edades. Sin embargo, el gobierno requiere que la prima
sea ajustada de tal forma que no haya déficit o superavit fiscales. ;A qué
adultos atraeré esta poéliza y qué prima se cargara?

Ejercicio 3.11. La sefiorita Precavida tiene la siguiente funcién de utilidad
cuadrética
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u(W)=aW?+ bW,

donde W es su riqueza. Precavida siempre maximiza su utilidad esperada y
ademas, como su nombre lo indica, tiene aversién al riesgo.

a) ;Qué restricciones deben imponerse sobre los parametros a y b para
que u sea una funcién de utilidad apropiada? ;Sobre qué intervalo de W se
mantiene esto?

b) Calcule las medidas de aversién absoluta y relativa al riesgo. ;Son
constantes o cambian con el nivel de riqueza?

Ejercicio 3.12. Continue considerando el enunciado del problema 3.11.
Ademads sabemos que Precavida desea invertir su riqueza W en dos activos,
uno sin riesgo con rendimiento bruto r y el otro riesgoso con un rendimiento
bruto incierto p=r+0, donde 0 es una variable aleatoria continua con
densidad f, media p y varianza 2. Estos dos tiltimos pardmetros se supone
que son, por supuesto, estrictamente positivos.

a) Establezca el problema que ella tiene que resolver para decidir de una
manera 6ptima qué fraccién o de su riqueza invertir en el activo con riesgo,
con la otra fraccién (1 - o) invertida en el activo sin riesgo.

b) Encuentre la fraccién éptima o de inversion en el activo riesgoso.

¢) ¢Cémo cambia o si hay un aumento en la media p, manteniendo la
varianza ¢ constante? ;Y si hay un aumento en la varianza manteniendo la
media constante? Explique sus resultados.

Ejercicio 3.13. A la manera del modelo clasico de Markowitz, aunque no
con tanta generalidad, considere el siguiente problema. Un inversionista
puede destinar un monto de dinero W para hacerse de una cartera de
inversion compuesta por n acciones.-El activo 7 tiene un rendimiento bruto
esperado |, y una varianza cs'l.2 > 0. Suponga ademaés que los rendimientos de
las acciones no estdin mutuamente correlacionados.

a) Si el inversionista desea que el rendimiento esperado de su cartera sea
al menos y, ;cémo deberia él asignar su dinero con el objeto de minimizar la
varianza (el riesgo) del portafolio? Sugerencia: para resolver el problema de
una manera nitida suponga, sin mucha pérdida de generalidad, que la solucién
existe y es interior {(es decir, que la cantidad 6ptima a asignar para cada
accion es positiva).

b) Suponga que el inversionista desea un 1% de rendimiento extra sobre
el portafolio, ;qué tanto riesgo adicional le acarreara ese extra?



IV. TEORIA DE LA PRODUCCION

Los catorce ejercicios de este capitulo versan sobre puntos basicos de la teoria
de la produccién. Muchos libros tratan este tema, pero nuestros favoritos en
este caso, y quizés s6lo en este caso, son Varian (1992) y Dixon, Bowles y
Kendrick (1980). Vale la pena también sefialar que los problemas que siguen
son, en general, menos intrincados en términos algebraicos que los que
versan sobre la teoria del consumo en el Capitulo II. La razén de este hecho
es que, tras haber derivado alld la funcién de gasto e(p, u) para varias
funciones de utilidad clasicas, bien puede uno entonces inferir la funcién de
costos c(w, y) para las funciones de produccién que son analogas a las de
utilidad. Basta para ello sustituir la letra e por la letra c, el vector p por el
vector w y la letra u por la letra y.

Ejercicio 4.1. Una empresa puede elaborar un producto mediante el
empleo de los factores x, y x, . La funcién de produccion es del tipo Cobb-
Douglas con rendimientos constantes a escala:

y=f(x, x,) :x‘;‘xé‘“, o>0.
.Ademas, la empresa puede contratar esos factores pagando precios unitarios
w,yw,. :

a) Encuentre las demandas condicionadas de los factores. Es decir, en-
cuentre las demandas que minimizan el costo de obtener un nivel dado de
produccion.

b) (Cuél es el costo marginal de producir una unidad adicional a ese
nivel de produccién?

c) Obtenga la funcién de costos c(w, y) de esta empresa.

d) Pruebe que las demandas condicionadas de los insumos son ho-
mogéneas de grado cero en precios, mientras que la funcién de costos es
homogénea de grado uno.

e) Verifique el lema de Shepard para este modelo.

Ejercicio 4.2. Una empresa vende su producto a un precio dado p, tras
emplear en su produccién dos factores cuyo vector de precios w también es
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paramétrico a ella (es decir, la empresa no tiene poder monopdlico o monop-
sénico alguno). Suponga que su funcién de produccién es de la forma:

y f(x) 4x1/4 1/4

a) Encuentre las demandas de los insumos y la oferta del producto en el
6ptimo, asi como la funcién de beneficios n(p, w).
b) Verifique el lema de Hotelling para este modelo.

Ejercicio 4.3. Obtenga la funcién de produccién asociada a la siguiente
funcién de costos:

c(w, y) = (wl + wz)yk.

Ejercicio 4.4. Suponga que las demandas condicionadas de una empresa
estan dadas por las siguientes funciones:

w,
x(w,y)=a,y+a, w—l Y

w

A
X(w, y) =4a,, w, Yy+ayy

a) Senale las condiciones que deben imponerse sobre los .. jparaqueestas ‘
funciones sean consistentes con la minimizacién de costos.

b) Para tales valores de los parametros, obtenga la funcién de costos y la
funcién de produccién subyacentes.

Ejercicio 4.5. Muestre que para cualquier funcién de produccién bien
comportada las demandas condicionadas satisfacen:

Ejercicio 4.6. La elasticidad de sustitucién de Allen-Uzawa esta definida
por la siguiente expresion:

_cy, w)cly, w)
Sy, w)c (y, w)

oy, w
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Demuestre que ésta puede expresarse como €,/o., donde el numerador es la
elasticidad-precio cruzada de la demanda delos factores y el denominador
es la participacion del j-ésimo insumo en el costo total.

Ejercicio 4.7. Considere la siguiente funcién de beneficios en el corto
plazo: '
2

=P 172 _
n(p, w; k) = 4w1 + pk wzk,
donde k es el nivel fijo del segundo insumo. _
a) Obtenga la funcién de produccién subyacente.
b) Verifique el principio de Le Chatelier, el cual establece que la elastici-
dad-precio de la oferta en el corto plazo es menor que la elasticidad de la
. oferta en el largo plazo.

Ejercicio 4.8. Una empresa tiene la siguiente funcién de produccion:
y=x+ Min {xz, x3}.

a) ;Cual es la demanda condicionada del segundo factor?
b) ;Cuaél es la funcion de costos de la empresa?

Ejercicio 4.9. Derive las funciones de costo correspondientes a las siguien-
tes funciones de produccidn:

a) y=Min {(x1 + x2)2, x3}.
b) y = Max {x1 +x,-1, 0}.

Ejercicio 4.10. Una empresa obtiene un producto usando tres factores.
¢Cuales de las siguientes aseveraciones sobre las demandas condicionadas
son consistentes con la minimizacién de costos y cudales no?

a) 0x,/ awl <0, ax3/ awl <Q0.

b) dx /9y = 0.

¢) 0x,/dy <0, dx,/dy <0, dx,/dy <O0.

d) a(xz/xS)/a w, =0.

Ejercicio 4.11. Considere una economia en la cual existen sélo dos mer-
cancias: la primera es m, mantequilla (medida en kilos), y la segunda es c,
cemento (medido en toneladas). A la manera del modelo insumo-producto
de Leontief, suponemos las siguientes tecnologias con coeficientes fijos:

m=Min {m /0.1,c/0.2]
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c=Min{m/03,¢/0.4}.

a) Represente esas funciones de produccién mediante una matriz in-
sumo-producto A, donde a, representa la cantidad del insumo i requerido
para producir una unidad del producto j.

b) Suponga que x = (x_, x )’ representa el vector columna de la produc-
cion total y que y = (y,, ¥.) representa el vector columna del consumo final.
Demuestre que y = (I — A)x, donde I es la matriz identidad de dimension dos.

¢) ;Cuénto cemento y mantequilla deberan ser producidos para obtener
finalmente un kilo de mantequilla y una tonelada de cemento como el vector
de consumo final?

Ejercicio 4.12. Continte considerando el enunciado del Ejercicio 4.11,
pero ahora considere un proceso de produccién mas complicado. Ademas de
los dos insumos anteriores, para el proceso de produccioén se requiere tam-
bién el factor trabajo L. Suponga en particular que se necesitan 0.3 dias-hom-
bre para producir un kilo de mantequilla y 0.4 dias-hombre para producir
una tonelada de cemento.

a) ;Cuéanto trabajo se requiere para producir un kilo de mantequilla y
una tonelada de cemento?

b) Si en la economia hay disponible tres dias-hombre, ;qué combinacio-
nes de mantequilla y cemento pueden ser empleadas para el consumo final?

Ejercicio 4.13. Este problema constituye un ejemplo muy simple del
clasico “problema de la dieta”, introducido por Stigler en 1945. Suponga que
un granjero quiere determinar el costo minimo de subsistencia para uno de
sus animales. El veterinario ha determinado que el animal requiere consumir
al menos 20 unidades de un primer nutriente y 15 unidades de un segundo.
Para obtener los nutrientes se disponen de tres diferentes alimentos, los
cuales cuestan, por unidad, 2, 1 y 10 pesos. El primer alimento provee, por
unidad, 2 dosis del primer nutriente y 4 del segundo. El segundo alimento
provee 2 dosis del primer nutriente y 1 del segundo. Finalmente, el tercer
alimento provee 20 dosis del primer nutriente y nada del segundo.

a) Determine el problema de programacién lineal que enfrenta el gran-
jero.

b) Establezca el problema dual e interprételo.

Ejercicio 4.14. Continte considerando el enunciado del Ejercicio 4.13.

a) ;Puede resolverse el problema anterior mediante el método de Kuhn-
Tucker? '

b) Resuelva el problema mediante su dual.



V. ORGANIZACION INDUSTRIAL

Los ejercicios siguientes constituyen ejemplos de los modelos clasicos de
organizacién industrial, los cuales son presentados en cualquier libro de mi-
croeconomia. Estamos hablando de los modelos de competencia perfecta,
monopolio, oligopolio y competencia monopolistica. Vale la pena subrayar
que, como ya fue anotado en el prefacio, nos hemos limitado a presentar los
. modelos oligopolisticos con un minimo de estructura de teoria de juegos; lo
unico que requieren algunos ejercicios es un entendimiento rudimentario del
concepto de equilibrio de Nash (en estrategias puras). La razén de tal
simplificacién es que, cominmente, la teoria de juegos no es empleada de
manera significativa en los cursos basicos de microeconomia.

Ejercicio 5.1. Considere una industria en competencia perfecta y en la
cual todas las empresas tienen una funcién de costos de la forma:
c(y) = y* + 1. Suponga que la demanda inversa del mercado es p(Y)=10-Y,
donde Y denota la produccién total de la industria. ;Cudl sera el precio de
equilibrio marshalliano en el largo plazo? ;Cuantas empresas sobreviviran
para entonces?

Ejercicio 5.2. Suponga que la demanda que enfrenta un monopolista est4
dada por p =d(y), donde d'(y) < 0. Por otro lado, la funcién de costos es c(y),
con ¢’(y) > 0. Finalmente, suponga que la empresa paga un impuesto ¢ por
cada unidad producida.

a) Escriba las condiciones de primer y segundo orden para la maximiza-
cién de los beneficios. jRequiere la condicién de segundo orden mas suposi-
ciones sobre la demanda y la funcién de costos que las dadas en el parrafo
anterior?

b) Suponga de aqui en adelante que la mencionada condicién de segun-
do orden se cumple. Demuestre que un incremento en la tasa del impuesto
provoca una caida en la produccién, asi como una caida en los beneficios-del
monopolio.

Ejercicio 5.3. Un monopolista produce artefactos a un costo que es esen-
cialmente igual a cero. Dado que existen restricciones a la importacion,
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puede venderlos a diferentes precios tanto en el mercado interno como en
el mercado externo. La funcién (inversa) de la demanda interna es:
p;= 200 —y, mientras que la de la demanda externa es p, = 100 — 0.5y,

) Con el fin de maximizar sus beneficios, (qué precios cargaria el
monopolista en los dos mercados? ;Cuéntas utilidades obtendria?

b) Si las restricciones a la importacién son removidas de manera que la
discriminacién de precios ya no es posible, ;a qué precio daria los artefactos?,
jcuantas utilidades obtendria ahora?

Ejercicio 5.4. Suponga que una empresa, en competencia perfecta, enfren-
ta de manera efectiva una restriccidn en sus ventas: éstas no pueden exceder
un nivel fijo y,. Muestre que la solucién a su problema de maximizacion de
beneficios es un tanto analogo al que obtendria si fuera un monopolio.

Ejercicio 5.5. La expresion

n
DI
i=1

donde s, es la participacion de la i-ésima empresa en el producto de toda la
industria, es conocida como el indice de concentracién de Herfindahl. Cal-
cule su valor para los casos de competencia perfecta y de monopolio.

Ejercicio 5.6. Para cualquier empresa, la relacién (p — c’(y))/p es conocida
como el indice de poder monopélico de Lerner. Demuestre que éste puede
ser expresado como (sV)/¢, donde s se define como en el ejercicio anterior,
V es la variacién conjetural y € es la elasticidad-precio, en valor absoluto, de
la demanda de la industria.

Ejercicio 5.7. Un monopolio vende un producto cuya calidad puede
variar de acuerdo con su propio interés. Suponga que tal calidad es mensu-
rable y puede ser representada por la variable 4. Suponga ademas que la
utilidad (el excedente) de los consumidores, cuando compran y unidades del
producto, puede ser representada por la funcién B(y, q) = 2y(3 — 0.5y)g. Final-
mente, suponga que la funcién de costos del monopolista es de la forma
oy, 9) = yq*

a) ;Qué cantidades de y y g maximizarian los beneficios del monopo-
lista? ;Qué precio cargaria en ese caso?

b) Suponga ahora que una agencia reguladora establece que el poder del
monopolio es inaceptable. ;Qué combinacién de y y g maximizaria el bienes-
tar social (el excedente de los consumidores menos el costo de produccién)?
A qué precio se veria forzado el monopolio a vender entonces su producto? -
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Ejercicio 5.8. Suponga que existen sélo dos oferentes en una industria y
que ambos tienen una estructura de costos similar: ¢(y,) =5y.. Suponga
ademas que la demanda inversa del mercado estd dada por: p(Y) =10 - 2Y,
donde Y =y, +y,.

a) Para cada empresa, calcule las cantidades y los beneficios que resulta-
rian en el equilibrio de Cournot (o, més formalmente, en el equilibrio de
Cournot-Nash).

b) Repita el inciso anterior suponiendo ahora que la primera empresa es
lider, en el sentido de Stackelberg.

c¢) ¢(Cudles serian los resultados en el caso de que las dos empresas se
coludieran para maximizar beneficios?

Ejercicio 5.9. Considere una industria con n empresas, donde cada una de
las cuales tiene una funcién de costos c’.(yi) =Y, (i=1,... n).Porotrolado, la
funcién inversa de la demanda del mercado est4d dada por

PN =5-3y,
i=1

a) ;Podria existir un equilibrio de Cournot tal que y, # Y, para algunaiy
alguna j?

b) Encuentre el precio de equilibrio de Cournot. ;Hacia dénde converge
tal precio a medida que el niimero de empresas se va a infinito?

c¢) Suponga ahora que las empresas compiten por la via de los precios, en
lugar de las cantidades de produccién. Encuentre el precio de equilibrio de
Bertrand (o, mas formalmente, el e-equilibrio de Bertrand).

Ejercicio 5.10. En un cierto pueblo todos gastan una cantidad constante
de dinero en chucherias, sea cual sea su precio. Las chucherias son produci-
das a un costo medio constante a por 7 empresas iguales. Demuestre que si
a > 0 entonces existe un equilibrio de Cpurnot, pero que si a = 0 entonces no
existe tal equilibrio (deterministico).

Ejercicio 5.11. Suponga que un individuo representativo del mercado
tiene una funcién de utilidad cuasilineal de la forma: ‘

Uy, Y, X) =0, Y,) + X = oy, +y,) — Yy, — B2 + ¥ + %,

donde x es el ingreso discrecional y y, y y, representan las cantidades a
consumir de dos bienes heterogéneos manufacturados por dos empresas
diferentes. Suponga ademas que todos los parametros que aparecen del lado
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derecho son estrictamente positivos. Finalmente, suponga que los costos
medios de cada una de las empresas son siempre igual a una constante k.

a) Encuentre las funciones de demanda de los dos bienes.

b) Suponiendo que los duopolios compiten en cantidades, encuentre el
resultante equilibrio de Cournot-Nash.

c) ;Que pasaria si compiten en términos de precios?

Ejercicio 5.12. A lamanera de Hotelling, suponga que unos consumidores
se encuentran distribuidos uniformemente, con una densidad de uno por
unidad de distancia, a lo largo de una linea infinita. El costo fijo para
establecer una tienda en cualquier punto de la linea es F y el costo marginal
del tnico producto vendido por las tiendas es cero. Los consumidores
incurren en un costo ¢ por unidad de distancia recorrida. Suponga ademas
que cada consumidor compra exactamente una unidad de producto, que hay
libre competencia entre las tiendas y que cada consumidor compra en aqué-
lla que le provee el producto con un menor costo para él (el precio de venta
maés su costo de transporte). Demuestre que en equilibrio la distancia entre
cada par de tiendas acabara siendo d = VF/2c (unidades de distancia).

Ejercicio 5.13. Considere un mercado en competencia monopolistica, en
el sentido de Chamberlin y Robinson. En el corto plazo hay 101 empresas y
todas enfrentan la misma forma funcional de la demanda inversa:

Py =150y, -0.02 y.;
izk
asi como la misma funcién de costos:

c(y) = 0.5y, — 20y2 + 270y, ,

dondek=1,2,...,10L

a) Determine los beneficios maximos que podria obtener cada empresa
en el corto plazo.

b) Obtenga el nivel de produccién de cada empresa en el largo plazo.



VL. EQUILIBRIO GENERAL

Los ejercicios de este capitulo son eminentemente aplicados. Mediante la
resolucién de pequeiios modelos de equilibrio general se espera que el estu-
diante se familiarice con los conceptos basicos del tema, tales como el
equilibrio competitivo, la curva de oferta y la curva de contrato. Una refe-
rencia clasica sobre equilibrio general es Arrow y Hahn (1971), mientras que
una mas reciente, e igualmente notable, es Mas-Colell et al. (1995). Vale la
pena también sefialar que en el Gltimo capitulo del presente libro se podra
encontrar una breve introduccién al cdlculo numérico del equilibrio general.

Ejercicio 6.1. Considere una economia de mero intercambio (sin produc-
cién) compuesta por dos individuos y dos mercancias. El primer individuo
tiene la funaon de utilidad u (x,y)=xy, mientras que el segundo
u (x y) =

a) Descnba analiticamente el conjunto de asignaciones 6ptimas segin
Pareto (es decir, la curva de contrato), suponiendo que solamente hay una
unidad de cada bien para ser repartida entre los dos consumidores.

b) Ahora suponga que cada agente tiene una dotacién inicial de media
unidad de cada bien. Describa analiticamente el equilibrio competitivo.

Ejercicio 6.2. Considere una economia de intercambio con dos bienes y
dos individuos, donde éstos ultimos tienen las siguientes funciones de
utilidad: u,(x, y) =x +y, u,(x, y) = xy. La dotacion inicial del primer indivi-
duo es de dos unidades de x y ninguna de y, mientras que la del segundo es
de dos unidades de y y nada de x.

a) Encuentre la curva de oferta para cada agente.

b) Encuentre el equilibrio competitivo.

c) Encuentre el niicleo de esta economia.

Ejercicio 6.3. Siga considerando el enunciado del ejercicio 6.2.

a) Suponga ahora que el primer agente tiene el poder de fijar a su antojo
los precios relativos tomando en cuenta la demanda del segundo agente.
¢Qué resultado se obtendria en esta situacién monopélica?
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¢) Suponga finalmente que la economia se abre al mercado internacional
y que el precio relativo mundial esta dado porp /p, =1/2. ¢Cual seria ahora
el resultado? )

Ejercicio 6.4. Considere una economia compuesta por dos bienes y dos
personas cuyas preferencias estan dadas por: 1, (x, y) =x + ¥/2, u,(x, y) =x + y.
En esta economia sin produccién las dotaciones iniciales de los dos individuos
son: (X, yl) =(0,2), (x,, ¥,)=(2,1).

a) Describa el conjunto de asignaciones 6ptimas segun Pareto.

b) Encuentre al menos un equilibrio competitivo.

Ejercicio 6.5. Se dice que una asignacién es “justa” si todos los individuos
prefieren su propia canasta de consumo a las del resto. Describa el conjunto
de las asignaciones justas en el caso del ejercicio 6.4.

Ejercicio 6.6. Considere una economia de intercambio con dos mercancias
y dos individuos cuyas funciones de utilidad estan dadas por u,(x, y) = xy,
u,(x, y) =y — x. Suponiendo ademas que solamente hay una unidad de cada
bien para ser repartida entre los dos consumidores, describa la curva de
contrato resultante.

Ejercicio 6.7. Considere un modelo de equilibrio walrasiano con un
nimero indeterminado de consumidores y, por otro lado, tres bienes. Supon-
ga que el primero de ellos puede ser empleado como el bien numerario y
suponga ademas que las correspondientes funciones de exceso de demanda
de los otros dos bienes son de la forma:

z)(1, Py Py) =295+ 22p, — 13p,p, — 64p, + 20p; +48
23(11 pzl p3) = pz - 2p3 + 2'

Encuentre el o los vectores de precios bajo los cuales existiria un equilibrio
competitivo.

Ejercicio 6.8. Considere una economia donde se producen dos bienes
(x, ¥) mediante dos factores de produccién (K, L) y tecnologias de Leontief:
por un lado, se requieren dos unidades de K y una de L para producir una de
x y, por el otro, una unidad de K y una de L para producir una de y. La fun-
cién de utilidad del dnico individuo en esta economia estd dada por
u(x, y) = 3logx + 2logy. Finalmente, Robinson Crusoe, pues asi se llama el
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susodicho, cuenta con un total de 150 unidades de Ky 100 unidades de L para
la produccién de los dos bienes de consumo.

a) Encuentre las asignaciones de produccién y de consumo que son
6ptimas segun Pareto.

b) Establezca los precios de los insumos y los productos que llevarian, en
una economia competitiva, al resultado del inciso anterior.

Ejercicio 6.9. Considere una economia de intercambio competitivo con
dos consumidores, dos periodos y un solo bien. La primera persona tiene
una riqueza inicial de seis unidades de consumo presente, una funcién de
utilidad w,(p, f) =pf, donde p es el consumo presente y f es el consumo
futuro, y ademas posee la habilidad de convertir una unidad de consumo
presente en dos unidades de consumo futuro. Por otro lado, el segundo
individuo tiene una riqueza inicial de doce unidades de consumo presente,
una funcién de utilidad u,(p, f) = p**f? y la habilidad de convertir ¢ unida-
des de consumo presente en 2V¢ unidades de consumo futuro.

a) Encuentre para cada uno de los individuos las demandas 6ptimas de
consumo en el presente y en el futuro.

b) ; A qué tasa de interés habria un equilibrio en esta economia?

Ejercicio 6.10. Considere una economia de intercambio con dos indivi-
duos, dos periodos, dos bienes y dos estados inciertos de la naturaleza en el
segundo periodo. Esta incertidumbre sélo se manifiesta de la siguiente
manera: los individuos participantes en la economia reciben en el segundo
periodo dotaciones que dependen de cuél de los dos posibles estados de la
naturaleza termina por ocurrir.

a) Sefale como esta economia puede ser considerada como una econo-
mia de intercambio tradicional con seis bienes.

b) Suponga que la utilidad bajo certidumbre de cada persona u() es
estrictamente concava, y suponga ademads que sus preferencias bajo incerti-
dumbre se adecian a la teoria de la utilidad esperada. Demuestre entonces
que existe un equilibrio competitivo en esta economia.






VII. BIENESTAR SOCIAL

Un buen ntimero de los ejercicios contenidos en este capitulo giran alrededor
de un gran tema: las fallas de mercado que requieren una intervencién
gubernamental (aqui comtinmente de tipo impositivo). Puede consultarse al
respecto cualquier libro cuyo tema principal sean las finanzas publicas.

Ejercicio 7.1. Una poblacién de veinte pescadores depende de dos lagos
para subsistir. La captura semanal de truchas en cada lago, F, y F), depende
del namero de personas que pesquen alli de la manera siguiente:

— 2
F(L)=12L - L2
F,(L,)=6L,.

Por otro lado, la costumbre dicta que todo lo pescado en los lagos tiene que
ser dividido por partes iguales entre aquellos que pescaron alli.

a) ;Cuéantos pescadores irdn tipicamente a cada lago y cuantas truchas
pescaran?

b) Demuestre que tal asignacién de los recursos no es 6ptima.

Ejercicio 7.2. Siga considerando el enunciado del problema 7.1. Disefie un
esquema tributario que, respetando las costumbres comunitarias, llevaria al
6ptimo.

Ejercicio 7.3. Un fabricante de papel tiene una funcién de beneficios

(Y, =6Y, ~ 4172,

donde y, es el nivel de produccion. Desafortunadamente su fébrica, que se
encuentra a la orilla de un rio, contamina el agua usada por una cerveceria
corriente abajo. Esta externalidad negativa entra en la funcién de beneficios
de la segunda empresa como sigue:

T, (Y,) = 6y, ~ y§/2 ~ VY2

donde y, es la cantidad producida de cerveza.
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a) Para cada empresa encuentre el nivel competitivo de produccién y los
beneficios resultantes.

b) ; Aumentarian los beneficios totales si se integraran las dos empresas
bajo una sola administracion?

Ejercicio 7.4. Describa un esquema tributario que pudiera conducir al
mismo resultado obtenido en el Gltimo inciso del problema anterior.

Ejercicio 7.5. Una isla esta habitada tan solo por dos personas, quienes
consumen el bien privado x y el bien publico s. La curva de posibilidades de
produccién de dichos bienes estd dada por x =120 —s, mientras que las
funciones de utilidad de los individuos son de la forma

ul(x, s) = Min {x, 25}
uz(x, s) = Min {x, s} .

a) Encuentre la curva de posibilidades de utilidad.
b) Encuentre el 6ptimo social de produccion y consumo cuando la funcién
de bienestar social es de la forma B(ul, u,)=u +u, siguiendo a Bergson.

Ejercicio 7.6. Un monopolista enfrenta una curva de demanda de la forma
p(@) =9~ "% y un costo unitario de produccién igual a una constante c.
Demuestre que el monopolista siempre producira menos de lo que es social-
mente 6ptimo.

Ejercicio 7.7. Suponga que en un campamento se encuentran vacacionan-
do n excursionistas y que el beneficio, medido en dinero, que el campista 1
obtiene por pasar y, dias en el campamento depende de la estancia promedio
de los otros n — 1 campistas. Mas formalmente, tras definir el tiempo prome-
dio que pasaran en el campamento el resto de los excursionistas como

_ 1
YT hn-1 2 Yir

R
suponga que la funcién de beneficio para cada campista es de la forma

By, x)=@~y)y; = xy;.

a) Si cada excursionista decide pasar el mismo tiempo en el campamento

que el resto, ;jcudl es el periodo de estancia que maximiza la suma de los
beneficios de todos los campistas?
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b) Dado un x, fijo, ;cudnto tiempo pasaria el excursionista i en el campa-
mento si le cobran un precio p por dia? Derive la funcién de demanda
agregada de dias a pasar en el campamento.

Ejercicio 7.8. Siga considerando el gjercicio anterior. Si la compafiia que
renta el campamento tiene poder monopdlico, y un costo marginal igual a
cero, ;cudl seria el precio diario que cargaria a los excursionistas? Por otro
lado, ;a qué precio se maximizaria la utilidad total de los excursionistas?

Ejercicio 7.9. Considere una economia de intercambio con dos bienes
(x, y) y dos consumidores con idénticas dotaciones iniciales (x, ¥) = (1, 1). Las
funciones de utilidad respectivas son de la forma

1212
u (xp, y) =x"y,"%

172,,1/2,1/2

Uy(Xpr Yor Y1) = X7°Y) Y

a) Si cada agente maximiza su utilidad sujeto a su restriccién presupues-
taria, ;cudl seria el equilibrio competitivo (es decir, la solucién de mercado)?
b) Describa el conjunto de asignaciones 6ptimas segtin Pareto.

Ejercicio 7.10. Siga considerando el enunciado del problema 7.9. Suponga
ahora que, dada la externalidad positiva que causa a la otra, se subsidia a la
primera persona en su consumo del bien y con una tasa s. Suponga ademas
que dicho subsidio es financiado con un impuesto de suma fija sobre la
persona misma.

a) Dada la tasa s, derive el precio de equilibrio competitivo y las deman-
das correspondientes.

b) ;Para cudl tasa s se obtiene un éptimo de Pareto?






VIII. RESPUESTAS AL CAPITULO I

1.1. Considere el vector x=(1, 0, . . ., 0) y cualquier matriz B negativa semi;
definida. Multiplicando puede verificarse que x’Bx=b, , por lo cual b, <0.
Lo mismo puede hacerse para el resto de los elementos de la diagonal.

1.2. Considere por ejemplo la funcién f(x)=x> En x* =0, f/(x)=0y
f”(x") =0, y sin embargo x" no es ni méximo ni minimo local (es un punto de
inflexién).

1.3. Por la proposicién 1.4, como la matriz B es positiva definida (semi-
definida) entonces cada uno de sus valores propios () es mayor (o igual)
que cero. Ademds utilizando resultados del algebra matricial, |B! =J]A,y
tr(B) = 3 A.. Entonces, por el supuesto de la pregunta, los valores propios
cumplen A, > 0 (para toda 7). De aqui que 1Bl >0y tr(B) > 0.

1.4. a) Sean x,, x, € A M B. Dado que A y B son conjuntos convexos se
cumple que ?\.xl +(1-Mx,eAy A,xl +(1- JL)x2 € B, donde A€ [0,1]. De
aquiqueAx +(1-2)x,e AMB.

b) Sean x,x,e Ay y,y,e B. Sabemos que Ax,+(1-M)x,€ A, y
lyl +(1-X) y, € B. Por tanto, 7L(x1 +y)+(1- A) (x,+y,) € A+B loqueim-
plicaqueAz +(1-X)z,€ A+B,dondez =x +y,z,=x,+y,

1.5. a) Sea p (p,, P, ) y supongamos que los vectores w, = (x 3)
Yy w,= (x2 x x ) estan en el conjunto presupuestario P. Nece51tamos mos—
trar que 7\.w g (1 Mw,e P para cualquier A talque 0 <A <1.

Puesto que w, y w, son elementos de P, tenemos quep - w,<m (i=1, 2).
Entonces:

p-[7Lw1+(1—k)w2]=lp-w1+(1—).)p-wzskm+(1—k)m=m

finalmente, puesto que 0<A <1, entonces A w +(1- A) w,20, asi que
lw1+(1—x)wze P.

&7
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1.6. Si fy g son funciones céncavas, entonces:
A%+ (1 - MfeN S FA+ (1 - Mxt)
Ag(®) + (1 - Mg S g(hx+ (1 - Mx')
Sumando ambas desigualdades obtenemos el resultado:
ALF (%) + g9+ (1 = MY + gD < (F+ (Ax° + (1 - W)xh).
La demostracién para la suma de funciones convexas es similar.

1.7. Sabemos que una funcién de produccién es céncava si los menores
de la matriz hessiana Cumplen las condiciones |H | <0y IH,| 20; es decir,
si f,;<0 Yy fifo, —f 2 0. En nuestro caso:
fry = oo =1, +x)* 72, £ =o(o— D(x, +x)% 72, f, =0 —1)(x, +x,)* 2

por lo tanto f,, f,, — £ = 0 independientemente del valor de . Pero, por otro
lado, f,,; = (ot —1)(x; +x,)* " ?<0 siysolosi 0<a<1.

.1.8. a) Definau = (“1' uz) yv= (vl, vz), y note que:
M) + (1 — Mf () = A, + (1 - M, o,
fOu+ (1 =0o) =M wu, + A1 = M) (0, +1u,0) + (1 - V2o, .
Ahora bien, para que una funcién sea convexa (céncava) requerimos que
Muy+A-Nf(@)-fARu+(1-Mv)2(<£)0.
Sin embargo, para la funcién que nos ocupa:
Af() + (1= M)f @) = fu+(1=1) 0) = L1 = N, =01, - v,)

cuyo signo esta indefinido. Por lo tanto la funcién no es céncava ni convexa.
b) En este segundo caso,

Af(u) + (1 = M)f(0) = A, u)? + (1 - M), v,)2

fu+(1-Aw)= [}‘2”1”2 + M1 - ?»)(ulv2 +u,v)+(1- K)zvlvz:] 2
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En consecuencia, para verificar concavidad requerimos que
172 172 2 2 172
Awu,) "+ (1 - M) < [k uu, + M1 - ?»)(ulv2 +u,0)+ (1= A) vlvz]

(la desigualdad seria al revés en caso de que la funcién fuera convexa).
Elevando al cuadrado en ambos lados de la ultima expresion obtenemos:

2
172 172 _ 172
w0, +uv, >2 (wouv) " < [(1o,) (uyp) 771 > 0,

lo cual siempre se cumple. Por tanto, la funcién es concava.
c) Para esta funcién,

Af(uy+ (1= M) f() = Mad + ud) + (1 = M)(0% + v2)
FOu+(1=290) = D, + (1 = Mo, 1” + Dy + (1= M1
Restando las dos igt;aldades anteriores obtenemos:
M) + (1= W) f(@) — fu + (1 = M) = ML~ M, — 0,2 + (1, - v,)2] > 0.
Es decir, Af(u) + (1 — A)f(v) > f(hut + (1 — A)v) por lo que la funcién es convexa.

1.9. a) Como el determinante del hessiano es igual a — 1, la funcién no es
céncava ni convexa

-3/2, 1/2 1/2.,-3/2 12
b)f11 —~—x f22 —-—x X, f12 le (x,x,) / .Cornof11 <0

Y fufo— f12 =0 la funcién es céncava.
Af1=2,f,=2, fj,=f,,=0.Dadoquef >0, f, f, —flz2 =4>0, la fun-

cién es convexa.
1.10. Notemos primero que:

SO+ (1= M)x,) = A2 + 201 = Mx x, + (1 - )x2

Ahora bien, sm pérdida de generalidad podemos suponer que x, 2 x, . En-
tonces, x; 2 x3 y

fOx, +(1-Mx) 2 x, + (1 -Wx) =
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por lo que f(Ax, +(1- k)xz) > f(xl). Asi pues, la funcién es cuasiconcava.
Siguiendo el mismo razonamiento, pero ahora empleando x,, obtenemos:

fOux, + (1= Mx,) Sf(x,).

En suma, la funcién es cuasicéncava y cuasiconvexa simultaneamente.
1.11. Como f es céncava,
MO+ (1 =N fE <fF A+ (1 -,
Supongamos ahora que f(x') 2 f(x°), entonces
AFGS) + (1~ MGty 2 £,

Combinando finalmente ambos resultados obtenemos:

fOX+ (1 -2xh 2f(x0),
la cual es la definicién de cuasiconcavidad.

112 )| H | = (0x®~148)" <0y 1HC | = x3~ 2382 (o2 + 02B) > 0, por
tanto la funcion es cuasicéncava.

b) La funcién es céncava, pues f | == 2, f,,=-2, f,,=0,lo que implica
I H, | =4> 0. Empleando ahora el ejercicio 1.11, la funcién es cuasicéncava.

¢)Comof =1, f,==x;1, f, =0, f22=x2_2 y f1, =0, entonces

0 1 —x2-1

[H°| = 1 0 ©O
—xz'1 0 x2'2
Ahorabien, |Hjl =—1<0y |H}I =-x;2<0, por lo que la funcién no es

cuasicoéncava.

1.13. Como f es homogénea de grado k, f(Ax) = A¥ f(x). Derivando ambos
lados de tal ecuacién con respecto a x, obtenemos la solucién:

of (Ax) oAx) _ wS® I Ax) _,-19f(x)
dAx, ox, ox; ~ dAx, ox,
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1.14. Puesto que f es homogénea de grado k,
fx, Ax,, ..., Ax )= kkf(xl, Xgrooor X,)-

n

Por lo que, derivando respecto a A en ambos lados de la igualdad, se tiene que
fx Hfx,+ o+ fx =kN T f(x);
y finalmente, evaluando esta tiltima expresién en A = 1 se obtiene el resultado.
1.15. Si B =1 entonces f (x) = Min {xl +X,, X, ‘k, y nétese que
f(x) =Min {Ax, +Ax,, Ax,} = A Min {xl +x,, x3} .
1.16. Como f(Ax,, Ax,) = (Ax, + Ax,)% = [A(x, +x)]” = A%, +x,)°, la fun-

cién de produccion es homogénea de grado o. Por lo tanto, para que exhiba
rendimientos constantes a escala es necesario que o = 1.

1.17. Las derivadas parciales son:

1 -2
fi= o (alxl" + azxzp) P paxtl=g {x ]

1-p
f,= ;(alx +a2x2”) P paxtl=a

-y
=a,(1-p) —,
i p ( 1] p

-p -
y X, -y
fn=a,1-p) (}"J 2=,

2 xz

.y
f,=a1-p) (xl] Z1s0.
2

X2

Se afirma ahora que, como la funcién es homogénea de grado uno, f,, v f,,
son negativas. Por ejemplo, la primera expresién es negativa pues, por el
teorema de Euler, y =f x, +f,x,; de aqui que f x, —y =~ f,x, <0.
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Por consiguiente, | H°| es de la forma:

0 + +
+ - +| = IH;I'<O, IH§I>O,
+ + -

lo que implica a su vez que la funcién es cuasicéncava.

1.18. Como muestra la Gréafica VIIL1, la regién factible es un conjunto
convexo. De hecho, g,(x) =4 —x, —8x,y g,(x) = xi + xé — 1 son ambas funcio-
nes convexas (y por tanto cuasiconvexas). Mas aun, por el ejercicio 1.8a, la
funcién f(x) es cuasicéncava. Por tanto, al menos la primera parte de la

Proposicion 1.12 es satisfecha.

Graéfica VIII.1

Por otro lado, para que un punto satisfaga las condiciones de Kuhn-Tuc-
ker se requiere que, dado el lagrangeano

Lex, A =x,x, — A [4 - X~ 8x,] - Kz[xi + xi -1],

las siguientes condiciones se cumplan:

oL oL

gl‘=x2+7u1—27\.2x1S0,‘ 5;(:)(1:0 (8.1)
L oy otk —Mx,<0; L=

axz =x,+8\ —2Ax, < 0; gxz— 0 8.2)
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x,+8x,-420; (x;+8x,-4) A =0 (8.3)

2_250- 2 _ .2y _

1-x-x20; (1-x7-x5) A, =0 (8.4)
Tras observar la gréfica, esperariamos que en el 6ptimo x7, x;, X; > 0, mien-
tras que A7 =0 (pues su restriccién correspondiente no es efectiva en el
6ptimo). Verifiquemos tal conjetura. En este caso (8.1), (8.2) y {8.4) se convier-
ten en igualdad y, asi,

x2+7»1—2?»2x1=0 . x:i:ﬁ o r—x
x, +8\, = 2h,x, =0 2 2x, 2x, 172

Ahora bien, empleando (8.4) y la igualdad x,=x

tenemos 2x3=1. Por
tanto, x =x; = 1/V2, A = 1/2 y f(x}, x}) = 1/2.

27

1.19. El lagrangeano correspondiente al primer problema es de la forma
L(x, A) = u(x) - A, [g(x) - b],

por lo que cualquier solucién éptima x* , A} > 0 debe satisfacer:

_a_y_ x4 * _a_g *
5 X - A 55 (<0 (8.5)
[g—;‘ () -A, g‘i (x*)] x*=0 (8.6)
g(x")-=b<0 8.7
[b-gx")IA, =0 (8.8)

Por otro lado, el lagrangeano del segundo problema es de la forma
L,(x, A) = h(u(x)) — ?uh[g(x) - bl.
Afirmamos ahora que la misma x", asi como A} = R (u(x")A , satisfacen

las condiciones de Kuhn-Tucker para el nuevo problema. Para probar esto
primero observe que, mediante la regla de la cadena,

oh(u(x)) _dh ou
ox  du ox’
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También observe que h'(-) 20 puesto que  es una funcién monétona cre-

ciente. De aqui que A, ='(u(x"))A’ 20 siy s6lo si 7&: =0, lo cual es verdade-

ro por hipétesis. ‘
Mas ain:

oL
—a;’1=h'(u(x*))g—z(x*)—?»*—g(x) h(u(x))[ (x )—7»*-&( )]<0

La ultima desigualdad se debe a que el primer factor es positivo y el segundo
es menor o igual que cero. Entonces es obvio que, por (8.6),

oL
h * 1.7 * aL L N
o x" =h(u(x™)) x (x)=0.

También es evidente que b — g(x*) < 0, puesto que esta ecuacién es la misma
que (8.7). Finalmente, por (8.8), [b — g(x")IA’ = [b — g(x")IA, W' (u(x™)) = 0.

1.20. Notemos que, aun cuando la regién factible es un conjunto conve-
x0, las condiciones de Kuhn-Tucker no son suficientes, puesto que la funcién
objetivo es convexa:

20

0 2 =4>0.

f11=2>0' |HI =’

Mediante la grafica VIIL.2 es claro que los puntos 6ptimos son a=(0,1) y
b = (1, 0). Sino hubiésemos descubierto que las condiciones de Kuhn-Tucker
no eran suficientes, entonces hubiésemos pensado, erréneamente, que el
punto w = (1/2, 1/2) era el éptimo.

Gréfica VIIL.2



IX. RESPUESTAS AL CAPITULO II

2.1. Como la funcién Cobb-Douglas exhibe cuasiconcavidad estricta y no
saciamiento, sabemos que todos los bienes seran consumidos (la solucién
serd interior). Por tanto, dado el lagrangeano

L(x,?»):Hx?'—K(plxl+...+p x —m),

won
i=1

las condiciones de optimalidad son de la forma:

oL _ 0 %1 _hp =
8xl._e",1;1xj/xi -Ap,;=0.
J#I

Ahora bien, esta ultima ecuacién puede reescribirse como

"
8, .8,-1 0
GI.HA]_/xi GI.HA/,/
A= j#i _ Jj=1

P; P X;

’

por tanto, para cualquier par de bienes i y k,

n "
0.TTx% o x%
’H j "’.1:1 j 0. p x
j=1 j=1 kFi~i
= x, =—.

P; X Pi X ko 9,7,

Sustituyendo la ultima ecuacién en la restriccién presupuestal,

0, p; X,
9, p,

" n
Zpkxkzzpk
k=1 k=1

Px 1"
2-#26/\,:111.
I k=1

La ultima igualdad y el hecho que Z 8, =1 nos llevan directamente a la
demanda 6ptima del bien i:

oO.m

xi(p, m)=——.
i

65
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Finalmente, la funcién indirecta de utilidad puede ser encontrada susti-
tuyendo las demandas marshallianas anteriores en la funcién de utilidad:

n 9?’ m® n 61. %
u(p, m) = u(x(p, m)) = H o —m H .
i Pi i1 | Pi

2.2. Para contestar la pregunta puede resolverse el siguiente problema:
e (p, u) =Min z pX;
i
. o;
S. a: H X Zu.
1

Pero es preferible tomar un atajo: como en el 6ptimo m=e(p,u) y

v(p, m) = u, entonces podemos usar la solucion del ejercicio 2.1 para obtener
la funcién de gasto:

8, 3

0.\’ AN
e(p,u)H ;’ =u = e(p,u)=uH %
i i i i

1

Las demandas compensadas pueden ahora derivarse usando el lema de
Shepard:

12 | L PR
h(p, ll) = ae(p, ll) =U i =Uu —1 _E.L .
| api He;)j p"j=1 e}.
J

2.3. Usando la funcién de utilidad indirecta encontrada en el ejercicio 2.1,

’ Ll
H 6}‘.’1 ™ H 6}‘.’1 p; 6 6, m H 9}‘.’1
du i 0 j=1
—=—y = =
oni 1 ap‘ api H Pe’ I
Hp?} iei piHP?’
j=1 j=1

El negativo del cociente de esas dos derivadas lleva a la identidad de Roy
para cualquier bien i

—dv/dp,  Om

dv/am . =x,(p, m).
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2.4. Cualquier canasta (x,, x,) que maximice esa funcién de utilidad debe
encontrarse sobre la recta x, = o, x,/a.,. Esto es porque las curvas de indife-
rencia correspondientes tienen forma de escuadra (jgrafiquelas!). Emplean-
do ahora la ecuacidn anterior y la restriccion presupuestaria,

(11
P1x1+p2 &—2 x1=m

obtenemos entonces la demanda de la primera mercancia y también, vol-
viendo a emplear la expresion de la recta, la demanda de la segunda:

o m oclm

, X(p, M) = .

x,(p, m)=
1 ’
@, %P +oup,

Pyt oyp,

Por otro lado, las demandas hicksianas y la funcién de gasto se calculan
resolviendo el problema:

Min pX, +px, 9.1

s.a: Min {oclxl, a2x2} =u.

Como esta ultima restriccién implica que

de alli se sigue que, para minimizar el gasto necesario para obtener u, las
demandas hicksianas son de la forma:

u
X, = hl(p, uy= ;1
u
X, = hz(p, 1) = R
2
~Sustituyendo estas dos ultimas expresiones en (9.1) obtenemos finalmente la

funcién de gasto:

e(p, u) = ’Z"l““f'& u.

1 (12

2.5. a) Como la funcién de utilidad es cuasiconcava (compruébelo), el
problema esta bien definido y el lagrangeano
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Lix, ) =x,(1+x,) - Mp x, +pyx, —m)

nos lleva a la siguientes condiciones de primer orden:

g—i’l:1+x2—kp130 (=0si x,>0) 9.2)
oL .
e =x1—?Lp?_SO (=0si x,>0). 9.3)

2

<

Suponiendo primero que x, >0y x, >0, y empleando (9.2) y (9.3), obte- -
nemaos:
1+x, x, . _p2(1+x2)

= — 1
Py P, P,

Por tanto, usando la restriccién presupuestaria,

p,(1+x,) _ _m-p, _m+p,
P; —p1 P X, =m = X, = 2, y %= 2,

Ahora exploremos las otras posibilidades. Suponiendo que x, =0,
x, > 0 entonces, por (9.3), A=0yasi, por(9.2), 1 + X, S 0 lo cual es imposible.
La otra posibilidad es que x> 0, X, = 0. En este caso, por (9.2), 1 - A p,= 0,lo
cual a su vez implica que A=1/p, >0. Dado que esto es vilido, puede
emplearse ahora la restriccion presupuestaria para encontrar que x, = m/p,.
Es importante notar que, usando (9.3), x, - Ap, =m/p, — p,/p, < 0 siempre y
cuandom < p,.

En resumen:

M P si m> m-p
2p, P2 2 siom> p
= =) 2P 2
- 2 2
P_ de otra manera 0 de otra manera.
\ .

b) Supongamos primero que m > p, . Entonces la elasticidad ingreso del
primer bien es

mox g1 . m2p) q m
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y la de la otra mercancia es

m 9% m l_m(ZPZ) 1 __m
T x,0m  x,2p, (m-p,)(2p,) m-p,

En suma, si m > p,, el primer bien es necesario y el otro suntuoso.
Por otro lado, si m < p,, entonces

por lo que, ahora, jel primer bien es suntuario y el otro necesario!

2.6. Supongamos primero que ¢ = 1. Entonces la funcién correspondien-
" te es del tipo Cobb-Douglas (tras una transformacién logaritmica), por lo que
las respuestas son similares a las dadas en el Ejercicio 2.1, haciendo n = 2.

Ahora consideremos el caso cuando ¢ > 1. Como la funcién correspon-
diente es cuasicéncava (compruébese esta afirmacién), el problema esta bien
definido y podemos resolverlo a través del lagrangeano

Lx, M =ax )t "o+ @x )t V- (plx1 + Py, — m) )

Mas atin, como la solucién es interior (;por qué?), las condiciones de primer
orden pueden escribirse con igualdad:

AL _ 1_1ss 1, -6 _
ax, =4 (- o)xl ~Ap, =0
L _ 1 1 1. 16 -
ax, 2 A=, T -Ap,=0

Ahora bien, despejando la A de las dos ultimas ecuaciones y expresando
la demanda de un bien en términos del otro obtenemos:

1-1e 1 _ 1 —1/0 1- /o 1. e
a (1 G)xl o a, (1—0_)x2
pl pz
= x,=(a,/a,)' " °(p,/p) " °x,, (9.4)

por lo que la restriccién presupuestaria puede ahora escribirse como

m=x[p, + (al/az)1 ~op,(p,/P) " °l
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y, por consiguiente,

—010

x,(p, m) = i " 9.5)
1N (azpl)l o4 (ulp2)l -0
Finalmente, por simetria puede obtenerse la demanda del otro bien:
-o al “%m .
x,(p, m) = 2 1 . (9.6)

@)+ @)

Ahora encontremos las demandas compensadas y la funcién de gasto.
Requerimos para ello resolver el problema:

Min p x, +p,x,
s. a: (alxl)1 ~le g (azxz)1 “Ve -y, 9.7

Pero no es necesario establecer el correspondiente lagrangeano para encon-
trar la solucién, pues bien podemos tomar un atajo. Dado que la relacién
entre las demandas de los dos bienes debe ser la misma tanto en el problema
original como en el dual (;por qué?), entonces podemos hacer de nueva
cuenta uso de la ecuacién (9.4), la cual, junto con la restriccién (9.7) nos lleva
a la siguiente expresion:

- 1-1 - - - -
[a} 1/0+a2 /G [(al/az)l ] (PZ/PI) 0]1 1/0] X} l/G:u’

Despejando ahora la demanda hicksiana del primer bien se obtiene, tras un
poco de algebra,

o-1_0,0/(c~1)
al pzu

h.(p,u)= (9.8)
1 [(alpz)c -1 + (azpl)o— 1]0’/(6 -1)
y, por simetria,
as- 1 pc o/(c-1)
2
hyp, u) = . (9.9)

[(alpz)c -1 + (azpl)o - 1]o/(c -1
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En consecuencia, la funcién de gasto esta dada por

c-1_oc c-1_0

1 PP ta, pip)u

[(alpz)o -1 + (azpl)c - l]c/(a -1

(a c/(6—-1)

ep, u) =

la cual se puede simplicar para encontrar finalmente que:

plpzuol(o—l)

. (9.10)
[(alpz)c— 1 + (azpl)o’ - 1]1/(0 -1)

e(p, u) =

Pero el problema atin no termina. Nos queda resolverlo para el caso
cuando G < 1, aunque, como pronto se vera, la solucién casi se sigue de la
encontrada para el caso ¢ > 1. Para empezar, como la funcién es también
cuasicéncava (jcompruébelo!), el problema esta bien definido y el lagrangea-
no es de la forma:

-1
L(x, Ay = [(alxl)1 -Vey (c12x2)1 - 1/‘“] - Mpx, +p,x,—m).
Las condiciones de primer orden estan dadas entonces por

o ~(-1/0)a"oxrve

;'3?1 = [(“1x1)1 ~1/o (“zxz)l Vo~

Ap,=0y

2

5. ~(-1/0c)ay Vox e
ax2 - [(alxl)l—l/c + (azxz)l —1/0]2

Ap,=0.

Note sin embargo que, tras despejar A de las dos ecuaciones anteriores
obtenemos la relacién

x,=(a,/2,)' " (p/py) "% xy,

la cual es idéntica a la ecuacién (9.4). Por consiguiente, las demandas mars-
hallianas para este ultimo caso coinciden con las dadas en (9.5) y (9.6).

Por otro lado, para encontrar las demandas hicksianas y la funcién de
gasto tendriamos teéricamente que resolver el problema:
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Min p.x +px,

-1
. 1-1/¢ 1-1/o —
s. a: [(a]xl) +(a,x,) ] =u.

No obstante, esta tiltima restriccion es la misma que

1-1/o 1-1/6 _ -1

(a,x)) +(a,x,) =u- .

Por lo tanto, la solucién a este problema es exactamente la misma que para
la del caso 6 > 1, una vez que se reemplaza en las ecuaciones (9.8)-(9.10) la
u poru~l.

2.7. a) Para encontrar las demandas marshallianas no necesitamos resol-
ver el problema de maximizacién, sino solamente hacer uso de la solucién al
Ejercicio 2.1, tras una traslacion del origen. En efecto, la demanda del j-ésimo
bien debe ser de la forma:

0
x},(p, m)=(7n—2pk§k);+§j. 9.11)
k j
Eldltimo sumando en la expresién anterior deriva del hecho que, para poder
sobrevivir, el individuo tiene que consumir al menos Ej de cada uno de los
bienes. Empleando ahora los resultados del Ejercicio 2.1, y notando que
m -3 p, X, es el ingreso discrecional (el cual se supone no-negativo) que le
queda a la persona una vez que ha comprado la canasta de supervivencia, se
justifica el resto de (9.11). '

Finalmente, sustituyendo esta tltima ecuacion en la funcién de Gtilidad
obtenemos la funcién indirecta de utilidad:

v(p, nt) = (m — Z P H (Gj/pj)e/ .
k J

b) Para determinar las demandas hicksianas, y posteriormente la funcién
de gasto, puede uno resolver el siguiente problema:

Min 3 p,x,
i
s.a: H (x; - Ii)ef =u.
i

Pero no es necesario, pues la solucién correspondiente al caso del sistema
Cobb-Douglas fue derivado en el Ejercicio 2.2, con la salvedad de que ahora
el consumidor debe comprar su canasta de supervivencia antes que nada.
Ast pues, las demandas hicksianas y la funcién de gasto son de la forma:
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' 0
. 9; P I
hl.(p,u)zu—‘” 6L +X,
P

0
Pl _
e(p, u):uH ry +Zp},xj.
i ! Ji

2.8.a) Observe que u(x) es concava (compruébelo). Por tanto el problema
esta bien definido y podemos resolverlo usando el lagrangeano:

_ny 122 1/2
L(x, M) =2x "+ 4x,"" = Mp,x, + p,X, — m).
Aparte de la restriccion presupuestaria, las otras condiciones de primer

orden son (en el interior, pues la utilidad marginal de cualquiera de los dos
bienes se iria a infinito en el caso de que no hubiera consumo):

oL _ _

axl =X Xpl =0,
aL _ -1/2 —
o, =20 =

Igualando a cero las dos ecuaciones anteriores y despejando A se sigue
que

-172 -172 2
X] 2x, p; X,
= = x = (9.12)
pl pz 4p1
Sustituyendo ahora esta tltima ecuacion en la restriccién presupuestaria,
2
m=p P % +p
= X, .
2
1 42 272

De alli puede uno despejar la demanda marshalliana del segundo bien para
luego también obtener, empleando (9.12), la del primero:

4p.m p,m

y x (p m)—_-_._z—
) 1\ pl(p2+4p1)'

_ 1
= ——Pz(Pz i, (9.13)

x,(p, m)

Para encontrar la utilidad indirecta sustituimos ahora las soluciones
anteriores en la funcién objetivo y, tras un poco de algebra, obtenemos:
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o(p, m)=2Nm Np, +4p, /\p,p, - 9.14)
b) Las demandas hicksianas resuelven el problema:
~e(p,u)=Min px, +p,x,
S. a in’2+4x;/2 2u.

No es necesario, sin embargo, establecer el lagrangeano y derivar las condi-
ciones de primer orden, pues es claro que acabariamos por obtener la misma
relacién dada en (9.12). Empleando entonces tal ecuacién en la nueva restric-
cién, obtenemos la solucién para el segundo bien y, consecuentemente, para
el primero:

uZ 2 u2 2

P2 102 1/2 1 2
—=x*+4x“=u = h(p,uy)=——>, h(p,u)=————— .
P ? 2 2P (p,+4p,)° P Ap, +4p,)

c) Derivando las dos tultimas expresiones del parrafo anterior obtene-
mos:
oh 2u’p? oh 2u’p?
a_1=_—p23<0,—2=———p13<0.
P, (p,+4p)* - ' 9p, (p, +4p,)

Mientras que los efectos cruzados son simétricos, pues

oh, 81°p,(p, + 4p,)’ - 8u°p}(p, + 4p,) _ 2°pip, (9.15)
9, 16 (p, + 4p.)* (p,+4p)°’ '

oh, ulp,(p,+4p,) - 8upi(p,+4p)) _ 2u’p.p,
ap, (p, +4p)* (p,+4p)°

d) Ellado izquierdo de tal ecuacién de Stutsky puede calcularse derivan-

do la demanda del primer bien, dada en (9.13), respecto al precio del segun-
do:

ox;  mp(p,+4p,) —p,p,m 4m

P, P, +ap) (prap

Asimismo, el lado derecho de dicha ecuacion se puede reexpresar, emplean-
do (9.15) y derivando (9.13) ahora respecto al ingreso, como:
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20p,my’pp, Py
(p2+4p1)3 pl(pi+4pl

) xz(p, m).

Finalmente, sustituyendo las expresiones para v(p, m) y x,(p, m) obtenidas en
(9.14) y {9.13), obtenemos la igualdad:

8m 4m 4m

(P, +4p,)* B (p,+4p,)° B (v, +4pY

2.9. Diferenciando la utilidad indirecta obtenemos:
w __%im)"
P, p\p)]

v _ % (mf
om gfpk(ka )

Asi pues, por la identidad de Roy, la demanda ordinaria de la i-ésima
mercancia esta dada por:

oL, mpi p__ (Bi+ 1)

x(p, m) = — ! ) (9.16)
! ak mﬁk -1 pk_ ﬁk

k
Para obtener su elasticidad respecto al ingreso, n, uno puede derivar
directamente la ecuacién anterior. Esto, sin embargo, es muy tedioso. Mejor

tomemos un atajo. Para empezar, por (9.16), la razén entre las demandas de
dos bienes cualesquiera es:

x mBip‘(Bi+1)
x Bi,- B+
x} (x}m)p ]

Tomando ahora logaritmos naturales en ambos lados de la ecuacién anterior

y derivando esta nueva expresion respecto al logaritmo del ingreso obtene-
mos:

0 (iog x,—log x)

M E T Siogm P By

.17

Ahora bien, la propiedad de agregacion de Engel, véase el E]ercmo 211,
establece que
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2 wn, =
P

donde w, denota la proporcién del gasto que es empleado en el consumo del
bien k. Restando a ambos lados de la ecuacién anterior 11, y recordando que
la suma de las proporciones debe ser igual a uno, obtenemos que

Zwk(nk_n,-)=1”'“i-
k

Insertando ahora en la ecuacion anterior el resultado obtenido en (9.17)
llegamos finalmente al resultado:

n=1+B,-2 wp,
x

2.10. a) Notemos primero que ambas utilidades marginales son mayores
que cero cuando x, > 1y x, <1.6:

o 1 ou 2(x, -1
N T2 0y 3= TE>0
xl (xz - 2) x2 (x2 - 2)

Mas aun, se pide al lector que verifique que la funcién es cuasicéncava sobre
ese rango. Por tanto, la funcién de utilidad que nos ocupa es de buena ley y,
siendo asi, podemos resolver el problema mediante el lagrangeano

L(x, \) = (x; - D(x,—-2)" 2_ 7\,1(;71x1 +px, —m) - 7»2(3c2 -1.6),

donde, como la restriccién x, > 1 nunca puede ser efectiva, no necesitamos
un multiplicador para ella (aunque, por supuesto, al final necesitaremos
verificar dicha restriccién). Las condiciones de optimalidad correspondlen-

tes son:

oL 1
oL __ L = .
oL 2(x —1) )
5x_2_—(—x2——) pzkl 7\, <0 (=0 si x2>0) 9.19)
oL =x,-1.6<0 (= 051K>0) 9.20)

BK



RESPUESTAS AL CAPITULO I 77

A las condiciones anteriores debemos agregar la restriccion presupuestaria
(la cual es siempre efectiva dado que no hay saciamiento). Note ademads que
(9.18) se puede reescribir como

1 (9.21)
M=——s
p,(x,—2)

y que esta expresion es siempre positiva.

Procedamos ahora a obtener las demandas 6ptimas. Una primera
posibilidad es que x,>0 y X, >0 (x, es siempre mayor que cero, lo mismo
que A,). Siendo asi, por la ecuacion (9.20), x,=1.6 y, por consiguiente
x, =(m - 1.6p,)/p,. Usando estas demandas, asi como (9.19) y (9.21), encon-
tramos entonces que

_ 2(m-1.6p,-p,) P,
277 70.064p, ~ 0.16p,

donde esta ultima expresiéon es mayor o igual a cero siempre y cuando
m=218p,+p, (observe que entonces m>1.6p,+p,, por lo que, en efecto,
x. >1).
1
Una segunda posibilidad es que 0 <x, <1.6. En este caso A, =0y, me-
diante (9.18) y (9.19), obtenemos que:

1 B 2(x, - 1)
p(x, — 2)? py(x, — 2%

La ecuacion anterior implica a su vez que x, = 2(1 + p,/p,) - 2(p,/p,)x,. Usan-
do esta expresion y la restriccién presupuestaria, podemos encontrar enton-
ces la demanda del primer bien,

Z(p] + pz) —-m
X, =,
P,
y después encontrar la demanda del segundo,

B 2(m - P Pz)

x
2 ’
P;

Notes? que x,< 1.6 slempre que m < 1.8p, + p,, mientras que es mayor que
cero si m >p, +p,. Y también que, bajo ese rango, x, > 1.
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La ultima posibilidad a considerar es que x,=0. En este caso A,=0,
x,=m/p, y A, =1/4p, Empleando estas tres tiltimas ecuaciones se sigue que
la condicién establecida en (9.19) se cumpliria si y s6lo si

(m-p) p
__.}_..__2.<0 & msp +p2
i, 4n !
Pero si esta tiltima restriccién se cumpliese, entonces x, no podria ser mayor
que la unidad. Por tanto esta ultima alternativa con51derada no es factible.
En suma, la solucién del problema es:

m—1.6
, i si m218p,+p,
P
xl(P: m) = 2 )
+p,)—m
—pl—p&———-— si pyj+p,sm<1L 8p2+p1
1
1.6 si m21.8p,+p,

%P M=\ 2(m-p, - p,)

si py+p,sm<18p,+p,.
P2
b) Por el inciso anterior, x, = (Z(p1 +p,) — m)/p, bajo ese rango de ingreso.
Por tanto, dx,/dm = - 1/p, < 0.
c)Sim= 1 p,=1/2yp,=1/3, entonces p, +p, <m < 1.8p, + p,. Por tan-
to, la derivada parcial correspondiente seria:
ox, m-—2p,

op 1 P%
la cual toma el valor de 4/3 en ese punto. Es decir, el primer bien es Giffen
bajo ese vector de precios e ingreso.

’

2.11. a) Derivando la restriccién presupuestaria respecto al ingreso obte-
nemos: :

ZP am =L

v alli se sigue de inmediato la relac1on de Engel.

b) Derivando ahora la restriccién presupuestaria respecto a un precio
obtenemos:
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ax, ,
;pi-ﬂ+xk—0.

Multiplicando por p,/m en ambos lados de esa ecuacion podemos establecer
entonces la relacién de Cournot.

c) Sabemos que x(p, m) es una funcién homogénea de grado cero. Por
tanto, mediante el teorema de Euler (véase el ejercicio 1.14), la siguiente
igualdad es cierta:

ox,
Zpk—+m—a;—0

Multiplicando ahora por 1/x, en ambos lados de esa ecuacion se llega a dicha
relacién.

2.12. Por el lema de Shephard de(p)/dp, = h(p, u), por lo que entonces

alog e(p; u) _ pi ae(p, u) _ p,‘ h,-(p/ u)
dlog p, e(p,u) ap, ~oep,u)

Pero,e(p, uy=my hi(p, u) = xi(p, m) en el 6ptimo. Por tanto, la primera igual-
dad a verificar es cierta.

Para establecer la otra igualdad notemos primero que, derivando el
logaritmo y cancelando en el numerador y el denominador v(p, m),

dlog v(p, m)/dlog p, p, ov(p, m)/dp,
Y alog v(p, m)/dlog P, Yy p, 9v(p, m)/dp, '
k k

(9.22)

Ahora bien, por la identidad de Roy, la derivada parcial dv/dp, puede
reemplazarse en la ecuacién anterior por — x dv/dm . Haciendo esto, el lado
derecho de (9.22) puede reescribirse como

px{p, m) _Pi x{p, m)
=w..
Zpk gpmy M '

2.13. Supongamos, por el contrario, que todos los bienes j son comple-
mentos del bien i. Dado que h(p, 1) es homogénea de grado cero en los
precios, entonces, por el teorema de Euler, la siguiente ecuacién debe cum-
plirse:
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oh(p, u) oh(p, u)
P, ——apl +...+ P, —ap” =0. (9.23)

Pero como el efecto propio de sustitucién, dh /dp,, es siempre no-negativo,
entonces (9.23) impide que las otras derivadas parciales que aparecen en
(9.23) sean todas negativas.

Finalmente, en el caso de preferencias tipo Leontief, examinadas en el
Ejercicio 2.4, los bienes no son complementos o sustitutos netos. Es decir,
oh/ 8pj =0, para toda j. Esto, sin embargo, no contradice (9.23).

2.14. Sabemos que x(p, e(p, u)) = h(p, u). Por tanto, podemos establecer,
via el lema de Shepard, el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
parciales:

de(p,u) 9;elp,w)

9p; P
El objetivo es encontrar una funcién e(p, u) que resuelva el sistema dado en
(9.24). Dado que cada una de esas ecuaciones implica que la funcién de gasto

es “isoeldstica” en cada precio (;por qué), entonces es natural conjeturar que
su forma es multiplicativa en los precios:

i=1,... n (9.24)

e(p, ) =f) [T p
K

donde f(u) es cualquier funcién monoténica de 1.

Tal conjetura resulta ser valida, pues, derivando respecto a cada precio
obtenemos (2.24):

0. e(p, u)
p:

oe( 200 9,
p f )HP‘“—

2.15. La dotacién inicial diaria’de Rubicunda es (M, T) = (18, 6). Sean
P Y Py los precios que determinaron los términos de intercambio en cada dia
(note que estos pudieron haber variado de un dia a otro). Ademas fijemos
Py, =1, de tal manera que p.. es el precio de cada torta en término de un cierto
numero de malteadas. Los siguientes precios relativos prevalecieron enton-
ces en cada uno de los tres dias:

15+7p,=18+6p, = p,.=3

8+16p,.=18+6p. = p,.=1



RESPUESTAS AL CAPITULO II 81

12+18p, =18 +6p, = p =05

A partir de esos precios relativos podemos dibujar la grafica IX.1.

pi=1 (12,18)

Griéfica IX.1.

Como es aparente en la gréfica, en el tercer dia Rubicunda pudo haber
adquirido la canasta (15, 7) o la canasta (8, 16), pero no lo hizo. Por tanto, es
revelado que la canasta (12, 18) es preferida a las otras dos. Andlogamente,
en el segundo dia Rubicunda pudo haber comprado (15, 7) pero eligi6 en su
lugar (8, 16). Por ende, podemos afirmar que la rolliza nifia fue mas feliz en
el tercer dia y menos en el primero.

2.16. El problema que tiene que resolver Socrates es:
Max (x — 12)4(y — 100)*"*
s.a: wx+y=24w,

ya que el costo de oportunidad por no trabajar una hora es w. Las demandas
6ptimas son entonces (véase el Ejercicio 2.7):

x(w)=15—2—£ , yw)=9%w+25.

-Asi pues, su oferta de trabajo es l(w) = 24 — x =9 + 25/w. Sin embargo, note-

mos que esta funcién sélo estd definida cuando w es mayor o igual que
25/3 (¢por qué?).
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2.17. a) Observemos para empezar que el precio real de cada cerveza es
p.=p + tw, mientras que el precio real de una hora de ocio es p_ =w +7. Asi
pues, el problema que tiene que resolver Juanito es:

Max u(c, x) =c*x! ¢

s.a: pc+px=24w.

Ahora bien, puesto que la funcién de utilidad de Juanito es del tipo Cobb-
Douglas, y ésta fue examinada en el Ejercicio 2.1, sabemos que en el 6ptimo

N _ 24wa * _ 24wl - o)
C(p/r/wlt)_p_'_tw/ x(P/r/wrt)— w+r .
Por tanto, la oferta de trabajo de Juanito es
ta (-0

Fip,r,w,t)=24 - tc* —x* =24 - 24w [ ] . (9.25)

p+tw  w+r

b) Si Juanito regresara cada lata, el precio real de la cerveza se transfor-
maria en p, =p +(t + g)w, y sino la regresara el precio serfap =p+d + tw.
Por tanto, Juanito regresard la latasip, <p . Es decir, sigw <d.

(Cémo afecta esto su oferta laboral? Si es el caso que gw <d, entonces
podemos modelar este cambio como si la oferta laboral de Juanito, dada en
(9-25), hubiera sufrido un incremento en ¢ (de hecho, t se incrementa a t + g).
Pero entonces sélo necesitamos derivar ! con respecto a t para obtener:

dl 24wop
—=- <0.
ot (wt+p)?

Es decir, si el depésito no es muy alto, Juanito regresa las latas y la cantidad
de tiempo que trabaja decrece. Por otro lado, cuando d < gw tenemos de
manera similar que 9l/dp > 0. Asi pues, si el depodsito es alto, Juanito no
regresa las latas y sus horas de trabajo se incrementan.

2.18. a) El problema que enfrenta cada individuo es:
Max u(c,, c,)=c%cl* (9.26)

s.a: pc,=(l-9m-a

p.C,=b+(1+na,
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donde a denota el ahorro (o desahorro) en el primer periodo. Nétese que
como u es una funcién Cobb-Douglas, sabemos que no hay saciamiento y
que la solucién es interior.

Ahora bien, en lugar de resolver el problema en esa forma, bien vale la
pena reescribir las dos condiciones presupuestarias que aparecen en (9.26) en
una sola como sigue:

P:L

p,cy + a—: m. 9.27)

Para obtener la ecuacién anterior, sume las dos condiciones presupuestarias
iniciales y emplee el hecho que, como el gobierno es justo, b = (1 + r)ytm.

Asi pues, el problema inicial ha sido transformado en uno donde la
restriccién presupuestaria es la famosa condicién de Fisher. Empleando
ahora los resultados obtenidos en el Ejercicio 2.1, y usando (9.27), llegamos
a los consumos 6ptimos:

l+rm

4p,
Finalmente, es claro que la intervencion del gobierno no afecta las decisiones
de los individuos. Esto es por dos razones: porque la pensién es la justa y
porque, llegado el caso de unpuestos muy altos, los individuos pueden pedir
prestado en prenda de su pensién futura.

b) Antes de contestar la pregunta notemos que el ahorro 6ptimo, que esta
implicito en (9.26) y (9.28), es de la forma:

(1-4tm
=

c (p,m r)— p y cz(p,m r)= (9.28)

aim, 1) =

Asi pues, si la tasa de gravamen, 1, es menor o igual que 25%, entonces la
prohibicién del gobierno es irrelevante para los individuos y la solucién
sigue siendo la dada en (9.28).

Sin embargo, ;que sucederia si dicha tasa excede al 25%? Entonces los
individuos tendrian que conformarse con consumir el ingreso corriente que
tienen en cada periodo. Es decir, empleando las restricciones en (9.26),

1-tvm y o p,m, 1) = (1+7r)tm .

c.(p,m )=
@ P, P,
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3.1. El valor esperado del juego es infinito, puesto que:

n
1 .,1 .1 n(l
22+44+88+...+2 (2)+... — 00,

Para tratar de resolver la paradoja, Bernoulli comienza por postular que la
utilidad de obtener con certeza una cantidad W es céncava, u”’(W) <0, de tal
manera que la utilidad marginal de un peso extra disminuye con la riqueza.
Como un ejemplo del argumento de Bernoulli, suponga que una persona
tiene una funcién de utilidad u(W) = W2 y que por el momento carece de
dinero. Por tanto, su utilidad esperada si es que participa en el juego puede
obtenerse como:

oo n oo
Eu:EZ"/Z[%) =Y 22,
n=1

n=1

donde esta ultima suma geométrica es aproximadamente igual a $2.414. A su
vez, este nivel de utilidad esperada corresponde a la misma utilidad que el
individuo tendria recibiendo con certeza alrededor de $5.827, lo cual pare-
ceria razonable. ,

No obstante, como Menger not6 hace afnos, aun si el individuo calculase
el valor subjetivo del juego a través de la utilidad esperada, la paradoja, tras
una modificiacién de su enunciado, persistiria. En efecto, siguiendo con la
misma funcién de utilidad del caso anterior, considere ahora un juego en el
que si la cruz se obtiene en la n—ésima tirada, entonces la recompensa del
juego es $2%". Se pide al lector que verifique que en este caso la utilidad
esperada también se va a infinito.

¢Qué podemos aprender de lo anterior? O que la teoria de la utilidad
esperada no es plausible, como han argiiido mostrando ésta y otras parado-
jas economistas tan importantes como Allais, o que la utilidad debe ser por
necesidad una funcién acotada (de tal manera que no pueda incrementarse
de manera arbitaria en ningun juego).

85
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3.2. Necesitamos mostrar que, bajo esas circumstancias, la utilidad es-
perada de Procopio si es que apuesta seria mas alta que la utilidad de tener
¢on certeza su riqueza inicial W:

(1 = Pu(W — T) + pu(W + V) > u(W) . (10.1)

Ahora bien, puesto que V y T son pequefios, podemos aproximar
u(W-T) y w(W+ V) mediante sus expansiones de Taylor de primer orden
como sigue:

u(W —T) = u(W) — TW' (W), u(W + V) = u(W) + Vu'(W) .

De estas dos ultimas expresiones se sigue que:
(1 - pu(W = T) + pu(W+ V) = u(W) + o' (W) [pV - (1 - p)T] .

En consecuencia, la desigualdad establecida en (10.1) se cumple en el
margen si y sdlo si ¥/ (W)[pV - (1~p)T]>0. Pero, dado que la utilidad
marginal es positiva, esto equivale a pedir que pV — (1 - p)T > 0. Asi pues,
Procopio siempre aceptara la apuesta cuando el juego es mas que justo (y los
montos V y T son lo suficientemente pequefios).

3.3. Sea p la probabilidad de que ocurra una crisis de acuerdo con Malena
y 4 la probabilidad de que esto ocurra de acuerdo con Marila. Para que pueda
concretarse una apuesta, ellas tendrian que llegar a un acuerdo acerca de los
momios bajo los cuales se regiria la apuesta: v. Es decir, Malena ganaria $1
si acierta y pagaria $y si se equivoca, por cada peso apostado, y viceversa
para Marila.

Consideremos primero el problema que debe resolver Malena para
decidir su apuesta c’)ptima Para que ella esté dispuesta a apostar una canti-

dad X >0 es necesario que su utlhdad esperada satisfaga la siguiente con-
dicion:

pu(W + X) + (1 — p)u(W — yX) > u(W), (10.2)

donde W denota su riqueza inicial.
Haciendo ahora una expansién de Taylor de primer orden en el lado

izquierdo de (10.2) obtenemos que tal condicién se puede reescribir, en el
margen, como:

plu(W) + Xu'(W)] + (1 — p)lu(W) -~ yXu'(W)] > w(W).
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Pero, como puede verificar el lector, esta tiltima desigualdad se cumpliria si
y sélo si

pX+(1-p)-7X)>0,
lo cual a su vez requiere que
p/A-p)>vy. (10.3)

Se pide al lector que replique los pasos anteriores para obtener que en el caso
de Marili la condicién equivalente seria:

q/1-g)<y. (10.4)

Ahora bien, supongamos primero que ambas analistas coinciden en su
apreciacién acerca de la probabilidad de una crisis: p = 4. Bajo esa eventuali-
dad es claro que las desigualdades (10.3) y (10.4) no pueden satisfacerse de
manera simultanea. Por tanto, Malena y Marili no apostarian entre si.

Por otro lado, si hay una discrepancia acerca de dichas probabilidades,
entonces si apostarian. Si, por ejemplo, p >4, entonces siempre podrian
encontrar unos momios Y (de hecho un continuo de ellos) que satisfacerian
las dos desigualdades de manera simultanea:

p/A-p)>y>q/(1-9q).

Asi pues, la apuesta siempre se concretaria: Malena apostaria a que la crisis
econdmica se presenta y Marila a que no.

3.4. a) Sea rL la cantidad méaxima que el consumidor estaria dispuesto a
pagar por tal pdliza (donde r es la proporcién a pagar si se asegura por un
monto L). Por definicién, esta es la cantidad para la cual €] estaria indiferente
entre asegurarse o arriesgarse sin seguro:

puW-L)+ A -pyu(W)y=pu(W-L+L-rL)y+ (1 - p)u(W - rL).

El lado derecho de esta ecuacién puede simplificarse, para obtener
pu(W — L) + (1 - pyu(W) = u(W — rL). (10.5)

El valor buscado, rL esta implicito en la ecuacién anterior.
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b) Como p(W-L)+(1-p)W=W~-pL, entonces el valor implicito en
(10.5) puede ser ilustrado como aparece en la grafica X.1.

wW)
Eu = pu(W - L) + (1 - p)u(W)
wu(W-=L)

W-L W-pL w
Gréfica X.1.

De alli es claro que R(p, L) = rL ~ pL, como también sesefialaen la grafica.
Observemos ademas que (10.5) puede reescribirse para definir implici-
tamente la funcién de Pratt como aquella que resuelve:

pu(W = L) + (1 = p)u(W) = u(W ~ pL - R(p, L)) . (10.6)

Ahora bien, para probar la concavidad de R en p podemos derivar dos
veces con respecto a esta ultima variable, en ambos lados de (10.6), para
obtener:

2
JdR d*R
=’ (W-pL-Rw, L) |L+% | - L5 w/(W - pL - R(p, L)).
O=u"(W-pL—-R(p ))(+apj air,zu( p (p. L))
Asi pues, ’
aRY
W’ (W—-pL—-R(p, Ly [L+-a—)
P
R _
, opr w' (W —pL - R(p, L))

Esta expresion es negativa pues la funcién de utilidad es estrictamente
céncava (debido a la aversion al riesgo) y la utilidad marginal es siempre
positiva. Por ende, R es concava en p.

Para probar que la funcién de Pratt crece con el monto de la pérdida,
derivemos ahora con respecto a L la ecuacién (10.6):
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—pw’'(W-L)y=u'(W-pL-R(p, L)) (—p —%%}

Consecuentemente,

OR _plwWW-L)-uw'(W-pL—-R(p L)
oL ~ w'(W-pL-R(p, L)) '

Noétese que el signo de dR/JL esta determinado por el signo del numera-

dor en el lado derecho de la ecuacién. Ahora bien, dado que pL + R(p, L) < L
(véase la grafica X.1), entonces

W-L<W-pL-R(p,L).

* Por tanto, u'(W —L)>u'(W-pL—-R(p, L)), ya que u es céncava. Con lo cual
podemos concluir que R es creciente en L.

3.5. La utilidad esperada, como funcién de la variable B, es:
EuB)=(1-pu(W~-rB)+pu(W-L+(1-1)B),
la cual tiene como derivada

Ev'(By=-r(1-p)'(W—-rB) +p(1 -/ (W—-L + (1 -1)B). (10.7)

Igualando a cero esta expresion y reagrupando términos se obtiene:

u’(W—L+(1—r)B)_ r 1-p
' (W —rB) —(1—r)( p ) (10.8)

Sea B la (uinica) solucién de dicha ecuacién, la cual, afirmamos, tiene
que ser por necesidad un maximo. Para comprobar esta ltima aseveracién
derivemos de nueva cuenta (10.7) para obtener la ecuacién

(1 -p)u’(W—-1BY+p(1 - r* u’(W-L+(1-1)B%,

la cual es negativa pues 0 <p <1, 0<r <1y u es estrictamente céncava.
Suponga ahora que la péliza de seguro es actuarialmente justa, de tal
manera que r = p. Entonces la condicion (10.8) se convierte en
W(W-~L+(1-1B)
u' (W —rB) =1
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lo cual implica que u’'(W - L+ (1 -7)B") =u'(W —7B"). Pero entonces, como
u es creciente, W — L + (1 — r)B" = W —rB". Asi pues, B* = L. Es decir, bajo una
poliza actuarialmente justa, el individuo siempre se asegurard comple-
tamente (independientemente de su grado de aversion al riesgo, siempre que
haya alguno).

3.6. La persona nunca se asegurara completamente contra el riesgo si es-
que la ecuacién (10.7) evaluada en B = L resulta ser negativa. Pues, siendo asi,
su utilidad esperada se incrementaria al reducir un poco el monto del seguro.
Asi pues, el individuo no se asegurara en su totalidad si

-rQl-pu'W-rL)+p(1-nu'(W-L+(1-1rL)<0

o, de manera equivalente, si

u/(W—L+(1—r)L)=1<[ , }[1-2)

u'(W-rL) 1-r p

Pero esta ultima desigualdad equivale a pedir que r > p. Por lo tanto, sila tasa
de cotizacién no es actuarialmente justa, la persona nunca se asegurara
totalmente contra el riesgo (independientemente de su grado de aversién a

él).

3.7. La persona se asegurara al menos un poco si es que la ecuacién (10.7)
evaluada en B =0 es positiva. Es decir, si

—rl-ppu'W)+p1l -’ (W-L)>0,
lo cual equivale a pedir que
wW-1L)  (-py/p
u' (W) A-n/r’
Esto a su vez significa que la persona comprara algun seguro sila razén entre
el beneficio marginal y el costo marginal de asegurarse es mayor que la razén
entre los momios subjetivos del individuo de que no habra pérdida y los

momios dados por el mercado. Nétese, por cierto, que podria ser benéfico
asegurarse aun si la tasa de cotizacién no es actuarialmente justa.

3.8. La condicion (10.7) evaluada en el 6ptimo puede ser reescrita como:

OB, W)y=pQ-Nu'(W-L+ (1 -rB")~r(1-p/(W-rB")=0.
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¢Bajo qué condiciones es dB*/dW > 0? Por el teorema de la funcién implicita,

dB" _ 3d/aW

dW ™~ 3®/3B*

Pero, como se comprobd en la respuesta al Ejercicio 3.5, el denominador
del lado derecho de esta ultima igualdad es negativo. Por tanto, el signo de
dB*/dW es el mismo que el signo del numerador. Es decir, el seguro es un
bien normal si y sélo si

pl—ru’(W-L+Q-7rB")-r(1-pu”(W-rB")>0.
A su vez esta desigualdad se cumple si y s6lo si

WW-L+(1-NB) n1-p WW-L+(1-nB)
W’ (W —-1rB") < pl-nr " W' (W ~rB")

. (109)

donde hemos revertido la desigualdad, ya que dividimos por u”(W - rB*), y
hemos usado para la igualdad la condicién en el 6ptimo dada en (10.8).

Ahora bien, empleando la definicién R (W)=- u”(Wy/u'(W), la des-
_ igualdad en (10.9) puede reescribirse tras un poco de algebra como:

R(W-L+(1-7B") <R (W-rB"). (10.10)

Tal es la condicién para que el bien sea normal. Por otro lado, sabemos que
B* <L,y por tanto que

W-L+(Q-rB"<W-rB*. (10.11)

Asi pues, por (10.10) y (10.11), la suposicién de que la aversién absoluta al
riesgo es creciente equivale a decir que la péliza es un bien normal.

3.9. La utilidad esperada de Porsi Acaso, como funcién de la cantidad
gastada en tales equipos, es:

Eu(A) = P(A)u(W - L - A)+ (1 - P(A)uw(W - A). (10.12)

Abhora bien, la condicion Eu(0) > 0 es suficiente para que el nivel éptimo de
gasto sea positivo. Es decir, tras derivar (10.12) y evaluar el resultado en
A =0, requerimos que

PO)[u(W - L) - w(W)] - PO)u'(W~ L) - (1 - P(0))u'(W) > 0.
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Pero esta desigualdad se cumple si y sélo si
- P’(0)[u(W) — u(W — L)] > P(O)u’(W — L) + (1 — P(O))u'(W).

Nétese que ambos lados de la desigualdad son positivos, pues P(0) < 0. Esta
condicién significa que, para que convenga gastar en equipos antirrobo, el
aumento esperado en “ttiles” al afectar en el margen el estado de la natu-
raleza debe ser mayor al incremento de la utilidad marginal esperada por
tener mas riqueza al no gastarla en aparatos antirrobo.

3.10. a) Como la industria es competitiva e indiferente hacia el riesgo, la
prima 7° cargada a un individuo de e afios de edad tiene que satisfacer:

£

e_ __€ e
100(1t o+(@1 100)1t 0.

Es decir, n° = (ec/100).

. b) Recuerde que cualquier individuo tiene la opcién de elegir entre el
‘seguro del gobierno o el seguro privado. Es por tanto claro que el programa
gubernamental no atraerd a los més jovenes. Sea ¢" la edad minima en el
grupo que se asegura con el gobierno (es decir, un individuo con esa edad
seria indiferente entre contratar el seguro privado o el ptiblico).

Ahora bien, como el programa tiene que pagarse solo, el gobierno tiene
que fijar su prima a partir de la edad promedio de su grupo asegurado. Dado
que la distribucién de la edad de la poblacién es uniforme, éste promedio
estd dado por (90 + €%)/2. Es decir, la prima general cargada por el gobierno
tiene que ser:

90 + e*)c
FNCIETy"S
200
Asi pues, usando esta ultima ecuacién y la respuesta al inciso anterior,

para una persona con edad ¢” que fuese indiferente entre ambas p6lizas tiene
que cumplirse que:

(90+€e") _gc
200 100

Pero entonces e” = 90. Esto demuestra que la péliza del gobierno podria s6lo

atraer a las personas de 90 afios (los cuales son de hecho indiferentes a los
dos tipos de seguros).

3.11. a) Para que la funcién de utilidad sea valida necesitamos requerir
de entrada que la utilidad marginal sea positiva: 1’ (W) =2aW +b > 0. Mas
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aun, para que haya aversién al riesgo se requiere concavidad estricta:
u”(W) = 2a < 0. Por tanto, requerimos que a < 0. Pero entonces también debe-
mos requerir que b > 0, pues de otra manera no habria W que satisfaciera la
desigualdad 0 < W < —b/2a.

b) La medida de aversién absoluta al riesgo est4 dada por

__ W)y 2
RW) = w(W)  2aW+b’
la cual es creciente en W pues
2
LZ > O.
(2aW + b)

Por otro lado, la medida de aversién relativa al riesgo es

Ra'(VV) =

Wu”(W) _ 2aW
w(W)y — 2aW+b’

R (W) =-

la cual es también creciente en W ya que

QaW+b)2 "~

Sobra afiadir que no es muy plausible el pensar que la aversion al riesgo se
incremente con la riqueza.

RI(W)=-

3.12.a) Lariqueza terminal (aleatoria) de Precavida, una vez distribuidos
los huevos en las dos canastas, esta dada por:

(1 - o)W+ paW = W(r + a8).
Asi pues, ella tiene que maximizar respecto a o la utilidad esperada
Eu(ct) = | [aW? (v + 08)2 + bBW(r + a8)] (8) d6,
donde la integral estd definida sobre cualquiera que sea el soporte de la

densidad.

Desarrollando los términos dentro de la integral anterior, y recordando
que

Jof@ do=p y [o®)do=c?+2,

obtenemos entonces la funcién objetivo a maximizar:
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Eu(o) = aW [r? + 20y + o (62 + u?)] + bBW(r + o). (10.13)

b) Derivando con respecto a o la ecuacién (10.13) e igualando a cero
obtenemos la condicién de primer orden (suponiendo que la solucién es
interior):

Eu'(0)) = aW *[2rp + 206" + p2)] + bW =0, (10.14)
la cual nos lleva directamente a: ‘
af= — Ml% . (10'15)
2aW(o* + 1)

Supondremos de aqui en adelante que los pardmetros del problema son tales
que o es mayor que cero. Esto es muy probable, pero no siempre es cierto.
Para verlo note que el denominador en (10.15) es negativo puesto que a <0
(véase el ejercicio anterior). Hasta ahi vamos bien, pues este signo negativo -
cancela al otro que esta antes del cociente. No obstante, el hecho que
uw' (W) =2aW + b > 0 no implica necesariamente que el numerador en (10.15)
sea positivo: si el rendimiento bruto del activo sin riesgo, r, es suficiente-
mente mayor a 1, entonces el numerador se volveria negativo (y en ese caso
la decisién 6ptima seria el invertir solamente en el activo sin riesgo).

Nétese finalmente que la solucién encontrada en (10.15) es un maximo,
pues la segunda derivada de la funcién objetivo (10.13) es

Eu” (o) = 2aW 4(c> + p?),

la cual es negativa.

c) Para encontrar el impacto de un cambio en la media puede uno
encontrar la correspondiente derivada parcial usando (10.15). Pero es mas
limpio el siguiente procedimiento: la condicién (10.14) puede ser vista como
una relacién que establece que Ev’(ct, i1, 6°) = 0. Por tanto, por el teorema de
la funcién implicita:

do _ _ OEu/(a, p, 63)/0p
ol oEu'(a, p, 62)/90

(10.16)

Ahora bien, en el inciso anterior mostramos que €l denominador que
aparece en (10.16) es negativo (pues es la condicién de segundo orden). De
alli se sigue que el signo de da./dy es el mismo que el signo de:

JEu (SL + ) _ W2aWr +b) + dolaWis.
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El primer término del lado derecho de esta tltima ecuaci6n es positivo, ya
que u'(W) =2aW + b > 0, pero el segundo término es negativo (ya que a <0).
Por lo tanto el signo de da/dp esta indeterminado (depende de los valores
precisos de los parametros y del nivel de la riqueza).

A primera vista tal indeterminacién pareceria paraddjica. Pero esto es
s6lo consecuencia del resultado obtenido en el problema anterior de que,
bajo una funcién de utilidad cuadratica, la aversién (absoluta y relativa) al
riesgo es creciente con la riqueza. Asf pues, aun cuando un incremento en la
media del activo riesgoso es por si mismo siempre bienvenido, Precavida
puede acabar con una riqueza terminal mas grande, lo cual la haria tener
simultdneamente una mayor aversién al riesgo.

Ahora examinemos el caso cuando la varianza cambia. Siguiendo el
mismo argumento que en los pérrafos anteriores, uno puede encontrar que
el signo de 9% es el mismo que el signo de

do?
’ u )
= (go.z’ .0 =2aW3o* <0.

Por tanto, y como uno esperaria, un incremento en la varianza conduce a una
disminucién en la cantidad a ser invertida en el activo riesgoso.

3.13. a) Sea o la cantidad a invertir en el activo i. Si denotamos por P al

rendimiento bruto de la cartera de inversién asi disefiada, entonces la espe-
ranza de esta variable aleatoria es igual a

n
EP)=Y o1 ;
i=1
mientras que su varianza esta dada por
n
ViP=Y @,
i=1

puesto que no hay covariancias entre las acciones. Por tanto, el problema que
enfrenta el inversionista puede ser escrito como:

Min 3 o c?
i=1

s. a: iaisw
l:-r‘ll
PIATIEITS

i=1
donde cada o, es, por hipétesis, positiva.
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Ahora bien, como la funcién objetivo es estrictamente convexa, el la-
grangeano para ese problema de minimizacién (no de maximizacion) es:

n n n
Lo, M=, 07 o7 = A | W= ot |=2, | Doy~ |-
i=1 i=1 i=1

Entre las condiciones de primer orden, suponiendo que la solucién es inte-
rior, se encuentran las siguientes:

aL . ,
-éa-—.=2aiof+?»1—lzui=0, i=1,...,m;

1

y de alli se sigue que, en el 6ptimo,

o =22ti—h (1017)

Puesto que las restricciones del problema tienen que ser también satis-
fechas, usando la ecuacién anterior podemos escribir las siguientes dos
ecuaciones linealesen A, y A,;:

L z )\,ui—-l &1 N
W=2 0= |5 |=h —Zgy? +4, ég

i=1 i=1 i i=1

Este sistema lineal puede ser resuelto mediante la regla de Cramer de la
manera siguiente. Si bl.}. denota el coeficiente en la i-ésima ecuacién de )\.j,
entonces

n 1 n l,[z n u
7| Zad|| 22|t 22

i=1 i

bll b12

A=
b21 b22

Consecuentemente, los valores 6ptimos de los precios sombra estin dados

por:
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Why M M

by &6t Peng
M="Qa ~ A

b W‘ 1 nooU

11 i
* b21 “’ —- 1=120? l=120-l?
2= A A '

Y asi, usando ademads (10.17), la cantidad 6ptima a invertir en el activo i esta
dado por:
LY
! 20;
Vale la pena destacar, como punto final, que la suposicién de que la
solucidn existe y es interior implica que: i) para todos los activos, . 2 1 (pues
nunca se invertiria en un activo si su rendimiento bruto esperado fuese
menor que uno); ii) u>W (de otra forma para qué invertir); y iii) para
cualquier par de activos i y j, debe ser el caso que si pu, < W, entonces 0'2 < 0’}
(de otra manera un activo dominaria al otro).
b) E1 1% extra en el rendimiento esperado acarrearia, aproximadamente,
un aumento en el riesgo del orden de A; .






XI. RESPUESTAS AL CAPITULO IV

4.1. a) El problema a resolver es:

c(w, y) =Min w x, +w,x,

.o l-a
s.ar XX, 2Y.
Ahora bien, como la Cobb-Douglas es cuasicéncava y la productivad margi-
nai de un factor es infinita cuando no se utiliza, sabemos que el problema

esta bien definido y la solucion es interior. Por tanto, dado el lagrangeano
L(w, \) =w,x, + w,x, — Ax{x; "% - y),
las condiciones de primer orden correspondientes estan dadas por:

w., — Ax® " x

l1-o .
1 12"0

w, - M1 -a)xjx, *=0 (11.1)

y a las cuales hay que agregar la restriccion con igualdad que aparece en el
problema de minimizacion.

Eliminando A en las dos ultimas ecuaciones obtenemos que
(1 -ow,x,
X =

2 ’
aw2

la cual puede sustituirse en (11.1) para obtener la demanda condicionada del
primer insumo

l1-a

v, (11.2a)

Qﬂb

xl(w, y) = (—1_—a)—z-u-:

y posteriormente la del segundo
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a- ow, 3

aw2

xz(w, y) = (11 2b)

b) El costo marginal esta dado por el precio sombra de la restriccién, el
cual, por (11.1), (11.2a) y (11.2b), es:

a 1-a
* _ & wZ

¢) La funcién de costos se obtiene evaluando en el éptimo la funcién
objetivo:

1-o o
- o 1-a
c(w, y) =w,x (W, y) + wx,(w, y) = yw‘l" w; a [[1 = OJ + (T} ] .

Esta expresién puede a su vez reescribirse finalmente como:
cw, y)=a"*(1-a)* wfwl~%y. (11.3)

Vale la pena observar que la funcién de costos anterior es también, como
funcién de los precios de los insumos, de la forma Cobb-Douglas (es una fun-
cién dual de la de produccién). Ademads, la funcién de costos es lineal en y,
lo cual es consecuencia de que, dados los valores de los parametros, la
funcién de produccién exhibe rendimientos constantes a escala. En efecto,
como para duplicar la produccién se requiere duplicar exactamente el em-
pleo de cada uno de los factores, entonces los costos también deben dupli-
carse.

d) Comencemos mostrando que la primera demanda es homogénea de
grado cero. Sea t cualquier factor de escala, entonces se verifica de inmediato
que:

1-a

taw2

x,(tw, y) = m - y=x,(w,y).

Algo similar resultaria en el caso de la demanda condicionada del

segundo factor. Y, por tanto, la funcién de costos es en turno homogénea de
grado 1: '

c(tw, y) = tw x,(tw, y) + tw,x (tw, y) = te(w, y) .
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e) Veriquemos el lema de Shepard para la primera demanda condiciona-
da. Derivando (11.3) obtenemos:

expresién que coincide con la dada en (11.2a).

4.2. a) Es muy importante notar de entrada que la funcién de produccién
es estrictamente céncava. Debido a ello, el problema de maximizacién de
beneficios estd bien definido (no lo estaria si la funcién fuese tan solo
cuasiconcava). El problema a resolver es de la forma:

n(p, w) =Max py - wx, —w,x,

s.a: y=4x)"%x )74 (11.4)

Sustituyendo la restriccién en (11.4) en la funcién objetivo y derivando ésta
respecto a los dos factores obtenemos que, en el 6ptimo,

-3/4,.1/4 1/4

— 3/4
PX, X, Fw Y Py

xz‘ =W,

es decir, el valor de las productividades marginales debe ser igual, en el
optimo, al costo marginal de los factores. De las dos tltimas ecuaciones se
obtienen de inmediato las demandas de los factores en términos de los
precios:

x,(p, w)y=p*w; w1y x(p, w) =prw; Vw32 (11.5)

La funcién de oferta puede ser ahora escrita, empleando (11.4) y (11.5),
como

y(p, w) = 4p(w,w,) %
mientras que la funcién de beneficios es de la forma
T(p, w) = py(p, w) ~ w,x,(p, W) - wyx,(p, w) =W ww) V2 (116)
b) Tras derivar de manera acorde (11.6) podemos verificar el lema de

Hotelling para el caso de la oferta, asi como para, digamos, la demanda del
primer insumo:
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an -
op = ) V2 = y(p, w)

on _ _
o pzwl 32 w; 12 _ _ x,(p, w) .

4.3. Por el lema de Shephard, las demandas de los insumos son, en el
optimo, x, = vy x,= y*. Por tanto, la funcién de produccién es de la forma:

= Min [y17k 17k
y—Mm{x1 , Xy }

4.4. a) Por el lema de Shepard y el llamado teorema de Young, requeri-
mos de entrada que

E)x1 _ axz .
T, ow,’

es decir que, para cualquier vector de precios,

a.Y _anY
—=— = ga._=a, =0

Y asi, por vacuidad, la funcién de costos subyacente seria céncava en los
precios de los factores. Ademas requerimos que los costos sean crecientes en
el nivel de produccién, por lo que a,>0.

b) I.’or el inciso anterior, x,(w, y) =4,y y x,(w, ¥) =a,,y. En consecuencia,
la funcién de costos es de la forma:

c(w, y) = (a,,w, +a,,w,)y,

y la funcién de produccién es

X, X
y=Min \ ,—2‘.

—

2

11 a22

4.5. Sabemos que la funcién de costos es homogénea de grado uno en
w. Por tanto, por el Ejercicio 1.13, sus primeras derivadas parciales son
homogéneas de grado cero. Asi pues, por el lema de Shepard, las demandas
condicionadas son homogéneas de grado cero. Aplicando finalmente el
teorema de Euler (véase el Ejercicio 1.14), obtenemos la solucién.
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4.6. Por el lema de Shepard, tal elasticidad puede reexpresarse como:

c(y, w) 9x/ aw]. (3x/ awj) (w/x) €,
o(w, y) = XX, - X, w/c(y, w) T

~

4.7. a) Necesitamos encontrar la funcion de beneficios en el largo plazo
para derivar, a partir de ella, la funcién de produccién. ;Cémo podemos
hallarla? La clave radica en el llamado teorema de la envolvente el cual
establece, en nuestro contexto, que el maximo de la funcién de beneficios en
el largo plazo coincide con el maximo de la de corto plazo. Pero este nivel
éptimo del factor fijo puede ser obtenido facilmente:

a‘ﬂ:(p, w,; k) _ 1 -1/2 _ * _ pZ
— 5 _Epk —wz—O = k ————4w§.
Asi pues, la funcién de beneficios en el largo plazo puede ser encontrada tras
reemplazar el nivel 6ptimo anterior en la funcién de corto plazo:

w1 w

2
np, w) = % (—1— + —1——} . (11.7)
2

Empleando (11.7), asi como el lema de Hotelling, podemos derivar
entonces la oferta y las demandas que maximizan los beneficios en el largo
plazo:

yp, w)=L R x(p,w):ﬁz— y x(p,w)= i . (118)
2w, w, 1 4wf 2 4

A

N§\’

Ahora bien, despejando los precios de los factores que aparecen en las dos
demandas,

w =Bx—1/2

P -12
159% Y W,=E5x

2 ’

por lo que, finalmente, la funcién de produccién puede ser encontrada
insertando estas dos tltimas ecuaciones en la ecuacién de la oferta que
aparece también en (11.8):

172 + x1/2.

252 942
=X 2

_ N
y‘f(x"xz)'Z[ p T p
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b) En (11.8) aparece la oferta en el largo plazo, mientras que la oferta en
el corto plazo puede ser derivada por el lema de Hotelling como:

on(p, w; k) _ p 12
ap T 2w, +k

yp, w; k)= (11.9)

As{ pues, empleando (11.9) y (11.8), podemos encontrar que las elastici-
dades en el corto y largo plazos estdn dadas por:

ce_Oypwikyp__ p

¢ o Yy p+2wk?’

w, w B

w_Oypw)p 1(1 1)\P_
g’ = = +
y 2\w, w, |y
Ahora bien, como (p + 2w,k/?) > p, entonces £F < €'*, y el principio de Le
Chatelier es confirmado.

4.8. a) Si w,+w,>w, la demanda es cero. Si w,+w, <w,, entonces
xz(w, Y=y.5i W, + W, =W, la empresa podria demandar cualquier x, tal que
O<x,<y.

b) Seaz =Min x,, x3}. Es claro que la funcién de produccién lineal y = x, +z
tiene asociada una funcién de costos de la forma c(w, y) =Min Wy, WY,
donde w,, el precio implicito del factor compuesto z, es igual a w, + w,. Asi
pues,

c(w, y) =Min {w w,+w }y

4.9. a) Reemplazando z=x, +x, en la funcién de produccién encontra-
mos que, en el 6ptimo del problema de minimizacién de costos, z = X, =Y.
Por tanto,

c(w, y) =wzy1/2+w3y=Min{ }y1/2+w y.

b) Entre los dos factores de produccién se elegird aquél cuyo precio sea
el menor (si cuestan igual, cualquier combinacién entre ellos es 6ptima). Por
tanto, paray >0,

c(w, y) = Min {w,, w, |y +1)

(si no hay produccién, la funcién de costos es cero).
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4.10. a) Inconsistente. Por el lema de Shepard y la concavidad de la
funcién de costos, dx,/dw, <0. Asi pues, al menos una de las siguientes
condiciones tiene que cumplirse: dx,/0w, 20 6 dx,/dw, 2 0. Uno no podria
reducir el empleo de todos los insumos y mantener el mismo nivel de
produccion.

b) Consistente. Supongay =x, +x,+x,y w, > w,.

¢) Inconsistente. Esto unphcarla que la empresa no estaba de entrada
minimizando sus costos.

d) Consistente. Considere por ejemplo el caso del Ejercicio 4.8.

4.11. a) Como a,, = 0.1, a,= 03,4, = 02y ay,= 04,
_{0.1 03
A= (0.2 0.4]'
b) Note primero que la industria de la mantequilla debe producir una

cantidad total x que cubra las necesidades de insumos de ambas industrias,
asi como la demanda de consumo final:

xm = allxm + a12xc + ym'
Recuerde que en este modelo la mantequilla es necesaria para producir
cemento, de alli el segundo término en el lado derecho de la ecuacién. De
manera similar, la cantidad total de cemento X, debe satisfacer:

X =a,x +a,X +Y.

Las dos ecuaciones anteriores se pueden representar ahora en forma

matricial como
x a,. a.,\(x y
m|_ 11 12 m + m = x=Ax+ Y,
xg a21 aZ2 xc y [4

o de manera equivalente como
y=({I-A)x

¢) Para empezar,

(09 —03 .1 (5/4 5/8
I A‘{-o.z 0.6 ] = (I-4) ‘(5/12 15/8}‘
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Ahora bien, como x = (I - A ) ~ 1y, entonces la solucién es:
Xn|_ (574 5/8 Y(1)_(15/8
[xc]‘ (5/12 15/8] (1]‘ (55/24)' (11.10)

4.12. a) Para poder obtener el vector de produccién encontrado en (11.10)
requerimos

L=0.3 (15/8) + 0.4 (55/24) = 1.48 dias-hombre.

b) Puesto que L =3, entonces 0.3x _+0.4x_=3. Esta restriccion puede
simbolizarse en términos vectoriales como (03 0.4)x = 3. Por otro lado,
x=(I-A)! y, asi que la economia esta constrefiida a satisfacer la ecuacion:

(03 04)(I-A)y=3. (11.11)

Sustituyendo ahora en la ecuacién anterior los valores de A, y recordan-
doquey=(y, Yy, .ol.atenemos, tras un poco de algebra, que la restriccién
(11.11) puede reescribirse como:

Esta es la condicién que cualquier vector de consumo final debe satisfacer.

4.13. a) Sea x, la cantidad a determinar del i-ésimo alimento que debe
dérsele al animal. El problema de programacién lineal es entonces:

Min 2x1 +x,+ 103(3
s. a: 2x1 + 22 + 20x3 220
4xl +x,2 15

x,20,%,20,x,20. (11.12)



RESPUESTAS AL CAPITULO IV 107

b) El problema dual es de la forma:
Max 20y, + 15y,
s.a: 2y, +4y,<2
2y +y,<1
20y, <10
¥,20,y,20. (11.13)

Las variables duales nos dan el precio sombra de las restricciones en el
problema original. En nuestro contexto, cada y. podria pensarse como el
precio que tendria una pildora del nutriente i sin necesidad de darselo al
animal a través de los alimentos. Asi, el problema dual podria interpretarse
como aquel que resolveria una empresa que pudiera vender esas pildoras
para maximizar sus beneficios, pero sujeta al hecho de que si da muy caras
las pildoras entonces el granjero preferiria los alimentos como fuentes nutri-
cionales para su animal.

4.14. a) El problema anterior si puede resolverse mediante el método de
Kuhn-Tucker. Sin embargo, tal ruta seria muy tediosa, pues tendriamos que
verificar cada una de las posibles intersecciones de las restricciones listadas
en (11.12). En general, los problemas de programacién lineal pueden resol-
verse mas facilmente mediante el algoritmo llamado “Simplex” (o alguno de
sus descendientes mejorados).

b) Para nuestro caso particular, la solucién puede encontrarse facilmente
a través del dual. Observemos primero que la tercera restriccién que aparece
en (11.13) no sera efectiva en el é6ptimo (una grafica puede ayudarlo aqui).
Por tanto, el precio sombra asociado a ella, justo x,, vale cero en el optimo.
Las otras dos restricciones si son efectivas en el 6ptimo; de hecho, como
puede verificarse facilmente, la solucién del dual es y; =y, = 1/3. Como ya
sabemos que las dos restricciones en (11.12) seran efectivas en el éptimo y
que x;, =0, entonces se sigue de inmediato que x; =5/3 y x;=25/3, con un
costo final de 35/3.
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5.1. Para cada empresa el precio p es paramétrico. Por tanto, la oferta indivi-
dual satisface en el 6ptimo: p = ¢’(y) = 2y. Asi pues, la oferta de cada empresa
en el largo plazo es de la forma y(p) = p/2, siempre y cuando ésta produzca
al menos en su punto de equilibrio. Este se encuentra a su vez en el minimo
de sus costos medios (unitarios), los cuales estan dados por:

‘CMe(y) =y + 1/ y

;Denvando e igualando a cero esta ultlma expresxon encontramos que y* =1,
‘donde el precio consistente con tal produccién es p* = 2. Este es el precio de
equilibrio, pues, de acuerdo con el modelo de Marshall, no hay costos de
entrada ni de salida: si el precio en un determinado momento fuese mayor
(menor) que 2, entonces pronto habria mas (menos) empresas vendiendo el
producto, lo cual reduciria (aumentaria) el precio. Finalmente, dado que a
ese precio la demanda del mercado seria 8, entonces en el largo plazo s6lo
sobrevivirian 8 empresas. .

52.a) Dado que el problema de maximizacién que enfrenta el monopo-
lista es

Max n(y) = yd(y) — c(y) — ty,
las condiciones de optimalidad de primer y segundo orden son
() =dy) +yd'(y) - c'(y) -t =0 (12.1)
- (y) =yd”(y) + 24°(y) — " (y) < 0.
Sin embargo, esta ltima condicién no puede garantizarse con los supuestos
del problema.
b) Si representamos la condicion (12.1) como ®@(y, ) = 0, entonces, por el

teorema de la funcién implicita,

109



110 EJERCICIOS DE TEORfA MICROECONOMICA

 __ %1

= —<0
ot o, ")
(suponiendo que la condicién de segundo orden se cumple).
Finalmente, los beneficios monopdélicos pueden expresarse como

n(y" (1)) =y (DA () - cy" () — ty"(®),

de modo que, derivando con respecto ¢t y empleando (12.1),

9% [y ) + ¥ OF G O) = GO 1] 5O - ¥ ) =~ §(0) <0

5.3. a) El problema que enfrenta el monopolista es:

Max (200 - Yy, + (100 - 03y )y, -

Derivando la funcién objetivo respecto a cada una de las variables e igualan-
do las expresiones a cero obtenemos facilmente la solucién:

y;‘=100, y’e‘:lOO, p* =200, p:=50, n;‘+1t:=15 000.

Observe como el monopolista carga un precio mayor en el mercado con
demanda mas inelastica.

b) Como el monopolista no puede discriminar, p,=p,, por lo que el
problema que enfrenta se transforma en:

Max (200 - )y, + (100 - 0.5y,)y,

s.a: 200 - y,= 100 - O.Sye .

Sustituyendo en la funcién objetivo la restriccion, y derivando de manera
ordinaria, obtenemos la nueva solucién:

. 400 L 200 ,_ . 200 . ._
vi=5 =5 PP =" )+~ 13333,

5.4. La empresa resuelve el siguiente problema:

Max py-c(y)

s.ar Y<Sy,.
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Tras escribir el lagrangeano correspondiente, las condiciones de Kuhn Tuc-
ker resultan ser de la forma:

oL(y", \)

LWL .
3y =0, A a =0
donde
JoL(y", A _ BL(y*, Ay i

TR AR el

Por tanto, si y* =y, entonces A* >0y p=c'(y*) + A". Es decir, como en el
caso del monopolista, en su nivel 6ptimo de produccion ¢'(y*) < p.

5.5. En un monopolio n =1y s =1, por lo que el indice de Herfindahl es
igual a uno. Por otro lado, hay competencia perfecta si s,=s, para toda i, k.
Por tanto, si hay n empresas competitivas, el valor del mdme es

(el cual tiende a cero a medida que el niimero de empresas tiende a infinito).

5.6. Sea Y la produccion total de la industria. El problema de maximiza-
cién de beneficios de la empresa es de la forma

Max p(Y)y - c(y),
para el cual, en el 6ptimo, |

dp dy
P+Y g gy~ CB=0

Pero entonces

1_CW _ _ydpdy ydy( Ydp)_
p ~ pdYdy Ydy| pdYy e'

5.7. a) Notemos para empezar que B(y, q) es la integral de la demanda
inversa p(y, 4), suponiendo que § permanece constante. Asi pues, dicha
demanda del mercado puede recobrarse de la siguiente manera:

Py, 9) = dB/dy = (6 — 2y)4. (12.2)
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Por consiguiente, dada la ecuacion (12.2), el problema de optimizacién
para el monopolio es:

Max p(y, 9)y - y4*

Derivando parcialmente la funcién objetivo respecto a las dos variables e
igualando los resultados a cero obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

6q9-4yq—q°=0,
6y — 2y — 2yq = 0.

La tnica solucién del sistema anterior que resulta ser un maximo es y* =1,

g* =2y, por consiguiente, p* =8. (Las otras soluciones resultan ser puntos
silla, como puede verificarlo usted mismo).
b) El problema a resolver por la agencia regulatoria es:

Max (6 —y)qy — yqz.

Tras derivar parcialmente esa funcién objetivo e igualar a cero el resultado
se obtiene que, en el 6ptimo,

6q9—2yq~4*>=0,

6y —y* —2yq =0.

La tinica solucién del sistema anterior que resulta ser un maximo es y* =2,
q" =2y, empleando (12.2), p* = 4. Es decir, la agencia regulatoria obligara a
mantener la calidad pero incrementar la producciéon hasta que el precio se
reduzca a la mitad. '

5.8.a) El problema de maximizacién que enfrenta la primera empresa es:
Max (10 - 2y, - 2y,)y, - 5y,,

dado cualquier nivel de produccién de la otra empresa. Mediante la condi-
cién de primer orden correspondiente podemos obtener entonces la curva de
reaccién de la primera empresa:

5-2y,

Yy, = R (12.3)
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y, por simetria, la curva de reaccién de la segunda empresa es entonces

5-2y,
Yy =—7 (12.4)

La solucién simultdnea de las ecuaciones (12.3) y (12.4) nos da los niveles
6ptimos de produccion de las empresas, el llamado equilibrio de Cournot
(también conocido como el equilibrio de Cournot-Nash); una vez obtenido
éstos, puede uno facilmente calcular el precio que regira en el mercado y los
beneficios finales de las empresas. Los valores especificos son:

5 20
C_oyC=Z 0o o Copl=2
yl_y2_6,p_3,nl_n2_18_

b) Como la primera empresa es la lider, entonces incorpora la funcién de

reaccién de la empresa seguidora, dada en (12.4), en su problema de maxi-
mizacién:

Max [10 -2y, - 2y,(y, )y, - 5y, .

El nivel de produccién éptimo de la empresa lider se obtiene directa-
mente resolviendo el problema anterior. Una vez hecho esto, puede emplear-
se (12.4) para encontrar el nivel 6ptimo para la empresa seguidora. Los
valores finales son:

s_9 s_5 s_25 s 25 5 25

=g =g P=g M= M 3

. Como era de esperarse, en el equilibrio de Stackelberg la empresa lider
incrementa sus utilidades a costa de la empresa seguidora.

c) Las empresas actuaran ahora como un monopolista que enfrenta el
problema

Max (10 -2Y)Y -5Y,

por lo que, en el 6ptimo,

mM_30 m_25
,p—4,ﬂ—8.

YM=

FIS

La produccién y las ganancias pueden entonces repartirse en partes iguales,
logrando asi mayores beneficios que en cualquier otra situacién.
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5.9. a) La condicién de primer orden para cada empresa es de la forma:
-y, +5-Y=1 (i=1,...,n). (12.5)

Asi pues, es evidente que no puede existir un equilibrio dez Cournot tal que
y,#Yy, pues ambas empresas tendrian que satisfacer mmultaneamegte (12.5).
Noétese, sin embargo, que una suposicién clave para esta conclusion es que
las empresas no tengan costos fijos. Si los hubiese, entonces bien podria ser
el caso que algunas de ellas tuvieran que salir del mercado para poder existir
un equilibrio.

b) Por el inciso anterior, podemos ahora reescribir (12.5) como:

C C-
-y +5-ny =1

Resolviendo esta tltima ecuacién, y empleando la ecuacién de la demanda,
obtenemos entonces que:

C _ 4 . _ 4n c 5+n
Yi=1en G=1,...m, YC_(1+11)’ Pr=1+n

Finalmente, haciendo crecer el niimero de empresas hasta el infinito encon-
tramos que el precio tenderia a ser 1, justo el costo marginal de cada empresa.
. Por consiguiente, el precio de equilibrio de Cournot convergeria al precio de
equilibrio que prevaleceria en una industria plenamente competitiva.

¢) Notemos para empezar que, mediante un razonamiento analogo al
utilizado en el inciso a), si existiera un equilibrio de Bertrand, entonces éste
tendria que ser simétrico (los precios de los productos de todas las empresas
deberian ser iguales). '

Afirmamos ahora que no es posible que tal precio de equilibrio exceda
los costos marginales (y medios) de cada empresa; es decir, se afirma que no
es posible que p,=p > 1 para toda i. Suponga, por contradiccién, que ése es
el caso. Suponiendo ademas, sin perder la generalidad, que todos participan
equitativamente del mercado, entonces cada empresa obtendria en tal caso
unos beneficios iguales a

P60

! n

Ahora bien, tarde o temprano una empresa, digamos la primera, se dara
cuenta de que si cambiara su precio a p, =P —€>1, con € un niimero positivo
y suficientemente pequefo, entonces capturaria todo el mercado y obtendria
beneficios
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_ _ p(5-p)
n1=(p—e)(5—p+e)>¥.
Asi pues, resulta que la antigua solucién no era un equilibrio; por consi-

guiente, el tinico posible es el que no admita una reduccién en el precio. Es
decir, el tnico precio de equilibrio posible seria p® = 1.

5.10. Observe primero que la demanda del mercado es tal que pY =k,
donde k es una constante, p es el precio del bien y Y es la produccién total de
la industria. Por lo tanto, la demanda inversa es:

k
pN =%
Ahora bien, como el problema que enfrenta cada empresa es de la forma
Max p(Y)yi— ay,,

la condicién de optimalidad esta dada entonces por

kK .k kv, &
-y +——a=- +—=-a=0, (12.6)
Y 2 yl Y ("yi)z nyi
donde en la segunda ecuacién, por razones andlogas a las dadas en el
ejercicio anterior, hemos empleado el hecho de que, en equilibrio, y, = y,para -
todai, j. :

- Supongamos primero que a > 0. Resolviendo (12.6) y usando la ecuacién
de la demanda, encontramos que en el equilibrio de Cournot,

c_k(n-1) Yc_k(”"l) c__an

¥i = 2 U ET T P
an an n-1
¢Qué sucederia si a = 0? Entonces, si empledsemos la ecuacién (12.6), obten-
driamos una contradiccion, pues la tinica manera en que se cumpliria la
igualdad seria si todas las empresas produjeran un nimero infinito de
unidades. Pero esto llevaria entonces a un precio igual a cero y todas las
empresas incurririan en pérdidas. Por tanto, no existe un equilibrio de
Cournot.

5.11. a) El problema del consumidor representativo es maximizar su
utilidad sujeto a su restriccion presupuestal,

Pyt Py, +tx=m,
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donde m es su ingreso total. Para que esté bien definido ese problema
requerimos que v(y,, y ) sea una funcién estrictamente céncava. Esto puede
asegurarse si4f? — y2 > 0 (verifique este aserto encontrando el hessiano de la
funcioén).

Estableciendo ahora el lagrangeano

L(yllyzrxt 7\-)=0‘(]/1+y2)"7y1y2" B(y%"']/%)+x‘7"(P1y1+P2y2+x"m)

y suponiendo que la condicién es interior, encontramos las siguientes condi-
ciones de primer orden (aparte de la restriccién presupuestaria):

oL
Wl il (7% 2By, -Ap, =0 (12.7)
L3}
oL
3y, =oa—vy, - 2By, - Ap,=0 (12.8)
oL
3 =1-A=0. (12.9)

Ahora bien, sustituyendo (12.9) en (12.7) y (12.8) encontramos que:
pl =o0- 'sz - 2By1 (1210)

p,=o—vy, — 2By, (12.11)

Las dos dltimas ecuaciones establecen las demandas inversas. Para en-
contrar las demandas, simplemente tenemos que reexpresar esas dos ecua-
ciones en términos de las cantidades, no de los precios. Tras un poco de
simple algebra las demandas ordinarias acaban siendo:

y,=a~bp +cp, (12.12)
y,=a-bp,+cp, (12.13)
donde
a b= 2p c= Y

Sy Iy T

Observe que los pardmetros 4, b y ¢ son estrictamente positivos, ya que
4p% - y2> 0 por hipétesis. Esto implica en particular que los dos productos
son considerados como sustitutos por el consumidor.
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b) La primera empresa maximiza sus beneficios a través de su nivel de
produccién, y tomando como dada la produccién de su contrincante. Em-
pleando la demanda inversa (12.10), el problema de maximizacién a resolver
es entonces:

Max (o —vy, - 2[3y1)y1 - ky1 .

A partir de alli, por un procedimiento analogo al empleado en el Ejercicio
5.8, puede derivarse la curva de reaccién de la empresa:

ot—k--'yy2
yl(y2)=T;

y, de manera simétrica, la curva de reaccion de la segunda empresa es:
o—-k- YY,
yz(yl) = _—4 B .

Asi pues, tras resolver estas dos ultimas ecuaciones simultaneas, encontra-
. mos que las cantidades a producir por cada empresa en el equilibrio de
Cournot-Nash estan dadas por:

-c_=c_0o-c¢
NEN TRy

c¢) Ahora cada empresa maximiza sus beneficios tomando los precios de
la otra empresa como dados. Por consiguiente, empleando la ecuacién

(12.12), el problema que enfrenta, por ejemplo, la primera empresa es de la
forma:

Max p (@ -bp, +cp,) —k(a-bp, +dp,) .

La condicién de primer orden correspondiente nos lleva de inmediato a
la curva de reaccién (de precios) de la primera empresa y, por simetria,
también a la de la segunda empresa:

a+bc+ dp2
A

a+bc+ dp1
PP =35

Por tanto, resolviendo estas dos tiltimas ecuaciones, llegamos a'los precios
que prevalecerian en un equilibrio de Bertrand-Nash;



118 EJERCICIOS DE TEORIA MICROECONOMICA

_.B_a+bc
=P

Nétese, por cierto, que con el fin de tener precios positivos requerimos que
2b > d. Sin embargo, esto es muy plausible ya que es natural el pensar que
b>d (;por qué?).

Finalmente, aunque no es un requerimiento del ejercicio, bien puede uno
también preguntarse en cual juego las empresas tienen mayores beneficios,
asi como en cudl el consumidor obtiene una mayor utilidad. Los lectores que
aun no se hayan cansado del dlgebra pueden verificar que los beneficios de
las empresas son mayores cuando la competencia es en cantidades, mientras
que, si > v (lo cual es natural), la utilidad del consumidor es mayor cuando
la competencia es en precios.

B
1

p

5.12. Consideremos cualquier par de tiendas adyacentes que estan sepa-
radas, en equilibrio, por una distancia 4 (la cantidad a determinar). Supon-
gamos que la primera carga el précio p, y la segunda carga, sin pérdida de
generalidad, el precio de equilibrio p.

(Cémo podemos encontrar la demanda que enfrenta la primera empre-
sa? De acuerdo a como se plantea el problema, la cantidad p, + 2cz, es el costo
total que tendria que pagar el consumidor que se encuentra z, unidades lejos
de la primera tienda, si es que comprase su mercancia alli. Pero, por otro
lado, si él prefiriese comprar en la segunda tienda, el costo total seria
p + 2¢(d - z,). Asipues, el consumidor que seria indiferente entre comprar en
una tienda u otra es aquel para el cual

p,t+2z,=p+2c(d-z);

es decir, tal consumidor se halla a una distancia

P~P d
2= T3 (12.14)
de la primer tienda.

Ahora bien, todos los consumidores que se encuentran entre ese consu-
midor indiferente y la primer tienda habran de comprar en ella por necesi-
dad (;por qué?). Mas atin, como cada consumidor compra una unidad del
producto y hay un consumidor por unidad de distancia, entonces el valor de
z, dado en (12.4) representa la cantidad comprada por los residentes en el
lado, digamos, derecho de la primera empresa. Pero entonces, como algo
semejante ocurre en el lado izquierdo de la tienda, la demanda total que ésta
enfrenta es de la forma:
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ﬁ_pl
2c

x(p,) =2z, = +d.

Asi pues, si la empresa quiere maximizar sus beneficios tiene que resol-
ver, tomando el precio de equilibrio de las demés tiendas como dado, el
siguiente problema:

P—P
Max ©, =p x(p,) - F ={——2—c—1]p1 +dp, —F.

Derivando e igualando a cero la funcién objetivo, y suponiendo que la
solucién es interior, encontramos que su precio 6ptimo es:

p+2dc
A

Pero, por la simetria del problema, en equilibrio p, =p, por lo que
p = 2dc. Y, finalmente, como hay libre entrada de las tiendas, en equilibrio
n =0 para cada empresa; es decir:

n=x(p)p-F=2cd*~F=0 = d=VF/2c.

5.13. a) El problema que enfrenta cada empresa en el corto plazo es:

Max (150 - y, - 0.02 3" y)y, — 0.5y> + 20y — 270y, .
ixk
Tomando el nivel de produccién de las otras empresas como dado e igualan-
do a cero la derivada de la funcién objetivo obtenemos que, en el éptimo,

150 — 2y, -0.02 2 y,- 1.5y§ +40y, —270=0. (12.15)
itk
Ahora bien, como esta condicién es la misma para todas las otras 100
empresas, entonces podemos sustituir, en equilibrio, Y,=Yy, en la anterior
ecuacién para encontrar que:

1.5y2 - 36y, +120 =0.

Esta ultima ecuaci6n tiene dos soluciones, y, =4y y, = 20. Pero, como puede
verificarse derivando (12.15), la primera de ellas corresponde a un minimo
no a un maximo. En conclusién, en el equilibrio de corto plazo la solucién
para todas las empresas es:

yF =20, pF = 90, nCF = 400.
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b) En el equilibrio de largo plazo los beneficios son cero y el nimero de
empresas se determina endégenamente. Es decir, deben cumplirse simulta-
neamente la ecuacién (12.15) y la condicién de que el precio final iguale al
costo medio. Algebraicamente, el siguiente par de ecuaciones debe satisfa-
cerse:

1.5y7 - [38 - 0.02(n — 1)]y, +120=0
0.5y - [19 - 0.02(n - 1)]yk +120=0

Resolviendo el sistema anterior obtenemos que yLP 19 ynt?=160.21,y
esto a su vez implica que ka 70.5. La solucién anterior tiene el defecto de
que el nimero de empresas no es entero. Para ser realistas, el niimero de
empresas tiene que ser 160 y cada una de ellas tendra beneficios minimos,
aunque mayores que cero, en equilibrio (invitamos al lector a calcular estos,
empleando (12.15) y las funciones de demanda y de costos).
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6.1. a) Dado que las dos funciones de utilidad se comportan bien, la tasa
marginal de sustitucién puede ser facilmente encontrada, para cada indivi-
duo, formando el cociente de las utilidades marginales correspondientes:

Y

1

, TMS2 = b S r
y 2xy 2x,

T™MS] =
xy
Igualando ahora ambas tasas y usando el hecho de que en el agregado hay
una unidad de cada bien, se obtiene la ecuacién que describe la curva de

contrato (usando las coordenadas de la primera persona):

Y _ -y, *1

e = oy = .
X, 2Al-xy . 1T2ox

b) El problema de maximizacién del primer individuo estd dado por:
Max u (x,y)=xy

p 1
S. a: px+y=5_-+-2-

donde p=p_/p, (es decir, consideramos a y como el bien numerario). Dado
que la funcién'de utilidad es una Cobb-Douglas, podemos usar el ejercicio
&2.1 para obtener entonces las demandas éptimas para el primer individuo:

1 1
x(p)-z+;1;, yl(P)—— "

De manera similar, las demandas optlmas del segundo agente son:
1
P =¢ L, 6p » Yp) =73 £y 3
-Imponiendo ahora la condicién de equilibrio sobre uno de los dos
mercados de bienes (recuérdese que por la ley de Walras sélo es necesario
verificar uno de ellos), obtenemos la razén de precios que da validez al

equilibrio competitivo:

121
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~1,1. 1.1 =2
1=x(p)+x,(p)= 4+6+4p+6p = p=5-
Reemplazando el precio de equilibrio en todas las funciones de demanda,
encontramos finalmente las asignaciones competitivas:

. 2 4
(x;,y1)=( ]y(z, ¢ (5 7)

6.2.a) Seap=p /p de tal manera que la segunda mercancia se tomara
como el bien numerari6. En el caso del primer consumidor, dado el caracter
lineal de sus curvas de indiferencia, las demandas 6ptimas se encontraran
tipicamente en una ” g_squma * de la restriccién presupuestal px +y = 2p.

~ Mas especificamente, si p <1 entonces (xl, yl) (2,0); si p=1, entonces
cualquier punto sobre la recta x, +y, =2 es 6ptimo; y, finalmente, si p>1
entonces (x,, y,) = (0, 2p). Esta ultnna alternativa es en realidad irrelevante
para nuestro caso, ya que entonces ¥, > 2, lo cual no seria factible. Asi pues,
la curva de oferta del primer individuo estd descrita simplemente por la

ecuacion
x1+y1=2, (131)

la cual incluye en particular a la canasta x; =2,y, =0 (demandada cuando
p<1).

Por otro lado, el segundo consumidor maximiza una funcién de utilidad
Cobb-Douglas sujeto a la restriccién presupuestal px +y = 2/p, por lo que, de
manera similar al ejercicio 2.1, sus demandas 6ptimas estan dadas por:

1
X, ==, =1.
2%, Y,

Notemos, sin embargo, que en el caso limite de p,= 0 (es decir, sip — o) la
demanda y, puede tomar cualquier valor entre cero y dos. Por tanto, la curva
de oferta del segundo individuo estd dada por la linea

y,=1 (13.2)

cuando 0 < x, <2, y por cualquier y, factible cuando x, =0.

b) La interseccién de las dos curvas de oferta encontradas en el inciso
anterior, dadas en (13.1) y (13.2), nos lleva a las asignaciones que resultarian
en el equilibrio competitivo: x] =y; =x, =y, =1. Este resultado se obtiene
bajo el precio relativo de equilibrio p°=1.
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c) Para empezar, el nicleo es un segmento de la curva de contrato (pues
la coalicién formada por los dos individuos asi lo dispondria). En nuestro
caso la curva de contrato, que se obtiene al igualar las tasas marginales de
sustitucién de los dos individuos, esta dada por:

™St =1o1- TMS, = y,=x;

Xy x 1 1
es decir, la curva de contrato es una diagonal que une los dos origenes en la
caja de Edgeworth (jdibujela!). Ahora bien, cualquier elemento del ntcleo
tiene que satisfacer ademads las restricciones u,(x, ) 22 y u(x, )20, pues
éstos eran los niveles de utilidad que disfrutaban los individuos antes del
intercambio. Por tanto, el nuicleo esta dado tan solo por la mitad superior de
tal diagonal.

6.3. a) El primer agente tratard de fijar p de tal manera que pueda
incrementar al maximo su propia utilidad (a costas de la del segundo). Por
tanto, al monopolista le conviene fijarp=p / p, tan grande como sea posible,
ya que a medida que P, 0 resulta que x, — 0 lo cual a su vez conlleva un
incremento continuo en la utilidad del monopolista (pues los dos bienes son
para él sustitutos perfectos) y una reduccién continua en la utilidad del otro
agente. Asi pues, el resultado final serd x,=0,y,=1,x,=2,y, =1

b) En este caso la soluciéon puede encontrarse directamente sustituyendo
en las ecuaciones (13.1) y (13.2) el precio internacional. Haciendo esto se
obtiene que X, = 2, Y, = 0, x, = 2, Y,= 1.

6.4. a) Nétese que cualquier punto en la caja de Edgeworth que sea
interior no puede ser paretiano. La razén es que todo punto en el interior
representaria, por necesidad, un cruce de curvas de indiferencia de ambos
agentes y, por tanto, al sureste de tal interseccién siempre habria un cono de
asignaciones que dominaria a dicho punto. En definitiva, los tinicos puntos
que no pueden ser Pareto-dominados son aquellos que estan en los bordes
situados en el sur o el este de la caja de Edgeworth (jdibuje ésta y verifique
las aseveraciones anteriores!).

b) Hay un continuo de precios que podrian sostener un equilibrio:
cualquier p / P, tal que 1<p /p/ < 2. Las asignaciones correspondientes se-
rian soluciones de esquina (sobre el borde situado en el sur de la caja).

6.5. La asignacién (x,, y,, x,, y,).seria en nuestro caso justa si las dos
condiciones siguientes se cumplen:

Y

Y
u(x, y) > u (%, y,) = x +?>x +5
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"‘2("2' yz) > uz(xl, yl) = X+Y,>x ty, .

Pero, por factibihc_lad, x,=4-x,yy,=6~-y,. Asipues, las dos condiciones
anteriores se convierten en:

" 6=
2 2

4-x +6-y >x +y = 2x +2y <10.

Y

X+ >4-x+ = 2x, +y,>7

El conjunto de asignaciones justas esta definido por estas dos ultimas desi-
gualdades, asi como por las condiciones de factibilidad 0<x, <4,0<y, <6.

6.6. Dado que la mercancia x es un “mal” para el segundo individuo
mientras que es un bien para el primero, toda asignacién paretiana debe ser
tal que la mercancia x es consumida s6lo por este tiltimo. Asi pues, la curva

de contrato, usando las coordenadas de la primera persona, puede ser
descrita por el siguiente conjunto: ‘

{ap,ypl x,=1,05y <1},
Le pedimos ahora al lector curioso que explore, variando las dotaciones
iniciales de los dos individuos, la existencia de equilibrios competitivos en

esta economia tan especial.

6.7. Igualando a cero las dos funciones de exceso de demanda se obtiene
que

2p2+22p, - 13p,p, — 64p, + 20p2 + 48 =0
p,—2p,+2=0.
Pero estas dos ecuaciones se cumplen si y sé6lo si
22p, - 2)* +22(2p, - 2) - 13(2p, - 2) p, - 64p, + 20p% + 48 =0
& 8(p)~2p,+1) +44(p, - 1) - 26p% + 26p, - 64p, + 20p2 + 48 =0
& (p,-2)(p,~3)=0.

Por consiguiente, bajo los dos vectores de precios (1, p;, py=01.22) 6
(1, 4, 3) no hay exceso de demanda en los mercados del segundo y el tercer
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bien. Pero como en ambos casos el haz de precios es estrictamente positivo,
entonces podemos acudir a la ley de Walras para asegurar que tampoco
habria un exceso de demanda del primer bien. Asi pues, cualquiera de esos
dos vectores de precios representa un equilibrio competitivo.

6.8. a) Dado que para cada unidad producida de x se requieren dos
unidades de K y para cada unidad de y se necesita una de K, entonces una de
las restricciones que enfrenta Robinson Crusoe es:

2x +y < 150. (13.3)

De manera similar, si por cada unidad producida de x o y se requiere una
unidad de L entonces

x+y <100. (13.4)

Las desigualdades (13.3) y (13.4), junto con x, y 20, determinan el llamado
conjunto de posibilidades de produccién, cuya frontera esté constituida por
la llamada curva de transformacion (jgrafiquela!).

Asi pues, el 6ptimo paretiano es la solucion del siguiente problema de
Kuhn-Tucker:

Max u(x,y)=3logx+2logy,

sujeto al conjunto de posibilidades de produccién ya sefialado. Ahora bien,
como la funcién de utilidad es cuasicéncava, el conjunto factible es convexo
y la utilidad marginal es infinita cuando no hay consumo, el problema
anterior estd bien definido y puede ser facilmente resuelto mediante el
empleo de la funcién lagrangeana asociada. Se pide al lector hacer esto para
verificar que la solucién esta dada por: x° = 50 y y° = 50. Esto a su vez implica
que los insumos seran distribuidos como sigue: K:=100, KC 50,
L =L¢=50.

b) Sea, por ejemplo, y el bien numerario. Dado un vector de precios, el
consumidor iguala en el éptimo las tasas marginales de sustitucién con los
precios relativos:

) N
2 | (x =50,y =50) x

(pues podemos fijar arbitrariamente p =1).
Por otro lado, la empresa maximiza sus beneficios tomando todos los
precios como dados. Pero ndtese que si 1<p <2 entonces la compafiia

™S, =

N
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producird x =50 y y =50; en particular, si p; =3/2 entonces la oferta seria
igual a la demanda. Finalmente, dado que la tecnologia exhibe rendimientos
constantes a escala, las utilidades de la empresa tienen que ser iguales a cero
en equilibrio. Esto a su vez requiere que

Pi=2PktPL Y Py =P tPL
Es decir que

3.2 1= ¢ = =1
5" pK+pL y _pK+pL = pK—Z’ pL"'z‘

6.9. a) Lo que hace a este problema interesante es el hecho de que los
individuos pueden pedir prestado o prestar, dependiendo del valor de la
tasa de interés real r que es exdégena para ambos. De manera més precisa,
sabemos por el teorema de separacién que a cada uno de ellos le conviene
determinar primero el punto éptimo de su produccion para después deter-
minar su consumo éptimo. ‘

Consideremos el caso de la primera persona. Por un lado, si 1+r<2
entonces como productor le conviene convertir, usando su propia tecnologia,
sus seis unidades presentes de consumo en doce en el futuro (pues el
mercado sélo le podria dar 6[1 + r] unidades a cambio). Esa seria su oferta
como productor. Nétese que en ese caso su restriccidn presupuestaria, ya
como consumidor, estaria dada en valor presente por la ecuacion:

h 12

pl+1+r 1+7r°

Y viceversa: si 1 +7 > 2, entonces a él no le conviene usar su tecnologia sino

dejar al otro individuo que la use, prestandole incluso algunas de sus unida-
des presentes.

En resumen, el problema general que enfrenta la primera persona es:

Max p, f,
fi 12
.a: =——— §i <
s-ar Pt T 75747 sil+r<2
h .
y p1+1+r=6 sil+r22

Dado que la funcién objetivo es del tipo Cobb-Douglas, entonces, de manera
similar al Ejercicio 2.1, las demandas éptimas del primer individuo estan
dadas por:
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i) ==2—, =6 si1+r<2 (13.5)
1 1+r’71 B

=3, fin=31+r si 1+r22. (13.6)

¢Qué hay del segundo individuo? De nueva cuenta, de acuerdo con el
teorema de separacion, éste elige primero su produccién 6ptima para luego
encontrar su consumo optimo. Ahora bien, dado que la productividad mar-
ginal de su tecnologia se va a infinito cuando deja de producir (jverifique este
aserto!), la segunda persona siempre empleard su tecnologia, inde-
pendientemente del nivel de la tasa de interés del mercado.

Mas precisamente, como la segunda persona cuenta con doce unidades
iniciales, la ecuacion f, = 2V12 — p, representa su curva de posibilidades de
produccién. En el 6ptimo, la pendiente de esta curva debe ser igual, en valor
absoluto, a la tasa bruta dictada por el mercado:

1
\12-p,

por lo que su oferta en el primer periodo es

1
1 +7)?’

mientras que en el segundo periodo ofrecerd

=(1+7),

p(r) =12 (13.7)

fn=22-p =——. (13.8)

1+7

Dadas esas ofertas, ;cual es la restricciéon presupuestal que enfrenta el
segundo individuo en su problema de consumo? Esta es tal que, en valor
presente,

5 5

— S
p2+1+r p2+1+r’

por lo que, sustituyendo en esta ultima expresién las ecuaciones (13.7) y
(13.8), se concluye que

fz 1
p2+1+r=12+(1+r)2. (13.9)

Finalmente, dado que la segunda funcién de utilidad es también una Cobb-
Douglas, uno puede facilmente verificar que su maximizacién, sujeta a
(13.9), da como resultado las siguientes demandas éptimas:
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4o 2
P =8+ 2y as7 (13.10)
d -
fiin=41+n+ 3047 (13.11)

b) En el equilibrio competitivo, la oferta agregada debe igualar a la
demanda agregada tanto en el presente como en el futuro. Ahora bien, por
la ley de Walras s6lo es necesario verificar tal igualdad en uno de los dos
tiempos, digamos el presente.

Supongamos ahora que la tasa de interés en el equilibrio competitivo es
tal que 1+ r° < 2 (dejamos al lector probar que si tal desigualdad se revirtiera
no habria equilibrio alguno). En ese caso, como notamos en el inciso anterior,
p; =0 (puesf = 12). Asi pues, la tinica oferta de consumo presente seria la del
segundo individuo. Sumando ahora las demandas dadas en (13.5) y (13.10)
e igualando el resultado a la expresion dada en (13.7), obtenemos la condi-
cién que debe ser satisfecha en equilibrio:

6 +8+ 2 2=12————1——2—.
1+r 3(1+r) 1+7r)

Como el lector puede verificar, la tasa de interés (positiva) que resuelve esta
altima ecuacion es 7 = 0.74.

6.10. a) En este modelo se tienen desde un punto de vista formal seis
mercancias: el bien 1 en el periodo inicial (periodo 0); el bien 2 en el periodo
inicial (periodo 0); el bien 1 si es que ocurre el estado 1 en el periodo 1; el bien
2 sies que ocurre el estado 1 en el periodo 1; el bien 1 si es que ocurre el estado
2 en el periodo 1; y el bien 2 si es que ocurre el estado 2 en el periodo 1.

Mas formalmente, sea w' o la dotacién del bien j recibida por el individuo
i en el periodo 0, y sea w_la dotacién del bien j j que recibiria el individuo i si
es que ocurriese el estado de la naturaleza s. Entonces, el vector de dotaciones
del individuo i es de la forma

-

10/ wzo' wn' wzv wlz' wzz)

De manera paralela, el vector de consumo de la persona esta dado por

(xxx

100 X200 Xy X (13.12)

11/ 1'

o, de una manera mas simplificada,

xt —(xo, l,x ‘), donde x* —-(xm, 0) , x‘ (xu, 1) , x‘2=(x’12, x’zz) .
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La estructura de un modelo clasico de intercambio requiere finalmente
el supuesto de que los mercados son completos. Es decir, existe desde el
inicio un mercado a futuro para cada una de las mercancias contingentes.
Siendo asi, desde el inicio se puede hablar de un vector de precios de la forma
P =P, Py Py Py Ps Po) Para la canasta descrita en (13.12).

b) Dados los supuestos del inciso, la funcion de utilidad intertemporal
de cada persona es de la forma

v (x') = u(x) + B’ [n’iui(x;) + n;ui(x;):l )

donde hemos afiadido un factor subjetivo de descuento (que bien puede ser
igual a uno) y donde las probabilidades subjetivas son tales que n; + n; =1.

Ahora bien, si u-) es una funcién estrictamente céncava entonces v()
también lo es (esto se puede probar de manera similar al ejercicio 1.16).
También es claro que, como las preferencias son estrictamente convexas, el
exceso de demanda agregada esta bien definido y es continuo. Asi pues,
aplicando el teorema de Brower [de manera similar a Mas-Colell et al. (1995,
p- 588) o Varian (1992, p. 321)], existe un equilibrio competitivo en esta
economia.






XIV. RESPUESTAS AL CAPITULO VII

7.1. a) La costumbre de la comunidad implica que los pescadores buscaran
distribuirse de tal manera que todos reciban al final el mismo naimero de
truchas (pues si en algan lago se reciben mas, entonces habria incentivos
para que al menos alguien dejara el otro lago y se trasladase a éste). Puesto
en términos técnicos, el equilibrio comunitario requiere que la productividad
promedio sea la misma en ambos lagos:

2

12L, - Lj _ 6_L2.

L, L,
De aqui que L{=6 y LS =14. Por tanto, cada pescador recibe durante la
semana 6 truchas y la pesca total asciende a 120 truchas.

b) Para optimizar la produccién se requiere que las productividades
marginales, no las productividades promedio, sean iguales. Esto es porque
del problema:

Max F (L)) + F,(20~ L))

se sigue que, en el 6ptimo,

a,_dE,_

dL, dL,

Asi pues, en el 6ptimo, 12— 2L, =6, por lo que L] =3 y L; =17. En este
caso se pescarian 27 truchas en el primer lago y 102 en el segundo, con lo cual
se elevaria la produccién hasta 129 truchas. No obstante, esta solucién no
puede ser como tal un equilibrio comunitario, pues entonces los tres indivi-
duos que pesquen en el primer lago recibirian en recompensa més truchas
que el resto.

7.2. Lo que puede hacerse es imponer un derecho a cada persona que
desee pescar en el primer lago, digamos t truchas. Entonces, en equilibrio,

11
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121, - L2—tL, 6L L e
— -2 o L =6-t
1
L, L,

Por tanto, si se establece t = 3, se forzaria a la comunidad a que s6lo tres de
sus miembros pescaran en el primer lago y el resto en el segundo. Siendo asi,
cada pescador seguiria recibiendo de entrada 6 truchas, como en el primer
inciso del problema anterior, y el producto de los derechos, 9 truchas, podria
ser repartido de manera extra entre todos.

7.3. a) En el caso de la productora de papel, la maximizacién de benefi-
cios lleva a la condicién de primer orden 6 — y, =0, la cual da como resultado
que y§ =6y ni = 18. En el caso de la cerveceria, ésta toma como dado tal nivel
de produccién de la primera empresa y maximiza sus beneficios. La condi-
cién de optimalidad correspondiente es entonces 6 -y, —3 =0, por lo que
y;=3 y m;=45. Observe de paso que los beneficios globales son
T =m +m =22.5. :

b) Si aumentarian, pues la externalidad causada por la primera empresa
sobre la segunda seria ahora internalizada, con lo que se elevarian los
beneficios globales hasta su nivel socialmente 6ptimo. Para comprobar esta
aseveracion note que el problema de maximizacién

Max 11:(1/1, y2) = eyi - yi/ 2+ 6y2 - y%/ 2- ylyz/ 2

da como resultade:

on
3y, =6-y,-y,/2=0
on
8y2_6 Y,~y,/2=0

(el lector puede verificar que las condiciones de segundo orden también se
cumplen). - S '

7.4. Tras contrastar los resultados obtenidos en los dos incisos del pro-
blema anterior, queda clato que es necesario reducir y, de 6 a 4 para alcanzar
el 6ptimo social. Con tal fin, suponga que el gobierno grava a la empresa
papelera con un impuesto ¢ por cada unidad que produzca. Entonces el
problema de maximizacién al que se enfrenta ahora la compaiiia es:
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Max m,(y,) =6y, ~ yf/Z - ty,,

el cual tiene como condicién de primer orden: 6 — 3, — t = 0. Asi pues, impo-
niendo t =2 puede llegarse al resultado socialmente 6ptimo. Vale la pena
senalar, finalmente, que la suma recaudada por el gobierno puede ser regre-
sada a la empresa papelera como un subsidio fijo.

7.5. a) Como las funciones de utilidad son del tipo Leontieff, dados
niveles de utilidad constantes las siguientes desigualdades son ciertas:

< < < <
u, Sx, U, < 2s, u,<x, y u,<s. (14.1)

1

De la curva de f)osibﬂidades de produccién, y la primera y la tercera de las
desigualdades anteriores, se sigue entonces que

u1+1125x1+x2=x=120—s. (14.2)

Ahora bien, empleando (14.2) y la segunda desigualdad en (14.1) puede
concluirse que

U, +u, < 120-5s<120 - 1/2ul = u + 2/3112 < 80. (14.3)
Por otro lado, usando (14.2) y la cuarta desigualdad en (14.1),

U +u,< 120—-s_<_120—u2 = ul+2uzs 120. (14.4)
La curva de posibilidades de utilidad estd dada, consecuentemente, por la

frontera del area descrita por (14.3) y (14.4) en el cuadrante positivo.
b) Dada la naturaleza lineal de las curvas de nivel de la funcién de
bienestar bergsoniana, asi como la naturaleza lineal de las desigualdades
(14.3) y (14.4), no es dificil mostrar que el 6ptimo se encuentra en la intersec-

cién de ambas restricciones; es decir, cuando u; =60 y u; =30. Por consi-
guiente, en el 6ptimo, x; =60, x, =30y s™ = 30.

7.6. Por un lado, dado que el problema de maximizacion que enfrenta el
monopolista es de la forma

Max (g~ 2 -¢)g,

el 6ptimo de produccién desde una 6ptica privada es g™ = 1/4c2.
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Por otro lado, como el problema de maximizacion del beneficio social
puede ser especificado en nuestro contexto como

. |
Max | z"V2dz-cg,
0

el 6ptimo social satisface la siguiente condicion de primer orden:

q
:1411—[‘[0 z’l/zdz—cq]sq‘l/z—c=0.

Por tanto, el nivel de produccién socialmente deseable es g° =c =2 Es decir,
el monopolio produciria cuatro veces menos de lo que es socialmente éptimo.

7.7.a) Dado que por hipétesis y, = y, para toda 1y j, entonces x. = y.. Asi
pues, el problema de maximizacion del’bienestar conjunto puede sunphfl-
carse como

Max Bly, x)=2n(y,—y?),

i=1

el cual tiene la solucién y; =1/2.
b) Dado que el problema de cada excursionista es de la forma

Max (2~-y)y,—xy,~pY;,

el tiempo de estancia que demandaria cada individuo es de la forma

(x;+p)
5

yi(p, xi) =1- (14.5)

Asi pues, la funcién de demanda agregada puede ser establecida de
manera inicial como sigue:

x

Yp) =Y, yp x)=n Z =
i=1 i=

N

donde se ha hecho uso de (14.5). Pero, tras sustituir el valor de cada estancia
promedio, la expresién anterior puede ser simplificada ain mas:
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1< 1
Y<P>="-52[n

i=1

ﬂ?-
123’1]— 2

Jj#i

1 3 _g_
= 2(;1—1)2[“’”) yl=-3

1 np
~ A1) nY(p) - Yl - =

Por tanto, la demanda agregada es de la forma

n(2-p)

Y(p)= 3

(14.6)

7.8. Maximizando con respecto a p la funcién resultante de multiplicar
por p la ecuacion (14.6), se obtiene de inmediato que el monopolista cargaria
. el preciop™ =1.

Por otro lado, sabemos, por el primer inciso del ejercicio 7.7, que la
maximizacién de los beneficios totales se obtiene cuando y:=1/2. Ahora
bien, como, empleando (14.6), y{p) =(2 - p)/3, entonces el precio competiti-
vo debe ser p*=1/2.

7.9. a) De manera similar al ejercicio 2.1, las funciones de demanda del
primer consumidor pueden ser facilmente encontradas:

— _M 147

donde se ha empleado el precio relativo p = p_/p, . ;Cudles son, por otro lado,
las funciones de demanda del segundo consumiidor? Son similares a las del
primero:

p+1
z(p)-5+-279~ y y,(p )———— (14.8)

pues aunque su funcién de utilidad contiene el término y;"?, 2, tal término est4
fuera de su control y puede considerarse como una snnple constante.
Ahora bien, usando (14.7) y (14.8), sabemos que en equilibrio la deman-

da agregada del primer bien debe ser satisfecha por la oferta agregada, por
lo que

1
1+==2 = p°=1.
9 p

Y, por tanto, x] = x; =y =y; =1 en el equilibrio de mercado.
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b) El problema de maximizacién del bienestar social puede ser planteado
como:

172,172
Max x,"“y,

. 1/2 172,172 5 77
s. a Y, fy T2

x +x,82
Yy, ty,s2

Una vez formado el lagrangeano correspondiente, y habiéndolo deriva-
do con respecto a cada una de las cuatro variables, no es d1f1c1l mostrar que
cualquier solucién debe satisfacer la siguiente ecuacion:

X X X
2 1 2
_=_+_

. (14.9)
Y, Y1 %

Esta condicion establece que para que haya un éptimo paretiano, dada la
externalidad positiva de y,, la tasa marginal de sustitucién entre y, y x, no
debe igualarse solamente a la tasa marginal de sustitucion entre y, y x,, sino
que a ésta ultima debe anadirsele la tasa marginal de sustitucién entre y, y
x, (;por qué?).

Insertando ahora en la ecuacién (14.9) las dos restricciones de factibili-
dad, puede entonces describirse la curva del 6ptimo de Pareto, desde la
6ptica del primer individuo, como:

4(.‘/1 - 1)
(2—x1)yl=2(2—y1) = x1=——y—1——. (14.10)

7.10. a) Ahora el primer consumidor enfrenta el siguiente problema:

172 ,,1/2
Max X7y,

s.a: px,+(l-s)y, sp+1-T,

donde T es el impuesto de suma fija paramétrico al consumidor, y donde,
usando el mismo bien numerario del problema anterior,p_ =py p,=1
En el 6ptimo las demandas estan dadas por

p+1-T

2 (14.11)

x,(p,s, T)=
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+1-T
yip, s, T) =—p2(1 e (14.12)

Sin embargo, para que el subsidio sea autofinanciable es necesario que
T = sy,. Asi pues, tras sustituir esta igualdad en la ecuacion (14.12) y despejar
en su totalidad y, obtenemos que

p+1
2-5

yl(p, §)= (14.13)

Por otro lado, como el problema del segundo consumidor no ha cambia-
do, la demanda Y, sigue siendo la misma que la dada en (14.8). Por tanto,
para que haya un equilibrio competitivo es necesario que

p+1 p+1
2-s ' 2

2.

De alli se sigue que, dada una tasa de subsidio s, el precio competitivo debe
ser: '

_(4-3s)

p(s)= d-s) (14.14)

Sustituyendo tal precio en (14.13) se obtiene entonces que, en equilibrio,
» 4

AC b (14.15)

De manera similar, usando (14.14) y (14.15) y recordando que T=sy,, la
demanda dada en (14.11) puede reexpresarse en equilibrio como:
' . _4(1-5)
xl(s)——4_3s . (14.16)
Por ultimo, usando (14.8) y (14.14) podemos encontrar las demandas del
segundo consumidor:

0=
10 =227

b) Para alcanzar cualquier 6ptimo de Pareto necesitamos satisfacer la
ecuacién (14.10). Asi pues, sustituyendo en dicha ecuacién los resultados
obtenidos en (14.15) y (14.16) llegamos a que el subsidio debe ser tal que
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41-s) ._8xV16 . .
4-3s =5 = § =" =262/3

Ambos valores nos llevan a una asignacién 6ptima de Pareto. Si s* =2
entonces x; =2, ¥, =2, x; =0y y, = 0. Es decir, el 6ptimo paretiano se sitiia en
la esquina superior izquierda de la caja de Edgeworth. Mientras que si, de
una manera mds justa, s"=2/3, entonces x;=2/3,y,=6/5x,=1/3 y
y,=4/5.



XV. COMPUTACION DE EQUILIBRIOS Y DESEQUILIBRIOS

A medida que pasa el tiempo, un mayor nimero de textos de microeconomia
tienden a ocuparse, con diferentes grados de profundidad, de las condicio-
nes matematicas que aseguran la existencia de soluciones a los modelos de
equilibrio general. No obstante, y a pesar del reciente despegue de lo que se
ha dado en llamar la economia computacional, poca mencién es hecha acerca
de cémo pueden calcularse realmente tales equilibrios en la practica. Para
subsanar un poco esta omisién, concluimos este libro con un breve capitulo
que presenta, entresacando partes de uno de nuestros trabajos anteriores
(Urzua, 1994), un algoritmo en Gauss que puede ser usado para calcular la

* solucién de modelos estaticos de equilibrio general aplicado, asi como para
resolver algunos modelos de desequilibrio, con precios fijos a la Barro,
Grossman y Malinvaud.

La primera seccion del capitulo presenta el llamado problema de com-
plementariedad lineal, el cual es fundamental en el 4rea de las matematicas
aplicadas, asi como un algoritmo para resolverlo. La segunda seccién pre-
senta el correspondiente problema de complementariedad no-lineal, tanto
en su version ordinaria como en una versién generalizada, asi como un
algoritmo para su solucién numérica. La tercera seccion muestra entonces
como replantear los modelos de equilibrio general aplicado en una estructu-
ra de complementariedad no lineal, y ademas presenta un ejemplo especifi-
co. La altima seccién hace lo mismo para el caso de un modelo con rigideces
en los precios. Por 1ultimo, el apéndice del capitulo reproduce el cédigo
computacional del programa resuteLvE, en caso de que el lector quiera resol-
ver los dos ejercicios sugeridos al final del capitulo.

XV.1. EL PROBLEMA DE COMPLEMENTARIEDAD LINEAL
En esta seccién presentamos una descripcién del problema de complemen-

tariedad lineal (rcL), asi como el algoritmo sugerido por Lemke (1965) para
su solucién. El problema es el siguiente:

139
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(pct) Dado un vector g con dimensiénn X 1y unamatrizM,__,encuentre
dos vectores w20 y z20 con dimensién nx1, y tales que
w=Mz+qgyw’'z=0.

El nombre dado a este problema deriva de su estructura lineal y en el
hecho de que los componentes de w y z tienen que ser complementarios en
el sentido que wz, = 0 (i=1,...,n). Dado que la estructura anterior encap-
sula problemas de optimizacién tan diversos como los de programacion
lineal, programacién cuadrética y juegos de suma no-cero entre dos perso-
nas, a (rcr) se le conoce como el “problema fundamental” (véase Urziia, 1994,
y las referencias citadas alli).

Existen varios algoritmos que pueden ser utilizados para resolver (pcL).
Nuestro programa ResutLve, presentado en el apéndice del capitulo, lo hace
a partir de un algoritmo de solucién originalmente propuesto por Lemke
(1965). Brevemente, y utilizando la terminologia empleada en el bien cono-
cido algoritmo “Simplex” de programacion lineal, los pasos computaciona-
les que constituyen el método de Lemke pueden ser descritos como siguen.
Sea e el vector n x 1 conformado por unos, y considere el siguiente problema
relacionado (PR),

(PR) w-Mz—-ezy=q,w20,z20, ZOZO,w’z=O,

donde z, es una nueva variable (escalar) afiadida al problema. Nétese que
cualquier solucion de (Pr) con z, =0 es también una solucién para (pcL). Fije
ahora z =0 en (PR). Si g 2 0, la solucién es obviamente w = g; en caso contra-
rio, sea g el menor componente negativo de g y sea z = - g,. La base inicial
esta ahora compuesta de z, y todas las entradas del correspondiente w 20 a
excepcion de w, (el cual es cero). Denotando por B la matriz de base, el resto
del algoritmo puede ser descrito como sigue:

(1) Siw, (respectivamente z } yano es basico, entonces z (respectwamen-
te wr) entra a la base.

(2) Si el candidato a ser un elemento basico es w, sea a=B~ le. Y sies
z,seaa=-B" m donde m_es la errésima columna de M.

(3)Sip ,/ &, =Min(B, /a parac,>0yi=1,...,n}, donde B=B~'q, en-
tondes I pe-ésima entrada en la base actual ya no es basica.

(4) Pare si z, ya no es basica o si z,<§, para una pequefia 8>0. En
cualquler otro caso renueve B~y vuelva al paso (1).

Hemos elegido escribir en Gauss el algoritmo de Lemke, llamado preci-
samente asi en el apéndice, siguiendo la versién en FORTRAN de Ravindran
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(1972). Vale la pena también advertir que el procedimiento de Lemke no
garantiza que se encuentre una solucién para todas las matrices M. No
obstante, siempre encuentra la solucién en el caso de una matriz copositiva
(esto es, x’Mx 2 0 para todo x = 0), asi como para otros casos comunes.

XV.2. EL PROBLEMA DE COMPLEMENTARIEDAD NO-LINEAL

El componente principal del programa RESUELVE es el procedimiento que
encuentra la solucién a una versién generalizada del problema de comple-
mentariedad no-lineal. Pero antes de hablar del caso general, primero con-
viene considerar el particular:

(pcn-L) Dada una funcién vectorial diferenciable G : ®" — R”, encuentre un
vector z, z 2 0, tal que G(z)’z2 =0y G(z) 2 0.

Uno puede encontrar aplicaciones de este problema de complementarie-
dad no-lineal en varias ciencias. En economia, por ejemplo, Mathiesen (1985)
fue el primero en notar que los modelos computables de equilibrio general
pueden ser estructurados asi. De hecho, el método de Mathiesen es actual-
mente uno de los mas populares entre los empleados para resolver dichos
modelos (Scarf, 1985, describe otros algoritmos alternativos).

Una vez que se tiene un procedimiento para resolver (pct), como el
descrito en la seccién anterior, no es dificil disefiar un algoritmo que permita
resolver (PcN-). La clave radica en transformar el problema, usando por
ejemplo el método de Newton, a una sucesién de problemas de complemen-
tariedad lineal. Dicho algoritmo es como sigue:

(1) Haga k = 0 y asigne algun z = 2°.

(2) Hagak=k+1 y linealice G(z) alrededor de z*
LG, 2* Y= q +M*z, donde M* es la matriz ]acoblana de G eva-
luadaen 2t~ 1, y g¥=G(z* 1) - Mtz -1,

(3) Usando el metodo de Lemke, encuentre la z* y la w que resuelven
w =Mz +q" w'z?*=0,w20,y z*20.

(4) Paressi | zF - z¥~1| < §, para alguna pequefia & > 0. En cualquier otro
caso regrese a (2).

La siguiente seccién muestra cémo los modelos de equilibrio general
pueden ser estructurados de esta manera. Nuestro programa va, sin embar-
g0, mas alla, pues una versién generalizada de (pcN-L) puede ser usada no
solamente para resolver modelos walrasianos, sino también no-walrasianos.
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Este problema generalizado de complementariedad no-lineal (PGCN-L) puede
ser descrito asi:

(rceN-L) Dada una funcién vectorial diferenciable F: R x K™ — R°, en-
cuentre los vectores x y w con dimensionnx 1, x 20y w 20, tales
que F(x, w) =0y xX'w =0.

Siguiendo a Lensberg (1983), para resolver este problema basta con
transformarlo en una sucesién de problemas de complementariedad lineal.
Con el fin de mostrar tal algoritmo es necesario introducir un poco mas de
notaciéon. Sea N=1{1, 2, ..., 2n} y defina v € R" x R" como V,EX,YU,, =W,
i=1,...,n Paratodov2 0 tal que x’w =0, sea l(v)el con)unto de # indices
i e N para los cuales v, >0 (si ambos x, y w, son cero, entonces digamos que
i estd en I(v)). Asi pues, I(v) contiene los indices de las variables basicas,
mientras que N \ I(v) contiene los indices de las no-basicas. Los pasos del

algoritmo para resolver (PGCN-L) pueden ser ahora descritos como sigue:

(1*) Haga k =0 y asigne algin v = 9° (tal que los correspondientes x" y
w0 son ortogonales).

(2*) Haga k = k + 1 y linealice F() alrededor de v~ ': L(F, v* ")) = ¢ + Mo,
donde M es la matriz jacobiana de F evaluada en v*~! y donde
c=F@* - Mok~ L.

(3*) Obtenga las particiones M=(M,M,,) y v=(v, v,,) mediante el
conjunto de indices I(v* ).

(4*) Evalie L"(F "= MIL(F, o* )=+ 0, + Mo
M‘=MM,,

(5% Usando el metodo de Lemke, encuentre la v* que resuelve:

vl——M‘ c‘v,vM—Oyv>0

(6*) Pare si Z"_'_ | Fi(o*)| < 8, para alguna delta pequefia § > 0. De otra
manera regrese a (2%).

v donde &= Mllc y

El algoritmo anterior constituye la parte central del procedimiento RE-
sUELVE dado en el apéndice. Como se ejemplificara en las siguientes secciones,
éste es ya lo suficientemente general para ser capaz de resolver indistinta-
mente modelos walrasianos y no-walrasianos.

XV.3. RESOLUCION DE MODELOS DE EQUILIBRIO GENERAL

En esta seccién mostraremos cémo pueden resolverse los modelos computa-
bles de equilibrio general mediante nuestro programa. Siguiendo a Mathie-
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sen (1985), tales modelos pueden ser reescritos como problemas de comple-
mentariedad no-lineal mediante una estructura de andlisis de actividades a
la Scarf. Mas precisamente, considere una economia en la cual hay m activi-
dades y n bienes, y sean:

y=(y, .., Y,) el vector de niveles de actividad,

p=(p, - ..,p,) el vector de precios de las mercancias,

b= (bl, ..., b ) el vector de dotaciones iniciales,

d(p) = (dl(p), cee, dn(p))' el vector de demandas de las mercancias, y
Ap) = [al.].(p)] la matriz insumo-producto con dimensién m x n.

Note que las entradas de la matriz insumo-producto dependen en general de

los precios, excepto para las tecnologias de Leontieff. Asi mismo, las entradas

positivas en la matriz denotan insumos, mientras que las negativas denotan

productos (salidas).

_ Bajo esta estructura, un equilibrio competitivo estd compuesto por un
vector de precios p* y un vector de niveles de actividad y* tales que:

i) —A(P")p" 20, ninguna actividad logra beneficios positivos;
ii) b+A("Yy" - d(p*) 20, ninguna mercancia es demandada en exceso;
i) p*20, y* 20, ningtdn precio o nivel de actividad es negativo;
iv) [-A@ P’y =0, no hay actividad si los correspondientes beneficios
* son negativos;
v) [b+A@PYy -dehH)p’ =0, el valor de la oferta en exceso es cero.

Si se define el vector z=(y,,.... y, ., p,---p) ¥ la funcién vectorial
G(z) como (GY(z), GP(z)’)’, donde

Gl(z)=-AQ)p
G'(z)=b+A(p)y - d(p),

entonces es claro que las condiciones para que exista un equilibrio competi-
tivo pueden ser reescritas como: el vector z* = (y*, p*')’ resuelve el problema
de complementariedad no-lineal

G(z)z=0 con z20 y G(z) 20.

Es importante subrayar que como los precios relativos son los tinicos que
importan en los modelos de equilibrio general (;por qué?), uno debe elegir
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un bien numerario y eliminar una ecuacion antes de intentar resolver el
modelo.

Como una alternativa a la estructura anterior, podemos ahora transfor-
mar el modelo anterior de equilibrio general en términos de un problema
generalizado de complementariedad no-lineal. Sea w el vector (w,, w/Y,
donde w, y w, son dos vectores no-negativos de dimension mx1y nx1
respectivamente. Sea, por otro lado, x el vector (y’, p’)’. Por tltimo, defina la
funcién vectorial F(x, w) como (Fi(x, w)’, FA(x, w)’)’, donde:

Fl(x, w) = w, + A(p)p,

Fix,z)=w,-b-A(p)y + d(p).

De lo anterior se sigue que cualquier vector de equilibrio competitivo x* debe
ser una solucién del siguiente (PGCN-L):

F(x,w)=0, con x20, w20, y x¥w=0.

Antes de finalizar esta seccion, bien conviene ilustrar los anteriores
resultados tedricos mediante un modelo muy simple considerado por Sho-
ven y Whalley (1984). Por el lado de la produccién, sumodelo considera dos
bienes finales (1 y 2), producidos a través de dos factores, capital y trabajo (K
y L), y mediante el empleo de dos funciones de produccién. Sea, pues,
y=(y, ¥,) el vector de niveles de actividad, p = (p,, p,, p,, p;)" €l vector de
precios, y L(p, y) y K(p, y) las demandas condicionadas de los factores en el
sector i, dado el nivel de actividad Y, En consecuencia, la correspondiente
matriz insumo-producto A(p) puede ser expresada como:

10 =L(p1) -K(p, 1)
— 1 1
A(P) _[O 1 _ LZ(P, 1) - KZ(P, 1)]

Por otro lado, el modelo de Shoven y Whalley tiene dos consumidores,
1y 2, cuyas funciones de utilidad sélo dependen de los dos bienes finales. El
primer consumidor, el “rico”, posee todo el capital, mientras que el otro, el
“pobre”, dispone de toda la oferta laboral en la economia. Dado que las
funciones de utilidad y las funciones de produccién son todas del tipo ces,
no es dificil encontrar las demandas correspondientes para también insertar-
las en nuestra estructura. El Ejercicio 15.1, al final del capitulo, pide al lector
hacer justo eso, para después calcular el equilibrio competitivo mediante el
programa en el Apéndice.
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XV.4. RESOLUCION DE MODELOS DE DESEQUILIBRIO

En esta ultima seccién nos ocuparemos de los modelos con precios rigidos.
El primer punto a notar es que, al menos cominmente, un modelo de
desequilibrio puede ser formulado en términos de su dual mediante los
precios sombra asociados con las restricciones (como fue notado inicialmen-
te por Hahn, 1978). Por ejemplo, si hay racionamiento en un mercado debido
a que el precio de una mercancia es fijo, entonces existen implicitamente dos
precios sobre la restriccion: el precio sombra del comprador p, y el precio
sombra del vendedor p_. Ahora bien, dado que a lo sumo uno de los dos
individiduos estd racionado, entonces p, y p_son complementarios: p, p_=0.
Si ahora denotamos por p el precio rigido que prevalece en el mercado,
entonces el precio virtual que haria desaparecer todo exceso de demanda por
parte del comprador (o del vendedor) estaria dado porp +p, (0o p-p ). Algo
semejante puede establecerse en el caso de modelos que tienen precios que
no son totalmente rigidos, pero si “pegajosos” hacia abajo (o hacia arriba).

Para ilustrar lo anterior, y también como un ejemplo de cémo un modelo
de desequilibrio puede establecerse en una estructura (pGeN-L), considere un
modelo muy simple con precios rigidos, a la manera de Barro y Grossman
(1971) y Malinvaud (1977). El primer sector del modelo involucra una em-
presa representativa que emplea trabajo para proveer una mercancia (y).
Se ofrecen a la empresa L unidades de trabajo de manera totalmente inelas-
tica. Mds aun, la funcién de produccion se supone que es de la forma

y. =L,

donde L denota la demanda de trabajo y 4 es un coeficiente positivo y menor
que uno.

En este modelo hay un salario rigido, w, asi como un precio fijo sobre el
bien final, p. Asi pues, la empresa podria en principio estar constrefiida en el
mercado de trabajo o en el mercado de su producto (es decir, podria estar
produciendo o vendiendo de menos). No obstante, si w, y p_ denotan los
precios sombra de las restricciones que eventualmente enfrenta la empresa,
entonces, como se noté con anterioridad, los precios virtuales p—p_y
w + w, pueden ser usados para encontrar la demanda de trabajo y la oferta
del producto que prevalecerian en general, sin precios rigidos, si es que la
empresa maximiza sus beneficios. En tal caso, el lector puede verificar que:

=[a(p - ps)/(m.,.wd)]l/(l—a),

y,=[a(p-p)/(@+w)P/ -9,
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El otro sector del modelo lo compone un consumidor representativo que
ofrece trabajo de manera inelastica. Ademas éste demanda el producto, y,,
asi como dinero, M . En lo que sigue supondremos que el mercado de dinero
esta siempre en equlhbno, por lo que bien podemos deshacernos del subin-
dice que aparece en M. La funcién de utilidad del consumidor se supone que
es de la forma:

Uy, M/p)=rlog(y,) +(1-r)logM/p),

donde el pardmetro r es positivo y menor que uno. Dado su saldo monetario
inicial M, la restriccion presupuestaria que enfrenta el individuo esta dada
entonces por

Py, +M<py + M,

Como en el caso de la empresa, el individuo podria acabar siendo
racionado (esta vez en la demanda del producto). Si p, denota el precio
sombra de la restriccién de racionamiento que eventualmente enfrenta el
individuo, entonces el precio virtual del producto esta dado por p+p,. A
través de este precio se puede construir a su vez el ingreso virtual de la
persona, I. Asi pues, como se pide al lector que verifique, las demandas
6ptimas del producto y de los saldos monetarios son:

y,=rl/(p+p),
M=(1-nI

Procedamos ahora a determinar las cantidades que resultarian en un
equilibrio no-walrasiano, asi como los precios sombra asociados con cada
eventual racionamiento, trasladando el modelo anterior a una estructura

(PGeN-L). Para empezar, sea ES la variable que designa el exceso de oferta del
producto

ESsy —y,=la(p-p)/(@+w)" =~ /(p+p),
la cual debe ser cero si es evaluada bajo los precios virtuales en equilibrio.

Sea ademaés u el niimero de unidades de tiempo durante los cuales la
persona se encontraria eventualmente desempleada. Entonces la expresién

EDELd+u—f:[a(ﬁ—ps)/(E+wd)]“(1"“)+u—f
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es siempre, por definicién, igual a cero; més aun, u y w, son complementarios
(si la persona no trabaja de tiempo completo, entonces la empresa no esta
racionada en el mercado laboral y, por tanto, el precio sombra de esa restric-
cién que no es efectiva debe ser cero).

Por ultimo, sea EI la variable que denota el ingreso virtual del individuo
que acaba por no ser usado:

El=py + M;~py,~M+s=py,-y)+M;—(1-nl+s

el cual debe ser cero en el 6ptimo. Notese que hemos afiadido la variable de
holgura s, la cual es también cero en el 6ptimo, para tener una variable
complementaria a I. B

Dados los parametros p,w,a,7,L y Mo' un equilibrio con precios fijos
p,w,Ip,us)es obtenido cuando, primero, las dltimas tres ecuaciones
evaluadas en este punto son iguales a cero, y, segundo, las siguientes condi-
ciones de complementariedad son satisfechas:

PsPy=0.
wdu=0,
sI=0,

P, W, I, Pyit,s2 0.

En el Ejercicio 15.2 se le pide al lector que encuentre dicho equilibrio no-wal-
rasiano para ciertos valores especificos de los parametros.

XV.5. EJErCICIOS

Los siguientes dos problemas presuponen un conocimiento basico de Gauss,
asi como su disponibilidad.

Ejercicio 15.1. Establezca de manera completa el modelo de Shoven y
‘Whalley (1984) como un problema generalizado de complementariedad
no-lineal, usando los valores de los pardmetros tal como aparecen en el
Cuadro 1 de esos autores. Posteriormente, mediante el empleo del programa
RESUELVE, y tomando como bien numerario el trabajo, replique los resultados
que presentan Shoven y Whalley en su Cuadro 2. (El cédigo en causs que
resuelve este problema se encuentra al final del Apéndice).
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Ejercicio 15.2. Dados los pardmetros p=2, w=1,a=045r=08,L=1y
M, =0.5, emplee el programa RESUELVE para mostrar que la solucién al pro-
blema de desequilibrio presentado en la Seccién XV4 es: p =0, w,=0,
=250, p,=0.18, u=0.17 y s=0. (El c6digo en causs que resuelve este
problema se encuentra al final del Apéndice).

APENDICE. EL PROGRAMA RESUELVE

El componente principal del siguiente programa escrito en Gauss es el proce-
dimiento ResUELVE, el cual invoca a su vez al procedimiento LEMKE, también
incluido aqui. Este tdltimo puede ser usado de manera independiente en el
caso de problemas de complementariedad lineal. El procedimiento resueLve
requiere un valor inicial para el vector “v”, una base inicial (“basis”), un
numero maximo de iteraciones a ser permitidas (“imax”), asi como un
procedimiento que defina a la funcién vectorial correspondiente (“f”). Por
otro lado, el procedimiento LEMKE sélo requiere la matriz “m”, el vector “q”,
y el “imax” correspondiente.

proc resuelve(v,basis,imax);
local d,g,gb,gbinv,gnb,i,k,m,n,nbasis,q,vb,vnb;
n = rows(basis);

i=0;
do while i < imax;
i=i+1;

print; print “Iteracion”’;; format /rd 3,0; i;
format /rd 8,2; print “v’ =";; v’; print “F(v)’ =";; f(v)’;

/* Linealice el problema no-lineal y llame a LEMKE */
g = gradp(&f,v);
gb = submat(g,0,basis);
d = basis . > n*ongs(n,1);
nbasis = substute{basis+n*ones(n,1),d basis-n*ones(n,1));
gnb = submat(g,0,nbasis);
gbinv = inv(gb);
m = -gbinv*gnb;
q = -gbinv*(f(v)-g*v);
print “LEMKE es llamado... ”;;
{vnb,vb} = lemke(m,q,imax);
k=0;
do while k < n;
k = k+1;



COMPUTACION DE EQUILIBRIOS Y DESEQUILIBRIOS 149

if vnb[k] > 0;
v[nbasis[k]] = vnb[k];
basis[k] = nbasis[k];
else;
v[basis[k]] = vb(k];
endif;
endo;
if sumc(abs(f(v))) <= 1E-10;
print; print “Solucién del PCN-L:”;
format /rd 8,2; print “v’ =";; v’; print “F(v) =";; f{(v)’;
retp(v);
endif;
endo;
print; print “No hay solucién tras”;; format /rd 3,0; imax;;
print “iteraciones”;
endp;

proc (2) = lemke(m,q,imax);
local alpha,b,basic,d,in,j, k,n,out,r,r0,w,z,z0;
n = rows(m);
/* Introduce the new variable z0 and get the basis */
z0 = -minc(q);
r = minindc(q);
z = zeros{(n,1);
if z0 <0;
w=gq;
print “Solucién trivial al PCL: w = q, z = 0";
retp(z,w);
endif;
q = q+2z0;
qlr] = 20;
b = eye(n);
bl.,r] = - ones(n,1);
basic = ones(n,1) | seqa(1,1,n);
basic[r] = 0;
basic[r+n] = 0;
0=r;
w=gq;
wir] =0;
out=11r;
j=1
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/* Encuentre la nueva base para proseguir la biisqueda */
dl:ifout[l]==1;
in=2lout[2];
alpha = -b*m[.,in[2]];
elseif out[1] ==
in=1!out[2];
alpha = b[.,in[2]];
else;
dz: print “Solucién al pcL (tras”;; format /rd 3,0; j;;
print “iteraciones):”;
d = q. <= 1E-10"ones(n,1);
q = substute(q,d,0);
w = zeros(n,1);
z = zeros(n,1);

k=0;
do whilek < n;
k =k+1;

if basic[k} == 1;
wibasic[k+n]] = q[k};
elseif basic[k] == 2;
z[basic[k+n]] = q[k];
endif;
endo;
format /rd 8,2; print
retp(z,w);
endif;

7 ” ’

z' =" 7; prmtw— W

/* Encuentre el renglén pivote para la 51gu1ente iteracioén */
if q[r0] <= 1E-10;
goto d2;
endif;
if alpha <= zeros(n,1);
print “El pcL no tiene solucién”;.

end;
else;
r = maxindc(alpha);
endif;
k=0;
do while k < n;
k=k+1;

if alpha[k] <= 0;
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continue;
elseif q[k]/alpha[k] < q[r]/alphalr];
r=k;
endif;
endo;

/* Haga una operacién de pivote y renueve labase y q */
b[r,.] = b[r,.}/alpha(r};
qlr] = gfr}/alphalr};

k=0;
do while k < n;
k = k+1;
ifk /=1,
qlk] = q[K]-qlr}*alpha[k];
b[k,.] = b[k,.]-b[r,.]*alpha[k];
endif; :
endo;

out[1] = basic[r];

out[2] = basic[r+n];

basic[r] = in[1];

basic[r+n] = in{2];

if j < imax; '
j=i+L;
goto d1;

else;
print “No hubo solucién del PCL tras”;; format /rd 3,0; imax;;
print “iteraciones”;
end;

endif;

endp;

El programa anterior se utilizé para resolver los dos ejercicios propues-
tos al final de este capitulo. Para resolver el Ejercicio 15.1, se encontraron
primero las expresiones para las demandas y ofertas implicitas en el modelo
de Shoven y Whalley (1984). Después se eligié el trabajo como el bien
numerario y, por la ley de Walras, se eliminé la ecuacién correspondiente al
exceso de oferta de trabajo. Para transformar el ejercicio a un problema
generalizado de complementariedad no-lineal, se definié entonces el vector
v =", w"), donde x' = Yy Yor Py Py PR El vector w’ representa, como se
explica en la seccién XV.3, a las variables artificiales que se requieren para
transformar el problema a una estructura (pGen-L). Como base inicial se
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tomaron todas las variables no artificiales, y, de manera arbitraria, se conje-
turaron los valores iniciales para ellas. El programa resultante es el siguiente:

new;
let v = {10,10,1,1,1,0,0,0,0,0};
let basis = {1,2,3,4,5};

imax = 100;

call resuelve(v,basis,imax);
end;
proc f(v);

local fv,k1,k2,11,12,x11,x12,x21,x22;
fv = zeros(5,1);
k1 =1/(1.5*(.9*v[5]+.4)"2);
k2 = .15+(.0525/v[5])*.5;
11 = .24*v[5]2/(.36*v[5]+.16)*2;
12 = .35+(.0525*v[5])7.5;
x11 = 25*v[5}/(v[3]+(v[3]*1.5)/(V[4]".5));
x12 = 18/ (.3*v[3]+.7*(v[3]1.75)*(v[4]".25));
x21 = 25*v[5]/ (v[4]+(v{4]*1.5)/ (v[3]1.5));
x22 = 42/ (.7*v[4]+.3*(v{4]".75)*(v[3]1.25));
fv[1] = v[6]+v[3]-11-v[5]*k1;
fvi2] = v[7]+v{4}-12-v[5}*k2;
fv[3] = v[8]-v[1]4+x11+x12;
fvi4] = v[9]-v[2]+x21+x22;
fv[5] = v[10]-25+v[1]*k1+v[2]*k2;
retp(fv);
endp;

Para el Ejercicio 15.2 se definié v' = (p, w,, 1, p,, u, 5). Por consiguiente, la
funcién vectorial asociada es de la forma F(v) = (ES(v), ED(v), EI(v)). De
manera arbitraria se seleccioné la base y sus valores iniciales. El programa
resultante es el siguiente:

new,
let v= {010121()’0’0);
let basis = {1,3,5});

imax = 100;

call resuelve(v,basis,imax);
end;
proc f(v);

local a,fv,ld Is,m0,pf r,ys,yd,wf;
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fv = zeros(3,1);
pf=2;
wf=1;
a = 0.45;
r=0.8;
Is=1;
m0 = 0.5; .
Id = (a*(pf-v[1])/(wi+v[2D)N(1/(1-a));
ys =1d"a;
yd = r*v[3]/(pf+vi4]);
fv[1] = ys-yd;
fv[2) = Id+v[5]-1s;
fv[3] = pf*ys+mO-pfryd-(1-r)*v[3]+v[6}];
retp(fv);
endp;
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Este libro presenta un centenar de problemas, con sus res-
pectivas respuestas, sobre los fundamentos basicos de la
teoria microeconomica. Asi pues, el libro puede emplearse
para apuntalar la teoria dada en el ultimo ano de la licencia-
tura en economia o en el primer ano del posgrado.

El primer capitulo contiene unos breves apuntes, y veinte
ejercicios, sobre optimizacion clasica. Los seis capitulos si-
guientes presentan ejercicios sobre los temas mas comunes
en un primer curso de teoria microeconomica: la teoria del
cofgstimo, la eleccion bajo incertidumbre, la teoria de la pro-
ducc 1 amzacnéfhimdustnal el equilibrio general y el

‘ bleneﬂﬁr social. Los siete capitulos siguientes presentan

una solucion detallada a los ejercicios propuestos con ante-
rioridad. Por ultimo, el capitulo final contiene unos breves
apuntes sobre el importante | -
equilibrios. 3

:
-
=
S
&
"
| o0
| ©
| &
7]

¥

EL COLEGIO DE MEXICO



