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1. Introduccion

Es CcONVENIENTE que antes de entrar de lleno al problema que nos
interesa tratar en este articulo, dediquemos espacio a perfilar las
diferencias centrales entre dos ideas que aparecen, con frecuencia,
estrechamente relacionadas a la nocion de desigualdad: nivel de la
variable y forma de la desigualdad.

Desde el punto de vista estadistico, se entiende por “concentra-
cion” la manera como se reparte el total de una variable entre un
conjunto de unidades individuales o agregadas. Se define en térmi-
nos de la distribucibn de un monto total entre ‘las n unidades. Es
frecuente para referirse a esta nocién usar como simil el modo como
se distribuye un pastel entre el conjunto de comensales.

La estadistica ha desarrollado una serie de medidas’ que permi-
ten evaluar el grado de desigualdad de una distribucién de frecuen-
cias; entre ellas se destaca el coeficiente de concentracién de Gini.?

Al monto total a repartir lo denominaremos el nivel de la varia-
ble, La distincidon entre el nivel y la manera como se reparte una
variable tiene importancia porque remite a diferentes dominios del
andlisis estadistico los cuales entregan elementos clave para inter-
pretar con precision los resultados que arrojan las medidas estadis-
ticas.

1 Véase por ejemplo: Sen Amartya. “On economic inequality”; Clarendon Press,
Oxford, 1973.
2 Gini, Corrado®Curso de Estadistica”; Editorial Labor, 1935, pags. 173 a 187.
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El hecho de que al aplicar el coeficiente de Gini a la distribucién
de la variable (por ejemplo del ingreso personal) en dos momentos
del tiempo entregue como resultado un mayor grado de desigual-
dad, no nos autoriza para realizar aseveraciones sobre los cambios
experimentados por el monto de la variable en manos de los indivi-
duos o grupos, segin sea el caso. Si un coeficiente estadistico de
concentracién marca grados mayores de desigualdad no debe inter-
pretarse como que ahora los ricos tienen mas que antes y los pobres
menos, de manera que los primeros tienen a su disposicion mis di-
nero, los segundos menos y que en comparacion con la situacion
original los ricos son mas ricos y los pobres mis pobres.

Estas derivaciones pueden reflejar o no lo acontecido en el lapso
bajo consideracion, pero lo que no corresponde es basarlas en la pura
evidencia que nos proporciona el coeficiente de desigualdad. Para sa-
ber si un grupo cualquiera mejor6 o empeoro respecto de su situa-
cidn original, es necesario recurrir a la comparacion de alguna medi-
da de tendencia central.® Tendriamos que ver, por ejemplo, si el
ingreso medio del estrato mds bajo es mayor 0 menor que antes,
aun cuando resultaron perjudicados en ¢l reparto. Un empeoramien-
to relativo, no necesariamente es contradictorio con una mejoria ab-
soluta. Esta situacion se podria presentar si en el periodo aumento el
tamafio del pastel y a ese estrato le correspondié una proporciéon del
incremento menor que la que tenia originalmente,

Un coeficiente de concentracion solo nos dice como se repartio
el total de una variable. Si deseamos conocer los cambios de las can-
tidades en manos de cada agregado (u observaciones individuales)
debermos usar medidas de tendencia central.

Ahora bien, supongamos que el nivel de la variable se mantuvo
constante y que la medicién de la desigualdad arroja como resultado
I, = ,.* ;Qué podemos decir respecto a la fluctuacién temporal
de la concentracion?

A primera vista pareciera que podriamos sostener que nada acon-
teci6 con las participaciones relativas.

Como el nivel de la variable se mantuvo y no cambi6 el grado de
la desigualdad pareciera 16gico concluir que la reparticion de la va-
riable es la misma en uno y otro momento en el tiempo. El mismo
problema pero mirado desde otro dngulo nos lleva a plantear que da-
do un nivel constante de la variable, que no se modifiquen las propor-

3 El uso simultineo de medidas de tendencia central y concentracién puede verse en:
Cortés, F. y Jocelevsky, R., “La Distribucion del Ingreso en el Gobierno de la Unidad Popu-
lar”’; Demografia y Economia No. 43, México, 1981,

4 I: simboliza un coeficiente cualquiera de concentracion.
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ciones implica no s6lo un nivel de desigualdad fijo, sino también que
no se alterardn las cantidades absolutas.

Sin embargo, el hecho de que no cambien los niveles de la varia-
ble ni el grado de desigualdad existente en la distribucién, no permite
concluir que se mantuvieron las participaciones relativas y absolutas.
El indicador del grado de desigualdad que nos dice que I, = 1,, en-
trega una medida resumen que se puede conformar de diversas ma-
neras para arrojar un mismo resultado. Cada uno de los caminos para
obtenerlo es producto de las diversas formas que conducen a un mis-
mo grado de concentracién. Esta situacion es anidloga a la que se pre-
senta entre las medidas de posicion y de dispersion en la estadistica
descriptiva. Podriamos pensar que el indicador I juega el papel de una
medida de tendencia central y que a la forma de la desigualdad le co-
rresponde un rol similar al de las medidas de dispersion.

Incorporar el andlisis de la forma de la desigualdad puede resultar
bésico para disponer de una imagen relativamente acabada de los pro-
cesos que han afectado la manera como se distribuye una variable.
Para ilustrar el papel que juega el estudio de la forma de la desigual-
dad, tomemos a manera de ejemplo, el caso en que nos interese seguir
la pista de la evolucién de la distribucion del ingreso personal clasi-
ficado en seis categorias: obreros, empleados, trabajadores por cuen-
ta propia, empleados domésticos, fuerzas armadas y empleadores.
Ademads supdngase que se constata que la variable ingreso personal
no ha sufrido cambios en su nivel y que a través de un coeficiente
de concentracidn establecemos que I, = I,. La situacién descrita
es perfectamente consistente con el hecho de que, por ejemplo, los
obreros hayan mejorado su situacidén tanto relativa cuanto abso-
Iuta y que los empleados domésticos la hayan deteriorado desde am-
bos puntos de vista en el lapso bajo consideracion. El valor del indica-
dor en el tiempo 2 resultard igual al que asumio en el tiempo 1, debi-
do a que los dos movimientos de sentido contrario se cancelaron de-
jando inalterado el valor global de la medida. -

Si nos quedamos s6lo en el nivel de la informacidén que nos pro-
porciona el coeficiente de concentracidon, Unicamente estaremos en
condiciones de afirmar que el grado de desigualdad no ha variado en
el periodo. Formularse interrogantes respecto a la forma de la con-
centracion permite dirigir nuestra atencion hacia las participaciones
relativas, cuestion que puede ser de importancia en algunos casos
concretos. Supongamos que en nuestro ejemplo las medidas econd-
micas se orientan hacia una redistribucién del ingreso que permita
sentar bases para obtener el apoyo politico de las clases desposeidas
de la sociedad y que al observar que Iy = 1, se concluye que la poli-
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tica ha sido inefectiva. Pero hemos visto que a pesar de este resul--
tado puede haber tenido éxito en la medida que ha beneficia-

do al sector obrero. Lo probablemente inconsistente, seria que

forme parte del mismo prop6sito perjudicar a los trabajadores domés-

ticos. Estos cambios pueden o no estar de acuerdo con los objetivos

politicos propuestos, hecho que no es motivo de preocupacién en

este trabajo. Lo que interesa destacar es que a partir de la nocion

Jorma de la desigualdad surgen preguntas que dirigen el andlisis a una

dimensién del problema que no se agota en el simple estudio de la

variacion experimentada por el grado de desigualdad.

Este trabajo estd dedicado a presentar una descomposicion del in-
dice de Gini para datos agrupados cuya utilidad radica en que cons-
tituye un procedimiento numérico que permite analizar la forma en
st y en relacion al grado de concentracion.

El valor del coeficiente de Gini expresa, en un intervalo limitado
por O y 1, el grado de desigualdad en la reparticion de una variable,
La curva de Lorenz permite apreciar geométricamente la forma de
la concentracidon. El coeficiente Gini-intervalo es un instrumento que
nos capacita para analizar numéricamente la forma de la concentra-
cion y a través de su relacion con Gini global estudiar el vinculo en-
tre la forma y el grado de desigualdad,

2. El coeficiente Gini-intervalo

‘En la introduccién hemos visto que dos o mds conjuntos de da-
tos pueden presentar el mismo nivel de desigualdad global lo que no
significa que la forma de la concentracién coincida en ambos. En tér-
minos grificos este hecho se expresa en distribuciones que originan
dos poligonales (curvas) de Lorenz distintas que delimitan 4reas de
concentracién idénticas. A pesar de la diferencia en la forma de la
desigualdad los indices de Gini asumiran el mismo valor.

El problema que nos interesa consiste en buscar procedimientos
numéricos que nos permitan estudiar la forma de la desigualdad. La
construccion de un diagrama de concentracién es el camino inmedia-
to para percatarse de la manera como se constituye el nivel de desi-
gualdad global. '

El drea delimitada por la figura OACEG es igual a la que se en-
cuentra en el interior de la OBDFG, de manera que el coeficiente de
Gini serd el mismo para la distribucién I que para la II. Ahora bien,
el aporte a la desigualdad de los tramos bajos de II es mayor que el
que hacen las categorias bajas de I y como el drea total es igual en
ambos casos, debe cumplirse que la contribucion de los tramos supe-
riores de I debe ser mayor que la que hacen los superiores de . Es
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Griéfica 1

FORMA DE CONCENTRACION

i
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decir, en las distribuciones representadas por la grafica 1 vemos que
es distinta la forma que conduce a un mismo nivel global de desi-
gualdad.

(Qué significan estas formas distintas? Grosso modo se puede in-
terpretar la situacion representada en la figura como que en la dis-
tribucién I las unidades mas pobres (vale decir, a las que les corres-
ponde una menor proporcién de la variable) reciben relativamente
méas que las mds desfavorecidas por el reparto que refleja la distribu-
cion II y que las mas ricas en I tienen una participacion en el total,
menor que en II. El mismo nivel de desigualdad se conforma en el
caso de la distribucion I por un “perjuicio” menor que en II de las
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unidades pobres y un “beneficio” también menor para las unidades
ricas.

Lo anterior es sblo la resultante del hecho de que se debe repar-
tir un pastel de tamafio dado y en tanto a algunas unidades les co-
rresponda una tajada grande, otras necesariamente verdn la suya dis-
minuida. Por ello si las observaciones mds pobres de una distribucién
son menos perjudicadas que las mds pobres de otra, se sigue inmedia-
tamente que las mads ricas no serdn tan beneficiadas como las mds fa-
vorecidas de la otra distribucion.

Aun cuando baste construir el diagrama de concentracién para,
distinguir la forma de la desigualdad, resulta conveniente abordar su
estudio desde el punto de vista numérico.

Para ello aplicamos a cada segmento de la poligonal de Lorenz,
la idea bdsica sobre la cual se construye el indice de Gini. En lugar
de tomar toda el drea de concentracion (A) la descomponemos en
una serie de subdreas (A;, A,, ... A, ) tales que sumadas conformen

m
el 4rea total (£  A; = A). A partir de cada una de las A; se propone
i=1
un coeficiente de concentracion que nos ayuda en el estudio de la
forma de la desigualdad. Para ello establecemos la relacién entre ca-
da A; y su correspondiente subdrea de concentracion méxima §;:

. Aj
(1) Gi = ; (i=1,2,...,m)

obteniéndose asi el coeficiente de desigualdad Gini-intervalo (Gj).

Cada coeficiente Gj puede asumir valores entre cero y uno, am-
bos extremos incluidos. El valor cero se obtiene cuando A;j = 0, es
decir, si el segmento de la poligonal de Lorenz se confunde con la
Ifnea de equidistribucién. Gj serd igual a 1 cuando Aj = €, es decir,
cuando el segmento de la poligonal de Lorenz coincide con €l eje de
las abscisas. Hay que notar que como las observaciones, o los interva-
los de clase, estin ordenadas (en nuestro caso de menor a mayor),
basta que G; = 0 para que todos los restantes G; sean también iguales
a cero. Esto quiere decir que si Gj = 0, entonces G; = G3 = ... =
G,, = 0. Ello es consecuencia de que si los mas perjudicados (los que
se encuentran en el primer intervalo) tienen una participacion en el
total de la variable igual a la que les corresponderia por la aplicacién
de 1a norma democratica, entonces no habri categorlas estadisticas
beneflc1adas
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Gréfica 2

COEFICIENTE GINFINTERVALO
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Por otra parte, el hecho de que si a un intervalo de clase le corres-
ponde menos que la norma democritica, a otro le tendra que corres-
ponder necesariamente mads, unido a la ordenacién de menor a mayor
participacidn en la distribucidn de la variable, implica que entre dos
Gini-intervalo distintos de cero ninguno de los intermedios sera nulo.

Esta condicidn significa que si Gy es distinto de cero, ningin seg-
mento de la poligonal coincidird con la linea de equidistribucion. Lo
anterior implica que en términos grificos, no se puede presentar una
situacion como la siguiente.
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Grifica 3
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El orden de las observaciones conjuntamente con el hecho de que
en la reparticién de un total hay perjudicados y beneficiados, se re-
flejan en que las pendientes de la poligonal (o curva) de Lorenz serdn
siempre crecientes. En otros términos, en la medida que nos move-
mos de izquierda a derecha en el diagrama de concentracion las razo-
nes de ventaja® serdn siempre crecientes.

Sabemos que hay un punto en que la razén de ventaja es igual a
la unidad, y éste divide a las observaciones en dos regiones: una en

5 Geométricamente las razones de ventaja son las tangentes de los segmentos de la poli-
gonal de Lorenz y se interpretan como el porcentaje de la variable que corresponde a cada
uno por ciento de las observaciones. Para mis detalles véase Alker Hayward, EI uso de las
matemdticas en el andlisis politico, Amorrortu editores, 1969, pigs. 56 y 57.
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que se encuentran todas las unidades perjudicadas por la reparticién
y otra en que se ubican las beneficiadas. Al ordenar los intervalos de
clase de menor a mayor, la regién a la izquierda del punto contendra
a los estratos perjudicados y la region de la derecha a los beneficia-
dos. En otros términos a la derecha de la razéon de ventaja unitaria,
las pendientes serdn siempre mayores que uno y en la medida que nos
movemos de ese punto hacia la derecha, las razones de ventaja (y por
lo tanto sus equivalentes las pendientes) serdn cada vez mayores que
uno y cuando nos alejamos hacia la izquierda seran cada vez menores.
En consecuencia, en una grafica de concentracion, las pendientes de
la curva de Lorenz necesariamente seran crecientes.

En el apéndice se demuestra que al aplicar la definicion de

A

G, =— (=1, 2, ..., m)ala grifica de concentracion y operar alge-

\F
braicamente se llega al coeficiente Gini-intervalo:

Q +Qi, )
(2) G=1-—-— i=1,2,...,m)

Si Q; = Q;.; = 0, es decir, si la participacion relativa acumulada
de los intervalosi e (i-1) es nula, entonces de acuerdo con (2) Gj= 1;
estariamos en presencia del mdximo de concentracion posible. Tal
vez seria conveniente sefialar que como las observaciones se han orde-
nado de menor a mayor, entonces también se debe cumplir que
Qi.x =0,enquek= 2,...,G1).

Si por otra parte, Q; +Q,.; = P; +P,,, entonces conforme a
(2) G; = 0. Esta condicioén se cumple tinicamente sobre la linea de
equidistribucion, ya que:

(i) Como consecuencia de la ordenacion de las observaciones:

Al sumar término a término estas dos inecuaciones se llega a:

P +Piy > @ +Q,
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y por tanto,
P +Py) — (Q +Q)=0
Que en el caso estudiado debe reducirse s6lo a la igualdad,

P, +Piy) — (Q; +Q1) =0

(ii) Ademds, por tratarse de frecuencias relativas acumuladas se
cumplird siempre que,

P, > P,

Q = Q,

Las dos ultimas desigualdades y la igualdad del inciso anterior
generan un sistema que solo se satisface en el caso que:

P = Q

P, = ¢

en cualquier otra situacion entra en contradiccion. Este resultado se
encuentra dentro de lo esperado, en la medida que el indice se ha
definido como la relacién entre las dreas Ay el valor unitario s6-
lo ocurre cuando ambas son iguales, es decir, cuando el tramo de po-
ligonal correspondiente al intervalo coincide con el eje de abscisas.

Aun cuando desde el punto de vista aritmético cada G; puede
tomar valores entre 0 y 1 (ambos extremos incluidos) sabemos que
si G; es igual a cero entonces los restantes Gini-intervalo necesaria-
mente serdn también nulos. Ademads vimos que por la jerarquizacién
de las observaciones involucradas en Gini, ningiin G; puede tomar el
valor cero si alguno anterior o posterior es distinto de cero. Estas ca-
racteristicas tienen una explicacion general en el hecho de que la
serie de los coeficientes Gini-intervalo para una distribucion dada es
decreciente.

Para examinar la secuencia de los coeficientes, consideremos la
expresion: ‘

Q = aP
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Que representa la ecuacion de la recta con pendiente a, que une el
origen con el punto de coordenadas (P, Q). De acuerdo con (2),
G, sera:

1

y al remplazar Q; obtendremos:
Gl =1-—-a

es decir, el coeficiente Gini para el primer intervalo es igual al com-
plemento a uno de la pendiente.

Como las inclinaciones de los segmentos que conforman la curva
de Lorenz son no-decrecientes, entonces la ecuacidn de la recta que
une el origen con el punto de coordenadas (P,, Q,) se puede expre-
sar como:

Donde €, es una cantidad no-negativa que surge de la diferencia
entre las inclinaciones de las rectas que pasan por el origen y los dos
puntos ubicados sobre la poligonal de Lorenz.

Al aplicar (2) para el caso en que i es igual a 2 fenemos:

Q +Q

G2=1—

Al remplazar en esta igualdad la relacion que establecimos entre
Q, y P, se llega a:

G2 = 1 —a— _62—
1+P;/P,
Como G; = 1 — a, entonces
. €
G, = G- 2
1 +P /P,

Si €, fuese cero, es decir si el punto (P, Q,) estuviese sobre la
recta que une el origen con el punto (P;, Q;), entonces G, serfa
igual a Gy . En cualquier otro caso G, serd menor que G, .
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Del mismo modo, si representamos la recta que une al origen con
el punto de coordenadas (P;, Q3 ) por:

Q3 = (a +€2 +€3)P3

donde €3 se define de manera andloga a €, y refleja la diferencia
entre las inclinaciones del segundo y tercer segmentos de la poligonal.
La sustitucion de esta ecuacion en la formula de G conduce a:

€3

T A
Gs T TR, P,

Sie, = €3 = 0, entonces G; = G, = Gy
El andlisis de esta expresion® permite afirmar que G; es menor
que G,. En consecuencia tenemos que:

En general, para el i-ésimo segmento de la poligonal tendremos
que la recta que une al origen con (P;, Q;) responderd a:

y la sustitucion originari:

i-1 €,
G =1—-a-2 €~
i=2 1+Pi_'1
P.

1

El estudio” de esta igualdad permite afirmar que:

G, =Gy, =Gy >... >G

6 La forma de analizarla se presentara m4s adelante,
7 Para analizar la relacion entre dos Ginisintervalo consecutivos considérense las expre-

siones generales:

2 Pi|
Gip= l-a~ ¥ € - 61—
=2 Py +Pip
y
i1 P;

Gi= l-a— 2 €-¢
=2 P; 1P;q
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Nétese que si hay m estratos y-se cumple que los primeros
(m-1) Gini-intervalo son iguales entre si y no nulos, el Gltimo nece-
sariamente tendrd que ser menor.

Al comparar los valores de G; en dos o més distribuciones para
un mismo intervalo i, tendremos un indicador numérico de la dife-
rencia en la forma de la concentraciéon. Pero antes de seguir el anali-
sis en esta direcciébn nos preocuparemos por indagar respecto a la
vinculacién entre los valores G; y el del G global. Para determinarla
nos basaremos en la definicidbn geométrica de Gini: relacidon entre
dreas,

En el apéndice se presenta el desarrollo de esta idea y se demues-
tra que al ponderar cada Gj por Y;Y, es decir, por la importancia
relativa de cada subdrea de maxima concentracion con respecto al
drea de maxima desigualdad se llega a:

7 92 I
(3) G=G1ﬂ +G21[ +'"+Gm_1|—
como
A
G =—— (i=1,2,...,m)
1
entonces,
A A |
G =—t x—il-+—2 X —t . +i X T
N T 9 9 Im

Esta (iltima expresidn se puede escribir como:

i-2 Pi-1 Pi1 P;
Gi=|l—a-2Z ¢€-(€.1 +ED)—— —€i1—(€) ——
=2 Pip +Pig Pipt+Pig Pi+p g

Los términos entre paréntesis son iguales a Gj., por lo tanto:

. Pil ) P
5i=Gji—1-€- (1-—— | —g|——
P_1tP_ P +P-1

Como los términos que multiplican a €.1 ¥ €] son menores que UNO PEro Mayores que Cero,
se sigue que:

Gi < Gi
La jgualdad sélo se cumple cuando €j.1 = € = 0.



CORTES/RUBALCAVA: EL COEFICIENTE GINIINTERVALO 13

Noétese que si hay m estratos y-se cumple que los primeros
(m-1) Gini-intervalo son iguales entre si y no nulos, el Gltimo nece-
sariamente tendrd que ser menor.

Al comparar los valores de G; en dos o mds distribuciones para
un mismo intervalo i, tendremos un indicador numérico de la dife-
rencia en la forma de la concentracién. Pero antes de seguir el andli-
sis en esta direccibn nos preocuparemos por indagar respecto a la
vinculacion entre los valores G; y el del G global. Para determinarla
nos basaremos en la definicidon geométrica de Gini: relacidn entre
dreas.

En el apéndice se presenta el desarrollo de esta idea y se demues-
tra que al ponderar cada Gj por 93, es decir, por la importancia
relativa de cada subdrea de mdxima concentracién con respecto al
area de maxima desigualdad se llega a:

1 92 T
3) G = GIT +G2T + ... +GmT
como

Aj
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)
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A A
L T I S T
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Al simplificar:
Al +A, +.. A,

1

y por tanto

G =.A

E P R W

1

Esta expresion demuestra que el sistema de ponderaciones apli-
cado sobre los coeficientes Gini-intervalo permite obtener el valor
de G global.

Los desarrollos geométricos y algebraicos realizados en el apéndice
llevan a establecer que se cumple:

_% = P - Piy) (B +Py)
|

en consecuencia:

m

i=

Como

P.

1

- Py =B

entonces esta igualdad puede escribirse de la signiente manera:
m m qu

) G=2 G P ®+P;)=2 G—
TS| i=1 q

Este resultado nos indica que el coeficiente de concentracién de
Gini es un promedio ponderado de los coeficientes Gini-intervalo en
que los pesos son las correspondientes proporciones entre la subdrea
y el drea de maxima concentracién.

Pareciera que cada término de la ecuacién (3) sélo incorpora in-
formacion de un intervalo de clase y si asi fuera, los sumandos refle-
jarian la contribucion especifica de los estratos a la conformacion del

nivel de desigualdad global. Entonces, Gi}—l mediria la cuota con

que concurre el primer tramo a la formacion de G. La del segundo in-
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, ‘ 2 . . .
tervalo se evaluaria a través de Gz_ﬂ— y asf sucesivamente. Sin em-

bargo, esta interpretacidn es licita s6lo en apariencia, puesto que tan-
to los G; como sus correspondientes ponderaciones dependen de las
frecuencias acumuladas Pj, Pi-1, Qj y Qi-1 que por definicion contie-
nen los p; y q; referidos a los estratos.del primero al i-ésimo (o se-
gin el caso, hasta el (i-1)-ésimo).2 Como el valor de cada término del
G global depende de la informacién no sblo de la clase que le corres-
ponde sino también de todas las anteriores, se concluye que no se
debe interpretar como la aportacion propia de ese estrato.

También hay que notar que el coeficiente Gini-intervalo ejer-
ce una especie de control por el tamafio de los intervalos de clase.
En efecto, al aumentar el tamafio de los estratos naturalmente tien-
den también a acrecentarse (entre otras cosas) las frecuencias relati-
vas. Si incrementamos el intervalo i lo mismo ocurrird con (P; - P;_;),
es decir, con la distancia a que se encuentran las frecuencias relativas
acumuladas de las unidades observadas (ver grifica 4). Una conse-
cuencia directa del aumento del tamafio del intervalo® es el crecimien-
to del area de maxima concentraciéon: pasamos del trapezoide BACD
al BAEF. Pero al mismo tiempo aumenta el drea de concentracion
desde BKND al BKMF de modo que al definir el coeficiente como
una relacién entre la subdrea de concentracion y la-de mdxima desi-
gualdad se tienden a compensar los incrementos: el aumento en el ta-
mafio de un intervalo de clase se refleja tanto en el numerador como
en el denominador G;.

A partir de esta grafica es posible apreciar que la unién de los in-
tervalos ocasiona una caida en el valor del G global que se explica

8 Notese que Gj puede escribirse como:
i1
i=1

¥l
|

i1
y el peso como /9 =rp0 E—l Pj +p;)
=

9 Para simplificar hemos puesto como ejemplo un caso en que el cambio en el tamafio
del intervalo resuita de la unién de dos consecutivos.
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por la eliminacién de la parte KNM del 4drea de desigualdad. Esta dis-
minuciéon también puede analizarse a través de (4) que descompone
el valor de G en funcién de los Gini-intervalo. Su variaciéon se deberd
bdsicamente a las alteraciones que experimentan los pesos, puesto
que como sabemos, los valores de G; tenderdn a no modificarse.

Griéfica 4
TAMARNO DE LAS CLASES Y EL VALOR DEL COEFICIENTE
GINIINTERVALO
. A
Qi
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Para usar el coeficiente Gini-intervalo en el estudio de la forma de
la concentracién consideraremos dos distribuciones de frecuencias, lo
que nos lleva directamente a preguntarnos por el conjunto minimo
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de requisitos que permiten la comparacion. El andlisis que se desee
puede llevar a establecer el paralelo entre dos distribuciones de una
misma variable ubicadas en diferentes puntos del tiempo o a buscar
las semejanzas en la forma como se reparten dos variables distintas
entre el conjunto de unidades. En este Gltimo caso el interés radica
casi siempre en determinar a través de las formas, la relacion entre las
variables. Pero si asi fuera, seria mas conveniente recurrir al andlisis
de regresion o de correlacién. Por ello nuestra atencién se depositard
en el cambio que experimenta la distribucién de una variable en el
tiempo.

La féormula 4 nos dice que para comparar el valor de dos Gini-
intervalo es necesario que ambos tengan el mismo nimero de suman-
dos, es decir, que el total de estratos sea igual. Por lo tanto, si deci-
dimos agregar dos o mds clases en una de las distribuciones, una ope-
racion similar debera realizarse en la otra a fin de que no se viole este
principio. En la grifica 4 se presentd el efecto que tiene la agrega-
cidén de dos categorias, sobre la forma de la poligonal. En consecuen-
cia, podriamos alterarla a voluntad a través de la manipulacidén de
este recurso.

Al contrastar la desigualdad en dos distribuciones de frecuencias
con diferente forma y el mismo niimero de intervalos hay que vigi-
lar que las proporciones de las observaciones (p;) sean las mismas,
porque en caso contrario los segmentos de las poligonales tendrian di-
ferente longitud (y la forma de la designaldad cambiaria de inmediato).

Ahora bien, tomemos un ejemplo numérico para ilustrar los con-
ceptos y desarrollos precedentes. Consideremos que disponemos de
dos distribuciones de frecuencias que se caracterizan por presentar el
mismo valor del coeficiente de Gini global, pero que difieren en cuan-
to a la forma de la concentracion (véase cuadro 1).

Como en este ejemplo hemos controlado por los tamafios de los
grupos (los p; son los mismos en las dos distribuciones) entonces las
contribuciones relativas a la concentracion total reflejan directamen-
te los impactos de los G;, es decir, de la forma que asume la concen-
tracion en ambos casos.

Al comparar los Gj del cuadro vemos que el aporte a la desigual-
dad que realiza el primer estrato es mayor en la distribucién Il que en
la I. Es decir, aun cuando el nivel de desigualdad global es el mismo,
las unidades mas desposeidas han resultado mas perjudicadas en el
reparto del pastel reflejada por la distribucion de frecuencias 11 que
en la implicita en 1.

Por la naturaleza de las medidas de desigualdad los valores de G;
en los tramos altos tenderdn a ser menores en II que en I. Estaes la
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Cuadro 1
FORMA DE LA CONCENTRACION
CasovI

p; @, B, Q  (R,+P. ) (Q Q) G 150 6 (/MY
0.35 0.15 0.35 0.15 0.35 0.15 0.571 0.1225 0.070
0.30 0.20 0.65 0.35 1.00 0.50 0.500 ¢.3000 0.150
0.20 0.25 0.85 0.60 1.50 0.95 0.367 0.3000 0.110
0.15 0.40 1.00 1.00 1.85 1.60 0.135 0.2775 0.037

0.367
Caso IX
;

p; qQ; P, 9, (P 4P, 1) (940, ) G, 1./% G) (v, /9 %/
0.35 0.100 0.35 0.100 0.350 0.100 0.714 0.1225 0.088
0.30 0.300 0.65 0.400 1.000 0.500 0.500 0.3000 0.150
0.20 0.225 0.85 0.625 1.500 1.025 0.317 0.3000 0.095
0.15 ‘9.375 1.000 1.000 1.850 1.625 0.122 0.2775 0.034

0.367

* El total de 1a columna (Gj) (§1/9) es igual al valor del Gini global. En ambos casos el
grado de desigualdad medido por G alcanza a 0.367.

consecuencia del hecho de que lo que pierden algunas unidades otras
lo deben ganar.

En este ejemplo numérico se aprecia que la comparacion entre los
G; provenientes de distribuciones distintas permite percibir la forma
como se constituye el nivel de desigualdad global.

Veamos a continuacién lo que acontece con la medicidn de la de-
sigualdad a través de Gini si reagrupamos intervalos de clase. Tome-
mos la distribucién de frecuencias I del cuadro 1 y agreguemos el se-
gundo y tercer estratos.

Cuadro 2

C AMBIO EN EL VALOR DE GINI DEBIDO A AGRUPACION
EN LOS INTERVALOS DE CLASE

P; a4 Pi Q; Py +Py) (@utQ; ) Gy AESARNNNCFPRA VA Y
0.35 0.15 0.35 0.15 0.35 0.15 0.571  0.1225 0.070
0.50 0.45 0.85 0.60 1.20 0.75 0.375  0.6000 0.225
0.15 ©0.40 1.00 1.00 1.85 1.60 0.135 0.278 0.037

0.332
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Como era de esperarse, acorde con los desarrollos que hemos
presentado, al agrupar el segundo y tercer intervalos disminuyé el
valor del coeficiente. Ya sabiamos que en la medida que mayor es el
nivel de agregacion, menor tiende a ser el valor de G. Puesto en otros
términos, mientras mas grandes son los intervalos de clase, mayor es
el tamafio de la “subestimacion” con respecto al indice de Gini calcu-
lado sobre la base de los datos originales.

Examinemos ahora los G; antes y después de la agregacion de ca-
tegorfas. Hay que notar que en el cuadro 2, G, = 0.375, mientras que
en el caso I dela 1, G, = 0.500 y G3 = 0.367. Sin embargo, tal co-
mo se habia establecido el G, de la tabla modificada no aumenta en
la misma proporciéon que el tamafio del nuevo estrato, ain mds, apa-
rece un valor intermedio entre G, y G; pero mas cercano a Gy,

Este resultado nos muestra numéricamente que el coeficiente Gi-
ni-intervalo es poco sensible a las variaciones en el tamafio de los in-
tervalos de clase y que el G; resultante de la agregacion de dos o mads
estratos no es igual a un promedio de los G; de cada uno de ellos. Es-
ta ultima caracteristica se encontraba implicita cuando examinaba-
mos las consecuencias de la agregacion en la grafica 4 y concluiamos
que se perdia la parte KNM del 4rea de concentracion.

Como conclusidon podemos decir que para estudiar la forma en
que se constituve el nivel de desigualdad es posible recurrir al coefi-
ciente Gini-intervalo. Si queremos comparar la forma de la concentra-
cidbn entre dos o mas distribuciones sera de utilidad examinar tanto
las poligonales de Lorenz cuanto los G;.

3. Conclusiones

En este trabajo planteamos que cada coeficiente Gini-intervalo
(G;) puede ser util para estudiar numéricamente la forma de la con-
sentracidn. En este sentido es andlogo a la curva de Lorenz.

Al aplicarle un sistema de ponderaciones hemos logrado recons-
tituir el valor del indice global (G), vor lo que estamos en condicio-
nes de evaluar los tamafios relativos de cada uno de sus componentes.
Al observar la descomposicidén pareciera, a primera vista, que los su-
mandos serfan indicadores de la contribucién de cada intervalo a la
desigualdad general. Sin embargo hemos mostrado que esta interpre-
tacion seria errénea por cuanto los valeres de G; y de sus ponderacio-
aes son funcion de las frecuencias acumuladas. Habr{a que investigar
a posibilidad de obtcner una descomposicion de G con tales caracte-
-fsticas.
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Tal vez la mayor utilidad que puede obtenerse al separar los ele-
mentos de G, radique en su aplicacion al andlisis del cambio en la for-
ma de la desigualdad. La comparacion de los valores correspondien-
tes de G; en dos distribuciones con la misma proporciéon de observa-
ciones por intervalo, permite detectar los puntos que originaron el
cambio de forma.

APENDICE
Gini-intervalo

El centro de nuestro interés radica en obtener una expresion ma-
temdtica que nos permita estudiar numéricamente la forma de la de-
sigualdad y reconstituir el indice de Gini. Para alcanzar este proposi-
to se recurre a la idea bdsica que da sustento y origina este coeficien-
te: relacionar el drea de concentraciéon con la de mdxima desigualdad.
Que adecuada a cada intervalo asumiria la forma: relacionar la sub-
drea de concentracién (A;) con la de mixima desigualdad en el in-
tervalo (véase grifica 5).

~ La expresion geométrica de esta idea nos lleva a definir el coefi-
ciente Gini-intervalo para la i-ésima clase como:

G-=Ai

1 1[1

Es relativamente simple calcular las dreas (f; — A;) que se en-
cuentran delimitadas por el eje de las abscisas y por la curva de Lo-
renz. En efecto, tenemos que:

(Ta—A2) = B3 -Pp) Q1) +2(P2P1) (Q-Q1) =

(Pz—Pl) (Q +Q2) . ) (Q +Q2)

2 2
(P3—P) (Q—Qy)
2

(1[3"A3)= (P3—P2) Q2 +



Grifica 5

i-1
Pi

1;—A))=®;—-P 1) Qi +

(Pi—P;1) (Q—Qi.1)
2

(P—P; 1) (Q + Qi)

p; (Q +Qiq)
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Por otra parte, los valores de las subdreas de mdxima concentra-
‘cidén simbolizadas por las letras € serdn iguales a:
Pl P 1

ﬂl =
2
(P, -Py) (P, -P;) (P -P)(Py +Pp)
9, = @,—P)P; + 5 = 5 =

2

(P3—P,) (P;-P,) (P;—P,) (P4 +P2)~

= (P,-P,)P, + -
15=@®;-P)P, 5 » >

p; (P; +P,)

.....................................................

(Pi_Pi-l) (Pi—Pi_l ) _ (Pi—Pi-l) (Pl + Pi-l)
2 - 2

9i=@®—-P )P, +

p; (P +P )
2

A partir de estos dos conjuntos de expresiones se puede obtener
una expresion aritmética que permita evaluar cualquier subdrea de
concentracion (A;). Asi por ejemplo, si nos interesa determinar A;
procedemos a:

p; (P; + Pi-l) i p; (Q; + Qi)

Ai=9i-i-Ay) =
2 2

Luego:

b; '
A =— [(Pi +P) - (Q +Qi-l)}
2
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Al aplicar la definicion de Gini-intervalo para el intervalo i

G = 2

1

A ik [(Pi +P) - (G +Qi-1)]
?i— bi [p; +Pi-1]

—e

2

concluimos que:

Q +Qiy
Pi + Pi-l

G =1

Tenemos un caso particular cuando / asume el valor 1. El coefi-
ciente Gini-intervalo para el primer estrato resulta ser:

Si suponemos que:

llegamos a:
Q q
G, = - o
P Py

Expresion que se verifica si obtenemos directamente la expresion co-
rrespondiente a Gy .

El otro caso extremo se presenta si i = m. El coeficiente en el
altimo estrato asume la forma

1 +Q, 4

1+ P,

G, =1-
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Si simbolizamos el drea total de mdxima concentracion por § en-
tonces se cumple:

m

1=z 9

i=1

Del mismo modo si denotamos por A el drea de concentracién
entonces:

ZA;
zq;

Ademas

i

ME
0
N
NE
\"/
Il ™3

A ZA T A
1 9q; 1 q 9

i=1

Esta ecuacion nos dice que si ponderamos los coeficientes Gini-
intervalo por su correspondiente relacion entre la subirea de maxima
concentracion (f;) y el drea de mdxima concentracion (1), se obtie-
ne el Gini global.

Sabemos que:

Pi—Py ;) (P + P y)
i~ 2
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y que:

-2

porque se trata del drea de un tridngulo rectingulo de catetos unita-
rios.
Luego la relacion:

q.
Wi = = (Pi_Pi-l)(Pi+Pi'1) = P12"'P12-1

y
m m m
> W;,=x P2.3x p?
i=1 =1 i=1 1
2, p2 2 p2 2 2
= P2 4P +PL _P}_Pi_.. . P,
=P, =1
m
i=1

Al aplicar estas ponderaciones a G; obtenemos:

m m
p)) GiWi=E

i=1 i=

IO B [ P ) (P +P.o)
1 Pi +Pi_1 i i-1 i i-1

y al desarrollar:

m m m
G W= .El(Pi"Pi-l)"zl (P -Pi)(Q + Qi)
l:

l=-: 1 i=
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m m
T GW=2 p—-Z pQ+Qy)
i=1

i=1 i=1

m m
T G W =1-2 p(Q+Q,)

i=1 i=1

El lado derecho de esta expresion es la formula de cdlculo para el
G global, por 1o que:




