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OFERTAS SIMULTANEAS EN MERCADOS DE
EMPAREJAMIENTO

RESUMEN

Se presenta un mecanismo de ofertas simultanaas mercado de emparejamiento
y se analizan sus propiedades de estabilidad. ltvanmn de este trabajo se basa en los
resultados de Cantala (2004), respecto a los cpatg®ne investigar si la utilizacién de
ofertas simultaneas en los mercados de emparejmmsatuciona la inestabilidad que
puede ocurrir cuando se tienen asignaciones estables y las ofertas se realizan de
forma secuencial. De manera que, los objetivoadedis son: (i) disefiar un algoritmo de
ofertas simultaneas con asignacion inicial arbargposibilidad de despidos (utilizando un
modelo uno a uno); (ii) identificar condiciones solas asignaciones iniciales tal que el
mecanismo construido siempre reestabiliza el metc&dl trabajo se estructura de la
siguiente forma, se introduce el modelo de empaiejao uno a uno con base en el cual se
desarrolla el algoritmo, después se define el @fgor ademas de que se indica su
funcionamiento mediante un ejemplo y finalmenteestablecen las propiedades del
algoritmo en relacién con la reestabilizacion derwercados. Las conclusiones son: (1) el
algoritmo DAF con ofertas simultaneas y posibilideddespido, es capaz de reestabilizar
mercados cuyas asignaciones iniciales son empaegjas perturbados por la salida de
trabajadores o la entrada de empresas al mercadec#, asignaciones cuasi-estables para
las empresas; (2) la ejecucion de DAF cuando nasion inicial es arbitraria no siempre
lleva a un resultado estable pues en el caso geamsones iniciales alteradas por la entrada
de trabajadores al mercado o la salida de empfasagmaciones cuasi-estables para los

trabajadores) se encontré evidencia de ciclicidad.
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l. INTRODUCCION

El trabajo de tesis comprende el disefio de un mwoa de ofertas simultadneas y
se analizan sus propiedades para estabilizar mescad

Un mercado de emparejamiento se compone de dasbos disjuntos y finitos de
agentes, cada uno de los cuales tiene una reldei@meferencias sobre los miembros del
otro conjunto y el vacio que implica permanecemn giareja. El problema de
emparejamiento reside entonces en el proceso dgmaaghn de los elementos de un
conjunto con los del otro. Este problema fue iniimdo por Gale y Shapley (1962) quienes
proponen un concepto de solucion denominado engmaiEjto estable. La estabilidad
requiere dos condiciones: la racionalidad individuadicando que los agentes prefieren
mantener su pareja en una asignacion a estar gotasgdeben existir pares bloqueadores
en los que dos agentes, pertenecientes a conjdististos, estén dispuestos a dejar sus
parejas para unirse. Los autores demuestran queequalibrio existe mediante la
construccion de un algoritmo que establece lasasede emparejamiento, el cual es
conocido como algoritmo de aceptacion diferiDaferred Acceptanc®A).

El algoritmo de aceptacion diferida planteado @ate y Shapley inicia con una
asignacion en la cual ningn agente tiene pargja. dgentes de un conjunto realizan
ofertas de emparejamiento de acuerdo con su oelpreferencias en tanto que los agentes
del otro conjunto aceptan y mantienen la mejor pesta recibida en un periodo. En cada
iteracion, los agentes rechazados le hacen ofelta siguiente opcion en su lista de
preferencias. Mientras se tengan individuos actggamas preferidos que no tener pareja,
a quines hacerles propuesta el proceso contindaalg&ritmo se detiene después de la
etapa en la cual cada agente rechazado le ha loéetta a todos los elementos en su
conjunto de aceptables.

El algoritmo de aceptacién diferida transforma as@nacion inicial sin parejas en
una asignacién estable. Knuth (1976) plantea pse Gomienza con una asignacion inicial

arbitraria y se satisfacen pares bloqueadorestiitanaente puede no alcanzarse una



asignacion estable, es posible que aparezcan delgsares bloqueadores. No obstante,
Roth y Vande Vate (1990) muestran que satisfacigrates bloqueadores, siempre se
puede llegar a un emparejamiento estable a plrtualquier asignacion inicial arbitraria.

Para ello construyen una secuencia de asighacisoesada con una secuencia creciente de

conjuntos los cuales no contienen bloqueos, hiegjarla un emparejamiento estable.

Respecto al mercado laboral, la investigaciomsecé inicialmente a los mercados
denominados de entrada. Estos se caracterizaa psgdonibilidad simultdnea de vacantes
y candidatos en busca de trabajo. Posteriormeateommenzo con el estudio de mercados
mas desarrollados que involucran disrupciones dagspor cambios en las poblacion de
trabajadores y variaciones en los puestos de trabsponibles. Blum et al. (1997) fueron
los primeros en publicar un articulo dedicado dliais de este tipo mas complejo de
mercados. Basados en un modelo uno a uno (asigndei@lemento de un conjunto con
solo un elemento del otro conjunto), abordan elbl@ma de desestabilizacion de
asignaciones dado el retiro de trabajadores o émc@n de empresas. Logran la
reestabilizacion del mercado usando un procescedteratizado de ofertas y aceptaciones.
El algoritmo que proponen inicia con una asignaeidnitraria y se selecciona una empresa
con vacante la cual realiza ofertas a los trabagsdque mas le convienen de acuerdo con
su orden de preferencias. En cada iteracion, ublpgueador es satisfecho (una empresa y
un trabajador que dejan sus emparejamientos paraafouna nueva pareja pues se
prefieren mutuamente a las asignaciones que tesdémguando la empresa tiene su puesto
disponible y la oferta es aceptable. El procesaeteene cuando no hay mas empresas

elegibles.

Cantala (2004) hace aportaciones al estudio demlescados que involucran
disrupciones causadas por cambios en la pobla@omatbajadores y variaciones en los
puestos de trabajo disponibles, especificamenti@ladjo de Blum et al., en tres sentidos:
(i) analiza la desestabilizacion de asignacion&sddeal retiro de trabajadores y la creacion
de empresas pero también dada la entrada de tlabsgaal mercado y el cierre de puestos;
(i) estudia el proceso de reestabilizacion empmeanmn modelo varios a uno (asignacion

del elemento de un conjunto con uno o mas indivgdiel otro conjunto); e (iii) introduce



la posibilidad de despedir trabajadores. Constriy®nces dos algoritmos. El primero
denominado algoritm&et Offering(SO), considera una asignacion inicial correspemtei

a la perturbacion de un emparejamiento estable dadobios en la poblacion de
trabajadores o en el nUmero de puestos de tratiajel que las ofertas son realizadas por
las empresas y no hay despidos. Este produce ultads estable cuando la disrupcién de
la asignacion inicial se debe al retiro de trabajesl o la creacion de puestos. El otro
algoritmo recibe el nombre dAcceptance Firing(AF), su asignacion inicial es un
emparejamiento que perdio estabilidad debido a wesdn la poblacion de trabajadores o
en los puestos de trabajo. Ahora las ofertas swadlas a cabo por los trabajadores. Los
trabajadores desempleados hacen propuesta a lasangue mas prefieren en su conjunto
de aceptables (el conjunto de empresas que eljadavaprefiere a permanecer
desempleado con las cuales no ha estado empasgjtetimrmente o que no les ha hecho
oferta ain). Este lleva a un resultado estable dmida desestabilizacion de la asignacion
inicial se dio por la entrada de trabajadores ceste de puestos. El algoritmo AF es una
version del algoritmo DA solo que con los trabajadorealizando las ofertas de acuerdo
con su orden de preferencias. Los resultados d&aldaf2004) son robustos si asumimos

gue las ofertas se llevan a cabo de manera sealenci

La motivacion de este trabajo se basa en los eskdtde Cantala (2004) y sus
observaciones. Esboza un ejemplo para estableeaer relevante es el lado del mercado
gue realiza las ofertas, dada la posibilidad dgides. Utiliza una asignacion estable que
es alterada por la entrada de un trabajador oeelecde puestos de trabajo, denominada
cuasi-estable para los trabajadores, y estableaedumdmica de ofertas dirigida por las
empresas de manera secuencial (solo una emprega paeer oferta en cada iteracion).
Con el ejemplo circunscrito en un modelo uno a unoestra que el proceso de ofertas
secuenciales por parte de las empresas puedegstahiéezar el mercado dada la asignacion
inicial cuasi-estable para los trabajadores. Eafgica que la dinamica de ofertas realizada
por los trabajadores podria no reestabilizar unagejmiento perturbado por el retiro de
trabajadores o la apertura de vacantes, llamadgmeaasdn inicial cuasi-estable para las
empresas. Propone investigar si la utilizacion fetas simultaneas puede solucionar el

problema.



Se plantean dos objetivos: (1) disefiar un algoritteoofertas simultdneas con
asignacion inicial arbitraria y posibilidad de dégg (utilizando un modelo uno a uno); (2)
identificar condiciones sobre las asignacionesidlgs tal que el mecanismo construido
siempre reestabiliza el mercado. El algoritmo queanstruye se diferencia del algoritmo
de aceptacion diferida de Gale y Shapley en queietma con una asignacion inicial
arbitraria, las empresas pueden despedir a logjaddres y los trabajadores despedidos se
reintegran al conjunto de aceptables de maneraegu@ctible para las empresas hacer
propuestas a trabajadores los cuales ya las habthazado. Con respecto al algoritmo
disefiado por Blum et al. (1997), las diferenciasida® son que las ofertas se llevan acabo
de manera simultanea, todas las empresas conpasEja pueden hacer propuestas y es
posible despedir trabajadores. Contrastando ariaigp con AF, las propuestas son
realizadas por las empresas, las empresas conparga hacen ofertas, y cada empresa
solo tiene una vacante a ofrecer. Se encontré huadgeritmo siempre reestabiliza un
emparejamiento estable perturbado por la salideati@jadores del mercado o la entrada de
empresas. Si la asignacion inicial es arbitrartareses el mecanismo no siempre converge

a un emparejamiento estable.

El trabajo se estructura de la siguiente forma, psesenta el modelo de
emparejamiento uno a uno con base en el cual serdis el algoritmo, después se define
el algoritmo ademas de que se indica su funciomami@ediante un ejemplo y finalmente

se establecen las propiedades del algoritmo respdatreestabilizacion de los mercados.

.  MODELO DE EMPAREJAMIENTO UNO A UNO

El mercado de emparejamiento es una trip(€aVN,>) dondeF ={f,....f .} ¥
W={w,...w} son conjuntos finitos y disjuntos de empresas gbajadores,

respectivamente. Cada agente tiene una relaciopreferencias estricta, transitiva y

completa sobre los agentes del otro conjunto ypliém de permanecer sin pareja. De



manera que-=(-; ...~ ,>,,,.-»~, ) €S el perfil de preferencias de todos los agentes;

toda empresaf OF tiene una relacion de preferenciast sobreWD{qo} y cada
trabajadorwOW una relacién de preferenciasw sobre F O{¢g} . SeaV =F OW el
conjunto de agentes, se escride-, v' cuandov’ se prefiere a/” bajo la relacion de
preferencias de y se dice que prefierev’ av”. Sig@> V", significa que el agente
prefiere permanecer solo a emparejarse ebn A(>-,)={wOW:w>, ¢ denota el
conjunto de trabajadores que son aceptables pamapeesd y A(-,)={fUOF:f >~ &}

el conjunto de empresas que son aceptables peadajadom.

Una asignacion es una funcign: F OW - FOW, tal quef OFy OwOW :
Q) p(f)=w - p(w) =f cuandd yw estan emparejados,
(2) u(f)#¢= u(f)OW denota qud esta emparejado en el cual le asigna(f) v,
(3) uw) £¢= p(w)OF implica quew esta emparejado em asignandoleu(w). Si

1(v)=@ entoncew no tiene pareja en

La asignacionu es bloqueada por una emprésa ¢, u(f) y bloqueada por un
trabajadorw si ¢@>, p(w). Una asignacioru es individualmente racional para los

trabajadores si no esta bloqueada por ningun adbaj es individualmente racional para
las empresas si no es bloqueada por ninguna emp@sssignacion es individualmente

racional si cada agente es aceptable para su pg(eje-, ¢ y VOF OW.

Dos agentegf,w) forman un par bloqueador patasi se prefieren mutuamente

con respecto a las parejas que tienen asignadas wen formalmente

-y (W) yws= u(f).

La asignacion: es estable si cumple con la condicion de racidadlindividual y

no es bloqueada por ningun fdr,w) . El conjunto de asignaciones estables de un mercad

(F,W,>), se senota com§(F,W,>) .



Una asignacion estable perturbada por el retirdraleajadores y/o la entrada de
empresas es cuasi-estable para las empresas. @&sli@n establece que los pares
bloqueadores existen si y solo si satisfacerlosnpdica que las empresas involucradas en

los bloqueos despidan su trabajador. La asignagi@s cuasi-estable para las empresas si

cumple con racionalidad individual y no tiene ningar blogueador que incluya a una
empresa con pareja. El conjunto de asignacionesi-egtables para las empresas del
mercado(F,W,>) se denota confeQS(F,W,>).

Una asignacion estable perturbada por la entradeadajadores y/o la salida de de

empresas es cuasi-estable para los trabajadoressidgr@acionu es cuasi-estable para los

trabajadores si cumple con racionalidad individpao tiene ningun par blogueador que
incluya a un trabajador con pareja. El conjuntoad@gnaciones cuasi-estables para los
trabajadores del mercad&,W,>) se denota conwWQSF,W,>-).

lll. ALGORITMO DE ACEPTACION DIFERIDA CON DESPIDOS
(DAF)

El mecanismo comienza con una asignacion arbitr&ie cada iteracion, las
empresas hacen ofertas simultaneas al trabajadser pré&ferido en su conjunto de
aceptables conformado por trabajadores a quiendssrivan hecho ofertas y trabajadores
despedidos en la etapa anterior. Los trabajadoeggan la mejor oferta tomando en cuenta
la pareja que les fue asignada en la iteracionigrem(w). Los trabajadores despedidos,
son reintegrados al conjunto de aceptables. Elegmcontinua hasta que las empresas han

agotado su conjunto de aceptables o ya no deseandfartas.



Seau' una asignacion arbitraria(f,W,>) el mercado de emparejamiento.
Inicio

@ W' =u" i=1

(b) Of OF, A(f) ={wOWw>, pOwD ()}

Iteracion principal

()  Ofertas

1.1 SigfdF,
{7 (F)OW talquey' ™ (f) = max_ A, (f)
f

Obien A (f)=¢
= elalgoritmosedetieney elresultadaesy'™

1.2 Si no, cada empresd tal quemax_ A (F)=, () y A_(f)#@ hace

oferta a max._ A_(f).

(1) Nuevo emparejamiento tentativo

.1  Cada trabajadow W que recibio ofertas (en 1.2) escoge la empresapgekere
entre /' (w) y las empresas que le hicieron propuestas. Losisiérabajadores se

guedaran con la misma pareja a menos que seardakspe



(1) Actualizacion de los conjuntos aceptables

Seau, ={WDW L (wW) 2 4 (W) = qo} el conjunto de trabajadores despedidos en la

iteracioni, entonces:

A(f)=A_1(f)\{ma)§fA_l(f)}D(Ui n A,(f)) para todas las empresas que hicieron

propuestas en |.2, y
A(f)y=A_(f)OU, n A(f)) para las demas empresas (que prefigrel(f a )

cualquier trabajador eA_,(f 9 bien para quieneg_,(f) = ¢).
(V) i:=i+l
FUNCIONAMIENTO DEL ALGORITMO DAF

Ejemplo 1. Considérese la ejecucion del algoritimo @na asignacion inicial cuasi-estable

para los trabajadores.

Seay' una asignacion inicial arbitraria(f ,W,>) un mercado tal que

F={f,f} W ={w,,w,};

=1 =W, W =w, =,
=ty = Wy, W,; =w, = f, ).
Inicio
f, f,o@
O= 4y = P 2 i=1
@ H=H (wl ¢JWJ

®)  A(f)=w, A(F,) =W, W,



Iteracion principal (primera iteracion)

() Ofertas

f, lehaceofertaaw, puesw, > £°(f,) =w;
f, lehaceofertaaw, puesw, -, u°(f,)=@.

() Nuevo emparejamiento tentativo

w, no recibe ofertas ¥, = z°(w; I ha hecho oferta a,;

w, acepta la oferta dé, puesf, >, f,.

(1) Actualizacion de los conjuntos de aceptables

U, :{wl} es el conjunto de trabajadores despedidos erntera iteracion.

L (f fo A(f) =w,
o, ow, A(f,) = w,

(V) i:=1+1,ira(l)
Iteracion principal (segunda iteracion)
() Ofertas

f, deseapermanececon su emparejangnto en 4, u'(f)) =w, > w.
f, lehaceofertaaw,, w, >, 4'(f,) =@



(1)) Nuevo emparejamiento tentativo

w, acepta la oferta d¢, ya que f, -, 1'(w)=9.

W, permanece con su emparejamientqen
(1) Actualizacion de los conjuntos aceptables

U, ={¢, entonces:

2_(1:1 fzj A(f)=w
P w w A(f) =g

dadoquey®(f,) >, max_ A(f) y A(f)=¢

= elalgoritmosedetieney elresultadesDAF(u') = 1°.

IV. PROPIEDADES DEL ALGORITMO DAF

Dadas las caracteristicas del algoritmo disefiagesentan ciertas complicaciones
en el andlisis de estabilidad. Un punto clave dfieutta el andlisis de las propiedades del
algoritmo reside en la posibilidad de despidos dadarma en que las empresas realizan
las ofertas y el hecho de que se tienen asignaciaigales arbitrarias. Estas condiciones
nos inducen a pensar que el proceso podria llegagair ciclos, de tal forma que las
asignaciones y los conjuntos de trabajadores aueptpara cada empresa en una iteracion
se repitan para una etapa posterior. Tal posidilegun primer impedimento para que el

algoritmo logre estabilizar el mercado.

Como una primera aproximaciéon al analisis debdiatad del algoritmo propuesto,
se asume que la asignacion inicial es cuasi-egpalnéelas empresas tal que el problema de
cicliciad se descarta. La proposicion 1 correspamésta simplificacion y se plantea que,

en este caso, el algoritmo reestabiliza el mercado.
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Proposicion 1.Sea(F,W,>) un mercado, si la asignacion inicial del algoritDAF es

cuasi-estable para las empresas dada la pertunbdeidn emparejamiento estable por el
retiro de trabajadores o la entrada de empresamaas lo seran también las asignaciones

obtenidas en cada iteracion. El algoritmo es figita asignacion resultante es estable.

Demostracion
Sea u°=u' OFQS(F,W,~) la asignacion inicial del algoritmo y sea

4 OFQS(F,W,>), se prueba qug' OFQS(F,W,>).

Caso 1) f tiene parejay/ ™ (f)OW (en la iteracioni-1, f estaba libre y se empareja con

M) o bienu () = (1) ).

Por cuasi-estabilidad de las empresasuéh, tenemos que no hay trabajadores
despedidos eni-1 para ser reintegrados a los conjuntos aceptallexlo que

W) -, max _ A_(f) , f no hace ofertas enentonces no bloquea con ninguin
f

trabajador enu'.
Caso 2)f no tiene parejau'*(f) = ¢

Si f no hace oferta o es rechazado entonces la empmdmua sin pareja,

' (f)=g. Sif hace oferta y es aceptada poentonces ¢' (f) =w. Ow talquew'>, w
necesariamente/ J A _ (f , Ye otra formd le habria hecho propuestan&. Ello implica

gue f puede no ser aceptable pavapor lo que la empresa nunca bloquearia con ese
trabajador. Sf es aceptable par&@ entonces la empresa debié haberle hecho propersta
alguna iteracion previa w lo rechazg, o en caso de haberlo aceptado reafibita de una
empresa mas preferida y lo dej6. Suponiendowukaya sido reintegrado al conjunto de

aceptables dé& la empresa debio hacerle ofertavaque fue rehusada y de ser aceptada

11



tuvo nuevamente una propuesta de otra empresarefiegip y abandondfade esta forma
wOA_(f). Como ¢ OFQS(F,W,~), no hay trabajadores despedidos que son
reintegrados a los conjuntos de aceptables de mguneren-1 w rechazo la propuesta de

f, lo dejo por otra empresa preferida o no pudo rfeaderta pues ya no estaba en su

conjunto de aceptables. Por er{dew) no conforma un par bloqueador para Puesto

que w = max_ A_(f) ,fnobloqueay' con otros trabajadores.
f

De manera que si/'0OFQS(F,W,>) entoncesy' OFQS(F,W,>) . Como
u° = ' OFQS(F,W,>) implica quey* OFQS(F,W,> )y asi sucesivamente a lo largo

del algoritmo.

Noétese que el algoritmo siempre termina dado geeakignaciones son cuasi-

estables para las empresas entonces/Seayu', ... =DA(u') la secuencia de
asignaciones generada por el algoritmo cpnOFQS(F,W,~ , Jmplica que

4 OFQS(F,W,>) Oio{1,...1}.

Finalmente el algoritmo termina cuando todas lapresas estan emparejadas y ya
no desean hacer ofertas o han hecho propuestdesidos trabajadores aceptables. Si las
empresas tienen pareja, la cuasi-estabilidad asegue no forman parte de ningun par
bloqueador. Si no tienen pareja, han hecho propsiesttodos los trabajadores de su
conjunto de aceptables y se mostr6 que no confororarpar bloqueador con los

trabajadores que rechazaron sus ofertas o losodegariteraciones anteriores. Por lo tanto,
no hay pares bloqueadores p&AF(x') y como cumple racionalidad individual entonces

es establem
Al restringir el tipo de asignaciones inicialedagilita el andlisis de las propiedades

del algoritmo DAF respecto a estabilidad. No olistatos resultados clave sobre la

capacidad del algoritmo para reestabilizar el ntecge centran en averiguar las

12



implicaciones de la reintegraciéon de trabajadoespeédidos en los conjuntos aceptables de

las empresas.

Seria deseable poder establecer que si el algotfmcocon asignacién inicial
arbitrariay' converge a un resultado estable, entonces elitalgoDAF con la misma
asignacion inicial arbitraria/ también llega a un resultado estable. Sin embadggo,
configuracion de AF determina que el algoritmo stethe después de un namero finito de

iteraciones pero esto no es claro para DAF.

Proposicion 2 En un mercad¢F,W,>), el algoritmo DAF con asignacion inicial

arbitraria #' no siempre converge a un resultado estable.

Demostracion

Siguiendo el ejemplo que Cantala (2004) emplea pastrar la ineficiencia de una
dinamica de ofertas secuenciales por parte dentgsesas cuando la asignacion inicial es
cuasi-estable para los trabajadores, se muesttaéana ineficiencia del algoritmo DAF.

Considérense los siguientes agentes, preferendaisigiyacion inicial:

Mercado (F,W,>)
F={f,f,,fs W={w,w, w}

>t = W, W,; > 1, = Wy, W >ty = Wy, W;
—w = 1y, T =wy = T, T35 =wy = Ty, T,
Inicio

f, f, f
(a) ,L[O =,L[| =( 1 2 3 ¢j

WZ ¢ WS Wl

(b) A(f)=w A (f) =wy,w A(fs) =w,

13



La asignacién inicial es cuasi-estable para lobajemlores. La estabilidad del

emparejamiento pudo haber sido perturbada porttadande un trabajadowy) o la salida

de una empresa (digamdg que tenia ay, como pareja).

Iteraciones
U1:{W2}
L (ff, f, @ A(f)=w,
H _[Wl 72 WZJ A(f)=w
A(f3) =w,
U2={W3}
ﬂzz(fl fa fs (DJ A(f)=w,
g W W W A(f,)=w,
A(f)=w,
L (ff, £, @ Ug ={w}
H _[WZ w, @ WJ A(f) =w
A(f)=w
A(f5) =w,
U4:{W2}
w=(f1 fa fy <”j A(T) =W,
R A(f,) =w
A(f5) =w,

Nétese quer' = 4* y los conjuntos de trabajadores aceptables par@rgpresas

son los mismos en ambas iteraciones, el algoriteva la cabo ciclos. Por lo tanto, DAF
dada la asignacion inicial no reestabiliza el mgocam
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V. CONCLUSIONES

El algoritmo DAF con ofertas simultdneas y posibidl de despido, es capaz de
reestabilizar mercados cuyas asignaciones inicgeemparejamientos perturbados por la
salida de trabajadores o la entrada de empresagrahdo, es decir, asignaciones cuasi-

estables para las empresas.

La ejecucion de DAF cuando la asignacion iniciahdstraria no siempre lleva a un
resultado estable. En el caso de asignacionesalgdcialteradas por la entrada de
trabajadores al mercado o la salida de empresagn@asnes cuasi-estables para los
trabajadores), se encontré evidencia de ciclicidad.
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