Notas y comentarios
Ley de mortalidad mexicana. Funciones de supervivencia

Alejandro Mina Valdés*

Las probabilidades de supervivencia S(x) permiten estimar funciones
matemadticas que se resumen en modelos de comportamiento de las
principales funciones biométricas que se expresan con base en la fun-
cién de supervivencia y la tasa instantdnea de mortalidad. En la prac-
tica actuarial se utilizan combinaciones de estas leyes aceptando dife-
rentes modelos para distintos tramos de edades.

Las leyes de mortalidad son expresiones analiticas de la funcién
de supervivencia que pretenden estimar el comportamiento de la
mortalidad en funcién de la edad; resulta fundamental elegir la funcién
que mejor se adapte y represente adecuadamente la mortalidad, y esto
se hace segln los datos observados o estableciendo ciertas hip 6tesis
correspondientes a las caracteristicas propias de la funcién de super-
vivencia.

Alo largo de la historia ha sido constante la biisqueda de una ley
de mortalidad valida para cualquier poblacién humana; se ha tratado de
encontrar la “ley universal de mortalidad”, que probablemente no
exista. Sin embargo es posible encontrar el ajuste a alguna ley teérica
para determinadas poblaciones y ciertos tramos de edad.

Laley de Gompertz asume que cada individuo presenta una resis-
tencia a las enfermedades (y a fallecer por causas naturales) decrecien-
te en funcién de la edad, por lo que la fuerza de mortalidad aumenta
con la edad y su incremento relativo es constante. Por tanto, se dedu-
ce que dicha fuerza de mortalidad crece exponencialmente.

u,=BC* x20, B>0, C>1

Posteriormente Makeham enuncié dos leyes de supervivencia. La
primera ley considera la tasa instantinea de mortalidad: afiade una
constante arbitraria que representa la mortalidad accidental (azar) y
es independiente de la edad, a la fuerza de mortalidad de Gompertz.
Por tanto, la muerte de un individuo es consecuencia de dos causas
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coexistentes: el azar, y una resistencia (cada vez mas débil) ala muerte
conforme aumenta la edad, es decir, que ademas de considerar la
mortalidad por causas naturales (igual que Gompertz) introduce
la mortalidad accidental del individuo, independiente de la edad.

p,=A+BC* x20, B>0, C>1, A>-B

Esta ley ofrece buenos ajustes en edades intermedias (adultas),
pero presenta problemas en las edades extremas de la tabla, principal-
mente en masjévenes, puesto que en las edades infantiles la mortalidad
es decreciente. Es considerada la ley mds conocida y mas ampliamente
utilizada para ajustar diversas tablas de supervivencia.

La primera ley de Makeham tiene problemas de ajuste para las
edades masjovenes, de ahi que se formulara la segunda ley, mas elas-
tica y fundamentada que la anterior, que afiade a la fuerza de morta-
lidad otro sumando proporcional a la edad:

Para determinar los cinco pardmetros K, a, b, d y w de la funcién
Makeham se utilizara el método de los grupos no superpuestos, obte-
niendo los valores de los pardmetros con las siguientes ecuaciones:!

d=[A251 ]’" [1]

b=exp | A’S, d-1 3 (2]
an —1)
a = exp =h ASy— A8 [3]
m? 07 gm _q
m-1
w=exp|:$(AZSo—[d;fd ](d"‘—l)zlnbﬂ [4]
4m-1
Zyv(x)
K=rl [5]
o(x)?

! E1 método es similar para el caso de cuatro pardmetros, expuesto en Mina
(2001).
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donde: 'u(x)=axwx2bdx

Una vez obtenidos los valores de los parametros k, a, b, d ywde la
funcién Gompertz-Makeham ampliada, es posible realizar variaciones
en ellos con el objetivo de calcular una mejor aproximacién a sus va-
lores observados.

Dado que ¥ = ka*w* b? paratodax=0,1,2, ..., 4m-1

Se obtiene el logaritmo natural de la funcién VAR

x
Lny, = Ln(kaxwxzbd ]
[6]

=Lnk + Lna+d*Lnb+ x2Inw

Hay que calcular la derivada de la expresién [11]:

d d
L =—|Lnk +xL d*Lnb+x2 In
ayx nyx au( XLna+ nb+x W) [7]
Al calcular la derivada se puede considerar que :
d 1
Lny,=—dy, [8]
X X

mientras que la derivada del miembro derecho se puede expresar
como:

d d d d d d
L = — Lnk + — xLna + — d*Lnb + — d*Lnb+ — x2 L
3, nyy % + % xLna % n Y nb+ F X2 Lnw
[9]
1 x a ) P
==dk+= —db+Lnb — d*+x2—d
p +a da + 5 ¥ +X ¥, w

El tltimo término de la expresion [18] se puede presentar de
acuerdo con el razonamiento siguiente: de acuerdo a las propiedades
de los logaritmos se puede expresar:

Ln d*=xLnd

Al obtener la derivada de la expresion anterior se observa que:
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3 3
9 nd*= 2 xind
ad 4T
1 X
Laax=2ad
& d

Por lo tanto la derivada de dx respecto a d es:

d(d*) = xd* %d [10]

Dado lo anterior, la expresion [18] se puede escribir como:

1 1 x a* N 9d  o0w
y—xdyxzidk+;da+7db+xd Lnb7+x Y [11]
En consecuencia, la derivada de dy, es:
x a* od ow
dyx:%dk+%da+%db+xdxyx Lnb= + X2y~ [12]

Para calcular los valores de los pardmetros a partir de la expresion
[12] se procede a linealizar dicha expresion; para ello se denota
como:

x, =dy, X,=Yy, X,=X(%X) Xx,=x,d° x,=%x,d° x,=x*
C =%k c -9 C _% c —Lnba—d C %
27% 37, ‘T 5~ d T w

Una vez hecho lo anterior, se sustituyen en [12] estas variables,
por lo que puede expresarse en forma de regresién miiltiple lineal
como se presenta a continuacién:

Xl=C2X2+C3X3+C4X4+C5X5+C6X6

Empleando las ecuaciones normales, que se expresan matricial-
mente como:
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Zx2x22x2x32x2x42x2x5Zx2x6 C2 lexz
Zx2x3zx3x32x3x42x3x52x2x6 Cs E’xlx3
A= 2x2x42x3x42x4x42x4x52x4x5 V =ie,|] G= lex‘i
zxsxazxsxazx4xszxsxa zxsxa Cs lexs
szxEszxs2x4x62x5x52x6x6 ¢, lexs

Se calculan los coeficientes de la matriz V con la inversa de la
matriz A y multiplicindola por la matriz G, asi: V=A" G.

De esta manera se calculan los valores de las ¢; y por consiguiente
las primeras correcciones a los parametros k, a, b d y w de la funcién
Gompertz-Makeham ampliada. Estas correcciones permiten obtener
nuevas aproximaciones para los parametros. Por lo tanto los nuevos
valores para éstos son:

k, =Kk(l+cy), a,=a(l+cy), b, =b(l+c,),d, =d(l+c,/Lnb)
y w; = w(l+cy)

A partir de estos valores se obtienen nuevos valores teéricos y por
lo tanto nuevas diferencias dy,. Lo anterior lleva un proceso iterativo
que permitird ir obteniendo aproximaciones cada vez mas satisfactorias.
Es decir, el proceso debera repetirse hasta que la magnitud de las co-
rrecciones alcance un valor reducido tal que no logren cambiar sensi-
blemente los valores tedricos obtenidos usando los valores de los pa-
rametros hasta esa iteracion.

En general se observaquesik, a, h d yw,sonvalores de laiteracion
(i), los valores de esos parametros a la iteracion (i+1) serdn:

k;, = k1(1+c2i+1)’ 4, = a1(1+C3i+1|)’ bi+1 =
bi(l+c,)), di,, = d;(1+c

sin/ L0D), W, =wi(l+cg ).
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Las funciones Gompertz-Makeham estimadas para México

Los valores obtenidos de los pardmetros K, a, w, b, d por sexo y para
los anos 2003 a 2010 se presentan en el cuadro 1.

Las tablas abreviadas de mortalidad que se obtuvieron con las
funciones de supervivencia para la Repiblica Mexicana, tanto para
hombres como para mujeres, del aiio 2003 al 2010 se presentan en el
anexo.

Finalmente, en la grifica 1 aparece el tipo de funcién Makeham
ampliado que se obtuvo para el caso mexicano sefialando el procedi-
miento.

Para los valores de la serie Ix de tabla de vida, presentados en el
cuadro 1, se estimé la funcién de Makeham ampliada:

(i) = 899360 * 0.9967" * 0936410 *1 003

Con el propésito de obtener la concavidad de las tendencias de
los valores de las edades 0, 1, 2, 3 y 4 anos, se desplazé el origen al
valor -10.4, el cual se asocia a 1 ano de edad; asi, -10.4 se asocia a
la edad 2 anos, por lo que cada dos decimales representan un afio de
edad. Tomado un radix de 1 000 000 personas.

Asi:1=-10.4,-10.2,-10.0,-9.9,...., 6.4, 7.4, 8.4 asociados a los valores
delaedadreal x=1, 2, 3, 4,...., 85, 90, 95.

Conclusiones

Con base en las tablas abreviadas de mortalidad que se obtuvieron para
la Republica Mexicana empleando la funcién de Gompertz-Makeham
ampliada, se tiene que en el anno 2003 la esperanza de vida al nacimien-
to de los hombres fue de 73.34 afios y para las mujeres de 77.25 anos,
es decir, una diferencia de cuatro afos a favor de las mujeres mexi-
canas.

La ganancia en la esperanza de vida al nacimiento para el afio 2010
respecto al 2003, es de 2.67 afios para los hombres y de 1.61 para las
mujeres, con una esperanza de vida de 75.01 afios para ellos y 78.86
para las mujeres.

Dadalaimportancia de la poblacién en edad avanzada en México,
destaca en la estimacién del impacto de la mortalidad el hecho de que
la esperanza de vida a los 65 aflos sea para el ano 2003 de 15.65 afios
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GRAFICA 1
México: funcién de supervivencia 1(x) Makeham ampliada
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para los hombres y de 17.74 afios para las mujeres y aumente 0.56
anos para los hombres y 0.56 afios para las mujeres en el ano 2010,
cuando la esperanza de vida a los 65 anos serd de 16.21 anos para los
hombres y de 18.38 afios para las mujeres.

La ley de mortalidad de México, resumida por la funcién de su-
pervivencia Gompertz-Makeham ampliada, describe con precisién el
impacto de la mortalidad por edad ysexo, pues se estiman las ganancias
en las esperanzas de vida de acuerdo con las tendencias histéricas re-
gistradas, es decir, serdn mayores las esperanzas de vida de las mujeres
sobre los hombres en los préximos anos y se reducira la brecha por
sexo, de ahi que sea cada vez menor el diferencial en las ganancias de
vida.

El estudio del proceso de envejecimiento de la estructura por edad
y género de la poblacién mexicana requiere el conocimiento de las
leyes de mortalidad imperantes y de sus modificaciones en el tiempo
(futuro inmediato), esto con el fin de proyectar adecuadamente la
estructura de la poblacién, lo que se logra con la funcién de supervi-
vencia Gompertz-Makeham que da la pauta en la elaboracién de tablas
de mortalidad por sexo. En los préximos anos deberan validarse con
la estimacion que directamente se haga de ellas, via estadisticas vitales
y censos de poblacién, y con ello habra que ajustar laley de mortalidad
mexicana para los afnos futuros.
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