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Resumen

Este estudio analiza la serie de tiempo mensual del tipo de cambio real en México en el
periodo que comprende entre enero de 1996 y noviembre de 2005. En particular, se encuentra
evidencia de dindmica cadtica mediante el cdlculo del exponente dominante de Lyapunov, lo
que sugiere que los movimientos en el tipo de cambio real pueden modelarse mediante el uso

de herramientas de la teoria de sistemas dindmicos.
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1. Introducciéon

Si bien es cierto que existe una amplia gama de estudios y literatura sobre el tipo de
cambio real (TCR) en México, poco se ha dicho de la “dindmica cadtica” que pudiese pre-
sentar. Este estudio analiza la serie de tiempo mensual del tipo de cambio real en México'
en el periodo que comprende entre enero de 1996 y noviembre de 20052 con el objetivo de
encontrar evidencia de dindmica cadtica.

Cuando hablamos de dindmica cadtica, es importante comentar que no existe una unica
definicién de caos, y aqui hemos adoptado la definicién usual. En este trabajo, decimos
que un sistema dindmico es cadtico si presenta sensibilidad a las condiciones iniciales y
existe un atractor al cual se converge conforme transcurre el tiempo (Ruelle, 1989). De esta
manera, nuestra hipétesis central consiste en que los movimientos del TCR pueden modelarse
mediante un sistema dindmico discreto, no lineal y cadtico, Nychka et al. (1992).

Se investiga la existencia de no linealidad en la serie del TCR, y a través de un andlisis
grafico de los rezagos de la serie se estudia si existe evidencia de un atractor para el sistema
generador de la serie de tipo de cambio real. Notese que en este caso el sistema dindmico
discreto no lineal asociado al TCR es desconocido, y por tanto debe aproximarse el atractor
empleando tnicamente las observaciones de la serie de tiempo.

Para medir la sensibilidad a las condiciones iniciales en un sistema dindmico, se requiere
la existencia de un exponente de Lyapunov positivo, el cual se toma usualmente como una
senal del cardcter cadtico del sistema. Los exponentes de Lyapunov proporcionan informacién
de la inestabilidad de las trayectorias del sistema, y se calculan como la tasa de divergencia

entre trayectorias que inicialmente se encontraban sumamente cercanas.

"Tndice del Tipo de Cambio Real Multilateral reportado por el Banco de México con respecto a 111 paises,
http://www.banxico.org.mx/eInfoFinanciera/FSinfoFinanciera.html

2Los datos empleados se delimitaron a este periodo ya que el TCR sufre fuertes variaciones, shocks y
cambios bruscos hasta antes de 1996, sin mencionar que durante el periodo 1970-1996 el régimen cambiario
no es el mismo.



En anos recientes han aparecido muchos algoritmos para estimar los exponentes de Lya-
punov para un sistema dindmico desconocido, el cual se reconstruye mediante una serie de
tiempo. El articulo de Wolf et al. (1985) proporciona un algoritmo para calcular los expo-
nentes de Lyapunov en aplicaciones empiricas, pero este procedimiento es sensible al niimero
de observaciones y al nivel de ruido presente en los datos. Este método permite obtener una
estimacién consistente del maximo exponente de Lyapunov sélo en condiciones ideales, esto
es, con muestras “grandes” y libres de cualquier tipo de ruido o perturbacién aleatoria, por
lo que cuando se trabaja con series cortas y contaminadas con ruido, este método no resulta
apropiado.

Msés recientemente, algunos autores han propuesto nuevos métodos para estimar los ex-
ponentes de Lyapunov bajo muestras pequenas, vedse Rosenstein et al. (1993), Dechert y
Gengay (1992) y Nychka et al. (1992).

Los exponentes de Lyapunov han sido empleados para detectar dindmica cadtica en series
de tiempo financieras. Bajo-Rubio et al. (1992) encuentran evidencia de caos deterministico
para el tipo de cambio entre la peseta espafniola y el délar americano. Dechert y Gengay
(1992) emplean los exponentes de Lyapunov para distinguir entre procesos deterministicos
lineales y procesos deterministicos caéticos no lineales. De hecho, Bask y Gengay (1998)
proporcionaron un test para probar la presencia de un exponente de Lyapunov positivo en
una serie de tiempo con muestras pequenas, y mediante esta técnica Bask (1998) encuentra
evidencia de que algunos tipos de cambio pueden caracterizarse por caos deterministico.

Por otro lado, Serletis y Gogas (2000) encuentran evidencia de dindmica caética no lineal
en siete series de tipo de cambio real para pafses miembros de la OCDE, sugiriendo que
los movimientos en el tipo de cambio real pueden modelarse mediante sistemas dindmicos
cadticos. El procedimiento aplicado por Serletis y Gogas (2000) para estimar el exponente
de Lyapunov se basa en el algoritmo desarrollado por Nychka et al. (1992) .

No obstante, estos y otros articulos han sido criticados por la ausencia de un marco



estadistico que permita desarrollar un test robusto para probar la presencia de un exponente
de Lyapunov positivo. De hecho, la situacién actual de la literatura se encuentra precisamente
en el diseno de un contraste estadistico robusto para la hipétesis nula de que al menos el
méximo exponente de Lyapunov resulta positivo, vednse Shintani y Linton (2003 y 2004) y
Fernandez et al. (2005).

Este trabajo emplea un nuevo test para probar la existencia de un exponente de Lya-
punov positivo en el sistema dindmico asociado a la serie de tipo de cambio real de México.
Esta prueba ha sido robusta cuando se comparan procesos estocdsticos y deterministicos ya
conocidos, y se basa en la estabilidad del exponente dominante de Lyapunov estimado para
diferentes tamafios de muestra, vedse Ferndndez et al. (2005).

La evidencia encontrada bajo este test sugiere que es posible modelar los movimientos en
el tipo de cambio real mediante el uso de herramientas de la teorfa de sistemas dindmicos,
lo cual es altamente relevante, ya que se abre la posibilidad, en principio, a esquemas de
prondstico alternativos para el tipo de cambio real.

No obstante, estimar de manera consistente la funcién que describe el sistema asociado
al TCR para aproximar su comportamiento, o incorporar a un modelo existente la nocién de
caos son temas de investigaciéon no concluyentes, vednse Shintani y Linton (2003 y 2004). Por
ello, este trabajo busca ser el comienzo de investigaciones futuras que generen modelos de
pronéstico, y que permitan estudiar la influencia de esta variable en el desempeno econémico

y en el funcionamiento global de la economia.

2. Tipo de Cambio Real

El tipo de cambio nominal y el tipo de cambio real son dos precios relativos asociados a
la existencia de economias abiertas con diferentes monedas. El tipo de cambio nominal es el

precio relativo de una moneda con respecto a otra. Se define como el nimero de unidades de



moneda doméstica por unidad de moneda extranjera o, alternativamente, como el precio de
una unidad de moneda extranjera en términos de moneda doméstica.

El tipo de cambio real es el precio de los bienes extranjeros en términos de los bienes
domeésticos. Si el indice de precios del pafs extranjero en el tiempo t es P y el de los bienes
domésticos es P, el tipo de cambio real es igual a E, P,/ P}, donde E; son las unidades de
moneda nacional que hay que pagar para obtener una unidad de moneda extranjera®.

El hecho de que una definicién del tipo de cambio real, en particular, resulte en una
variable bilateral o multilateral, dependerd de la definicién de P; que estemos utilizando.
Asi, desde un enfoque bilateral, puede ser el indice de precios al mayoreo de un pais en
especifico, pero desde un enfoque multilateral, tipicamente tiene como meta representar un
indice de precios del mercado mundial.

El Indice del Tipo de Cambio Real Multilateral mide el precio relativo de los bienes
y servicios de nuestra economia con respecto a los de un grupo de pafses con los cuales se
realizan transacciones comerciales, asf el tipo de cambio real refleja de qué manera los precios
domésticos se adaptan, o estdn ligados, a los precios de los mercados mundiales.

A diferencia de los tipos de cambio real bilaterales, el tipo de cambio real multilateral mide
el valor real del peso en relacién a las monedas de nuestros principales socios comerciales.
La ponderacién de cada socio dentro del indice refleja su participacién en el comercio total
(exportaciones més importaciones) de nuestro pais.

Este indice tiene en cuenta las fluctuaciones de las monedas y de los precios de nuestros
socios comerciales y es, por lo tanto, una medida amplia de competitividad. De hecho, es
una medida ponderada de los tipos de cambio reales bilaterales, en la que las ponderaciones
son iguales a las proporciones que representa el comercio de los distintos paises.

Por ello, en este trabajo empleamos la serie mensual del Indice del Tipo de Cambio Real

Multilateral reportada por el Banco de México con respecto a 111 paifses, y cuyo periodo

3Los dos fndices deben encontrarse en la misma base.



comprende de enero de 1996 a noviembre de 2005*. El objetivo es encontrar evidencia de
dindmica cadtica mediante el cdlculo del exponente dominante de Lyapunov, y abrir la posi-
bilidad a investigaciones futuras para aproximar los movimientos en el tipo de cambio real

mediante el uso de herramientas de la teoria de sistemas dindmicos.

3. Sistemas dinamicos

El comportamiento caético en diversos modelos ha sido de gran interés en los tltimos
anos ya que sugiere una representacién parsimoniosa para sistemas que siguen un compor-
tamiento complejo. En sus inicios, la idea de caos se asociaba sélo a sistemas deterministicos
y se consideraba una alternativa a la modelacion estocédstica. No obstante, es posible ajustar
modelos dindmicos a series de tiempo sin presuponer que el sistema sea estrictamente deter-
ministico. Esto es relevante para la modelacién de sistemas econémicos y biolégicos, donde
la informacién disponible estd limitada por el tamano de muestra y la contaminacién por

ruido.

3.1. Caos deterministico

Una de las principales herramientas matematicas para modelar y describir los procesos
que evolucionan con el tiempo son las ecuaciones diferenciales. En los siglos XVIII y XIX
se desarrollaron muchas técnicas para resolverlas explicitamente. Estos métodos llevaron a
la teorfa de sistemas dindmicos, un marco conceptual que permite analizar detalladamente
como cambia un proceso con el paso del tiempo.

Un sistema dindmico discreto deterministico es una pareja formada por un conjunto no
vacio W y una funcién f : W — W tal que wy; = f(w;) para cada t € N. Dada una

condicién inicial wy € W, la sucesién {wy},. se denomina trayectoria u érbita del sistema y

4Utilizamos la serie mensual, ya que este indice no se reporta en periodos menores a un mes.



escribimos wy = f*(wy), es decir, el punto w; puede encontrarse aplicando t veces la funcién
f al punto wy, Devaney et al. (1989).

Si las trayectorias del sistema dindmico convergen a un conjunto no vacio A C W sin
importar la condicién inicial wg, decimos que A es un atractor de f y f(A) = A. Este
conjunto puede constar de un sélo punto, pero el caso interesante es cuando A contiene més
de uno, ya que eso nos dice que las trayectorias del sistema w;,1 = f(w;) fluctian alrededor
de los puntos de A. Las trayectorias que se mueven sobre el atractor pueden ser inestables,
esta inestabilidad se manifiesta en sensibilidad a las condiciones iniciales, y en ese caso,
decimos que el atractor es un atractor extrano y que el sistema w;; = f(w;) es caético,
Ruelle (1989).

Formalmente, decimos que f posee sensibilidad a condiciones iniciales en el punto wy,
si existe 0 > 0 tal que para cualquier conjunto abierto U que contiene a wy se cumple que
|/t (u) — f*(wo)| > 0 para cada u € U y para algin ¢ € N. En otras palabras, condiciones
iniciales muy parecidas producen resultados finales completamente diferentes.

Una manera de “medir” que tan sensible es un sistema dindmico a las condiciones ini-
ciales es mediante los llamados exponentes de Lyapunov. Un exponente de Lyapunov es
aproximadamente igual a la tasa de crecimiento promedio de la diferencia entre dos series
de tiempo conforme evolucionan desde condiciones iniciales ligeramente distintas.

Supongamos que tenemos una serie de tiempo producida por el sistema dindamico descrito
por w1 = f(w;), donde f es una funcién de una sola variable. Si consideramos que existe
una perturbacion eq en ¢t = 0, entonces el error en el tiempo ¢ es g, = f'(wy + &9) — f(wp).
El crecimiento promedio del error puede medirse mediante una constante A de forma que

|e¢] & |eo| €. Si la funcién es diferenciable, vedse Holden (1986), se tiene que

tﬂoot -

A= limliln (f'(wy)). (1)



Ahora bien, notemos que el caso mencionado corresponde a una funcién de una sola
variable. Si f es una funcién de n variables tendremos A1, Ao, ..., A, exponentes de Lyapunov,
uno por cada variable. De esta forma, si J;(wp) es la matriz jacobiana de la t-ésima iteracién
de la funcién f, entonces los exponentes de Lyapunov, véase Peitgen et al. (1992), son

A\ = lim % In(|mg|) (2)

t—o0

donde m}, , k = 1,2,...,n son los valores propios de J;(wp). En este contexto, definimos el
exponente dominante de Lyapunov como Aa. = mdx {1, Az, ..., \n}. Si Appae €s positivo,
entonces f posee sensibilidad a las condiciones iniciales, Abarbanel (1996).

En otras palabras, decimos que el sistema dindmico wyy; = f(w;) es cadtico si existe
un atractor al cual se converge en el espacio de fases® y existe un exponente dominante de

Lyapunov positivo, Peitgen et al. (1992).

3.2. Caos ruidoso

En la seccién anterior comentamos cudndo un sistema dindmico discreto deterministico,
wy = f(w;_1), es cadtico. No obstante, en la practica la informacién disponible sobre el
estado del sistema w; puede estar limitada por el tamano de la muestra y la contaminacién
por ruido. En ese caso se incorporan componentes aleatorios para analizar el sistema dindmico
wy = f(wy_1) y decimos que presenta caos ruidoso.

En particular, si deseamos analizar el comportamiento de una variable bajo estudio uy,
podemos considerar todas las posibles variables us, us, ..., u,, que interactian con u; y supo-

ner un sistema dindmico

wy = f(w1)

’El espacio de fases es un subconjunto de W x W que contiene las trayectorias del sistema dindmico
(Wi, wig1)-



donde w; = (u1(t),ua(t), ..., um(t)) y f : R™ — R™ es una funcién diferenciable. En la
préactica, desconocemos la forma funcional de f y sélo disponemos de algunas variables
contaminadas por ruido. Este problema no es grave, ya que es posible estudiar un sistema
dindmico empleando solamente una variable y sus rezagos, Takens, Eckmann y Ruelle (1985).

El teorema de Takens afirma que dado un sistema cadtico deterministico descrito por
U(t) = (uy(t), ua(t), ..., um(t)) sobre un atractor con dimensién D < oo, existe una funcién
diferenciable ¢ : R? — R? tal que

xtd-i-l = g(:cf) (3)

para cualquier d > 2D +1y L > 0, donde 2 = (z(t —dL),z(t — (d — 1)L),..,z(t — L)) y x
es cualquiera de las variables uq, us, ..., u,,. Este resultado es importante porque sugiere que
los rezagos de una sola variable permiten estudiar el sistema dindmico w; = f(w;_1) a través
de la funcién g, atin cuando se desconozcan el resto de las variables.

Si tenemos una serie de tiempo {2;},., de la variable z, entonces podemos suponer que

los datos disponibles {x;}, ., son generados por la dindmica del sistema w; = f(w;_1), asf

xy = h(w;1), (4)

donde h : R™ — R es una funcién diferenciable.
Si se define J? : R — R? como J4(z) = (h(z), h(f(x)),...,h(f*(x))), vedse Gencay
(1996), se cumple,

x;l+1 = Jd<wt+1) = Jd(f(wt))y

y por tanto

Jd(f(wt)) = Q(Jd(wt>>- (5)



Este resultado nos dice que g es topolégicamente conjugada’ a f, es decir, g tiene las mismas
propiedades dindmicas que la funcién f 7, vedse Takens, Eckmann y Ruelle (1985). Entonces
podemos estudiar la dindmica del sistema w; = f(w;_;) mediante la funcién g : R? — R

Gengay (1996), definida como

Tt—dL Tt+4+1—dL
Ti—(d—1)L Tit1—(d-1)L
g = (6)
Tt—L Tt+1—L

Nychka et al. (1992) y Serletis y Gogas (2000) consideran este esquema y establecen he-
rramientas para ajustar el sistema dindmico zf,; = g({) con la serie de tiempo {z;},., , atin
cuando {x;},., se encuentre contaminada por ruido. Especificamente, suponen un modelo

autorregresivo no lineal para z;11_y,

Ti41-L = U(l"t—dL, Tt (d—1)Ly -+ l"t—L) + ety1-1, (7)

donde v : R — R es una funcién diferenciable y {e;},.; es una sucesion de variables
aleatorias independientes con Fle;] = 0y V [e;] = 0% Estas definiciones generalizan la
nocién de caos en el modelo dindmico w; = f(w;_1), vednse Nychka et al. (1992) y Gencay

(1996).

6Sean (M, d) un espacio métrico, X, Y subconjuntos no vaciosde My f: X — X, g:Y — Y funciones
continuas. Entonces f y g se dicen topoldgicamente conjugadas si existe un homeomorfismo h : X — Y tal
que h(f(x)) = g(h(x)) para cada x € X.

Sean (M,dy) y (N,dz) espacios métricos. Un homeomorfismo de M a N es una funcién h : M — N
biyectiva tal que h y su inversa h~! : N — M son funciones continuas.

"En otras palabras, si podemos probar que el sistema dindmico descrito por la funcién g presenta sen-
sibilidad a las condiciones iniciales y existe un atractor al cual se converge conforme transcurre el tiempo,
entonces la funcién f presenta la misma propiedad.

10



En este trabajo, suponemos un sistema dindmico discreto, w; = f(w;_1), para el tipo de
cambio real y seguimos la metodologia de Serletis y Gogas (2000). Es decir, analizamos el
sistema dindmico ¢ = g(z¢) mediante los residuales de un modelo autorregresivo ajustado
a la serie de tipo de cambio real. Mds adelante explicaremos especificamente este proce-
dimiento.

El objetivo es indagar si existe un componente no lineal en los residuales y encontrar
evidencia de sensibilidad a las condiciones iniciales en el sistema z{,; = g(z¢) sobre un
atractor al cual se converge en el espacio de fases, y asi concluir que el sistema w; = f(w;_1)
es caotico. Para ello necesitamos estimar la dimensién de inmersién d, el rezago L y la
dimensién del atractor D.

Dada la serie de tiempo {z;},.; , la funcién de informacién mutua S : N — R se define

COo1mo

o(L
S(L) = —ZZPU’(L) In L%YOJEL)} ’

ieP jeP
donde P es una particién sobre un intervalo que contiene a los valores {z;},.,, p; es la
probabilidad de encontrar un valor de la serie en el i-ésimo intervalo de la particion y p;;
la probabilidad conjunta de que una observacion x; caiga dentro del ¢-ésimo intervalo y
xy1, caiga dentro del j-ésimo. Esta expresién no tiene una dependencia sistemética sobre el
tamario de los elementos de la particién, Fraser y Swinney (1986). Asf que vamos a considerar
que el L 6ptimo va a ser aquél que minimice la denominada informacién mutua. La idea
general es que un rezago 6ptimo es aquel que dado un estado del sistema x(t) provea una
informacién méxima acerca del estado x(t+ L). La diferencia entre el estado real y el predicho

para z(t + L) da una medida de esta informacién®, ya que conforme aumenta la distancia

8En teorfa de la probabilidad y teorfa de la informacién, la divergencia de Kullback-Leibler (entropia
relativa) es una medida "natural"entre dos distribuciones P y Q. Comtinmente, P representa datos u obser-
vaciones, y Q una teorfa, modelo o aproximacién a P. En este trabajo la funcién de informacién mutua busca
reducir al mdximo la distancia entre P y Q, vedse Kullback y Leibler (1951).

11



temporal entre observaciones disminuye la informacién que la serie proporciona sobre el
siguiente valor. El primer minimo que se alcanza en la funcién de informacién seré la distancia
6ptima, L, para aproximar el sistema dindmico azf = g(x,‘f).

En este estudio se estima el primer minimo local como aproximacién para L mediante un
algoritmo implementado y desarrollado por Hegger et al. (1999), y que forma parte de un
conjunto de rutinas del programa TISEAN 2.1°.

Una vez que hemos escogido el L 6ptimo, debemos buscar el d éptimo. Sabemos que la
dimensién de inmersién esta relacionada con la dimensién del atractor, de tal forma que para
asegurarnos que estamos reproduciendo la dindmica del sistema x{,; = g(x{) tendremos que
verificar que d > 2D + 1, Takens, Eckmann y Ruelle (1985). Una manera de aproximar D es
calculando la dimensién de correlacién del atractor, la cual es un tipo de dimensién fractal'®,
vedse Peitgen et al. (1992).

Consideremos una serie de tiempo {z;},.;, y € > 0, entonces la integral de correlacién
al suponer un espacio de dimensién n se define como

Co(e) = lim — f, (8)

T—s00 T2

donde f es el nimero de pares (i, j) para los cuales |z; — ;| < . La dimensién de correlacién
D es el exponente que satistace C, () ~ P para n superior a D, Brock et al., (1996).

En un sistema cadético, la estimacién de la dimensién de correlaciéon no crece al aumentar
la dimensién de inmersién por encima de cierto valor. Si es aleatorio, la dimensién de co-
rrelacién crecerd de forma indefinida ante variaciones de la dimensién de inmersién, es decir,
la estimacién de un valor finito para D nos ofrece evidencia de la existencia de un atractor,

ya que para un proceso aleatorio D es infinito, vedse Grassberger y Procaccia (1983). En

9Nonlinear Time Series Analysis (TISEAN) es un conjunto de rutinas (free software) cuyo objetivo es
estudiar sistemas dindmicos no lineales, Hegger et al. (1999).

10No existe una tnica definicién de dimensién fractal, pero la mas empleada en el andlisis de series de
tiempo es la dimensién de correlacién.

12



este trabajo estimamos D mediante las recomendaciones y procedimientos, implementados
por Hegger et al. (1999) en TISEAN 2.1.

Para reforzar la elecciéon del pardmetro d, empleamos el método de los falsos vecinos
cercanos. Este procedimiento funciona de la siguiente manera: dado un punto en un espacio
de dimensién d, se buscan sus puntos vecinos més cercanos. Si la distancia entre estos puntos
en el espacio de dimensién d + 1 es mayor que un determinado factor, entonces el punto se
marca como un falso vecino cercano.

La fraccién de falsos vecinos cercanos indica entonces si el proceso es deterministico en
d dimensiones o no. De esta forma, elegimos d de manera que el nimero de falsos vecinos
cercanos sea lo mas pequeno posible.

Sin embargo, si seguimos las recomendaciones de Hegger et al. (1999) debemos ser cuida-
dosos porque podriamos sobrestimar el valor de d en una serie con perturbaciones aleatorias.
Para reducir el riesgo de esta posibilidad hemos elegido un rango posible de valores para la
dimensién de inmersion, de esa forma tenemos muchas combinaciones de d y L, las cuales
vamos a descartar utilizando el algoritmo de Ferndndez et al. (2003).

Mediante esta prueba es posible encontrar evidencia de un exponente dominante de Lya-
punov positivo, lo cual implica sensibilidad a las condiciones iniciales en el sistema dindmico
zd = g(z) y por tanto en el sistema w; = f(w;_1) donde se encuentra inmerso el tipo de
cambio real.

Una vez que hayamos estimado los valores de d y L podemos estudiar si existe evidencia

de un atractor. Para ello definimos

zo = x(0), 21 = x(L), 29 = x(2L), ...

Empleando los datos disponibles {z;},., de cualesquiera de las variables uy, u, ..., U y

el valor de d podemos construir los siguientes vectores
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(t + (d—1)L)

parat =0,1,2,..,T. Los vectores asi formados se les llama d-historias y tienen una estructura
que dibuja una trayectoria similar a la que posee la érbita del sistema z. ; = g(z{) salvo por
perturbaciones aleatorias, lo que permite tener una aproximacién grafica de la estructura del

atractor. No obstante, si d > 3 debemos conformarmos con proyectar sobre un espacio de

dimensién menor para buscar indicios de un atractor, Peitgen et al. (1992).

3.3. Estimacion del exponente dominante de Lyapunov

El procedimiento que empleamos para estimar el exponente dominante de Lyapunov es
sencillo de implementar y funciona bien en series cortas y con ruido, ya que se puede obtener
la distribucién muestral del exponente dominante de Lyapunov A4, Fernandez et al. (2005),
pues se utilizan técnicas bootstraping, Gengay (1996).

Consideremos una sucesién de variables aleatorias estacionarias!! débilmente dependi-
entes'? { X1, Xo, ..., X7} cuyarealizacién es {x1, Ty..., o7} . Definimos B = {xy, 2441, ..., Te1a-1}
como un bloque de d observaciones consecutivas, donde t < T'— d + 1. Para una serie de T'
elementos podemos formar un conjunto {B{, By, ..., B¢_,.,} de bloques de longitud d. Sea
k la parte entera de T'/d, entonces por muestreo con reemplazo de k bloques denotados por

{B¢,B¢,..., B} podemos formar una muestra bootstrap.

En este trabajo un proceso estocdstico {x¢},cp es estacionario, si es estrictamente estacionario o es
covarianza-estacionario, vedse Hamilton (1994).

12Un proceso estocdstico estacionario {xt},cp es débilmente dependiente si para cada t € T' la correlacion
entre x; y x44p tiende a cero, cuando h — oo.
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Con el objeto de obtener la distribucién muestral de 4., repetimos este procedimiento
para construir una sucesién de subfamilias de £ bloques tomados con reemplazo de la familia
{B{,BY,...,B}_,,1} que puede generarse con la serie de tiempo {z1,z>...,z7}. Para cada
subfamilia, se puede aplicar algiin procedimiento estandar para calcular el exponente domi-
nante de Lyapunov /):m,m, y repitiendo el proceso un gran ntiimero de veces es posible obtener
la distribucién empirica de /):mdx.

En este trabajo seguimos este esquema de estimacion y empleamos el algoritmo de Rosens-
tein et al. (1993) como procedimiento para estimar /):md:ca ya que es un método robusto para
muestras pequenas'®.

El procedimiento de Rosenstein para calcular dem en conjunto con las técnicas bootstra-
ping actia de la siguiente manera: dada la serie de tiempo {x1, xs..., x7} es posible reconstruir
el espacio fase mediante los bloques {B{l, By, ..., B% , +1} descritos anteriormente, Fernandez
et al. (2003). Para cada punto en B es posible encontrar un punto, vecino més cercano, tal
que se minimiza la distancia euclidiana al punto de referencia en BZ. Rosenstein sefiala que
la separacion temporal entre este par de vecinos cercanos debe ser mayor que el periodo
medio de la serie, en este trabajo el periodo medio es uno, ya que suponemos un sistema
dindmico discreto.

La divergencia entre vecinos més cercanos ocurre a una tasa aproximada por el exponente

dominante de Lyapunov

d,(7) 2 dy(0) exp(AmaeiAt) (10)

donde 7 es el nimero de pasos discretos antes del siguiente vecino méds cercano, At es el

periodo muestral de la serie de tiempo y d;(7) es la distancia entre el par j-ésimo de vecinos

13No empleamos un método indirecto, como el propuesto por Nychka et al. (1992) con el fin de evitar
complicaciones en el producto de las matrices jacobianas al utilizar las técnicas de bootstraping, vedse
Ferndndez et al. (2003).
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més cercanos después de ¢ pasos discretos. Si tomamos logaritmo natural tenemos
In(d;(7)) = In(dy(0)) + AnautAt. (11)

Para cada valor de t = 1,2, ..., — d + 1 la ecuacién (13) representa un conjunto de lineas
aproximadamente paralelas, cada una con una pendiente que es aproximadamente propor-
cional a A4, por tanto mediante minimos cuadrados es posible estimar /)\\méx.

Existen varios pardmetros en el algoritmo de Rosenstein que deben determinarse. Ya
hemos descrito como estimar el rezago L para aproximar el espacio fase y la dimensién
de inmersién d para el sistema dindmico, la cual coincide con la longitud de los bloques
{Bld, By, ..., B% , +1}' El periodo medio es igual a uno, ya que nuestra hipétesis asume un
sistema dindmico discreto, y el nimero de pasos discretos ¢ permitidos para la divergencia
entre vecinos mds cercanos se fija en tres, siguiendo el procedimiento y las recomendaciones

de Ferndndez et al. (2003).

3.4. Un test para el exponente dominante de Lyapunov

En esta parte describimos la prueba para distinguir entre caos y comportamiento estricta-
mente aleatorio presentada en Ferndndez et al. (2005). Este test se basa en la estabilidad del
exponente dominante de Lyapunov para diferentes tamanos de muestra. Se ha encontrado
evidencia para procesos deterministicos de que dew se estabiliza o decrece cuando el tamano
de muestra se incrementa, no obstante, para procesos estocéasticos el exponente dominante de
Lyapunov se incrementa con el tamano de muestra. La estabilidad de Xm(n con el tamano de
muestra para procesos cadticos versus la relacién positiva para procesos estocdsticos puede
explicarse por el teorema de Oseledec (1968), el cual garantiza la estabilidad de B\\mdx en pro-
cesos cadticos por la "infinita dimensionalidad"del ruido presente en procesos estocdsticos,

Fernandez et al. (2003).
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Con el objeto de mejorar la estimacion del exponente dominante de Lyapunov se emplea
un procedimiento conocido como "bagging", que se basa en muestras bootstrap, y que reduce
el error cuadrético medio de las estimaciones, vedse Hastie et al. (2001). Consideremos una
serie de tiempo de longitud T, {x1, xs...,x7}, dividimos la serie en diferentes submuestras,
cada una de las cuales contiene a la precedente {:L‘l, Ty BTy y ey BTy eeey T qy vey Ty = wT} ,
y consideremos una distribucién empirica del exponente dominante de Lyapunov obtenida
mediante cien bloques bootstrap para cada una de las diferentes submuestras {x1, zs..., x7, }
para ¢ = 1,2, ..,r. Entonces tenemos una estimacion del exponente dominante de Lyapunov
X(Tz) para cada T;, la media de la distribucién empirica de los cien exponentes de Lyapunov
calculados mediante los cien bloques bootstrap para la submuestra 7;.

Sabemos que el exponente dominante de Lyapunov se estabiliza o decrece, para un proceso
deterministico, cuando el tamano de la muestra se incrementa, por tanto podemos correr el
modelo de regresién lineal

NT,) = a + BT, + 4, (12)

donde E [¥,;|T;] =0, i =1,2,...,r y utilizar el pardmetro B para verificar si el exponente de

Lyapunov crece con el tamafo de muestra. La prueba de hipétesis'* es:

Hy : <0 (w;= f(ws_1) es un proceso deterministico con Az, > 0) (13)

Hy : >0 (w;= f(wi1) es un proceso estocdstico)

Es importante senialar que seguimos la recomendacién de Ferndndez et al. (2005) y rea-
lizamos la prueba sobre § empleando la matriz de varianza-covarianza propuesta por Newey y
West (1987), la cual es robusta a heteroscedasticidad y autocorrelacién para las estimaciones

en modelos de minimos cuadrados ordinarios.

11 Es importante comentar que la estimacién de la funcién de distribucién muestral de An4. reduce el sesgo
en la estimacién de \,,4., por tanto estamos realizando el test con el valor esperado de A 4z.

17



4. Resultados

Este trabajo aplica un nuevo test al sistema dindmico z{,, = g(2) para probar la exis-
tencia de un exponente de Lyapunov positivo en el sistema w; = f(w;_1) donde se encuentra
inmerso el TCR, una de las variables uq,us, ..., u,,, y donde sin pérdida de generalidad
podemos establecer u; igual al tipo de cambio real. Los datos empleados de u; para encon-
trar evidencia de dindmica cadtica son la serie mensual del Indice del Tipo de Cambio Real
Multilateral, {2},.r , reportada por el Banco de México con respecto a 111 pafses, y cuyo

periodo comprende de enero de 1996 a noviembre de 2005.

120.0 4

100.0 -

80.0

60.0 4

40.0

20.0 -

0.0 T T T T
1996 1998 2000 2002 2004 2006

Figura 1. Indice del Tipo de Cambio Real Multilateral (1996-2005)

Figura 2. Primera diferencia, Ay;, del logaritmo natural de la serie TCR.
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Como primer paso, siguiendo la metodologia en Bajo-Rubio et al. (1992) y Serletis y
Zimonopoulos (1997) trabajamos con el logaritmo natural, y; = In(z;), de la serie de tipo de
cambio real {z},.,. Realizamos una prueba de rafz unitaria al logaritmo natural, {y;},
de la serie del TCR para evitar estimar una regresién espuria'®. Especificamente, efectuamos

la prueba de Dickey-Fuller aumentada a la serie {y;},.,, para ello estimamos la regresién

k

Ay =p+ay1+ Y clyi+e, (14)
1=1

donde Ay; = y; — y;_1 v el rezago k se elige mediante el criterio de informacién de Akaike
(AIC). En este caso encontramos que no existe evidencia para rechazar la existencia de una
raiz unitaria, vedse tabla 1.1. Por tanto aplicamos la prueba de Dickey-Fuller aumentada a
la primera diferencia de {y:},.,, ¥ en ese caso rechazamos la existencia de una rafz unitaria
para la serie Ay,, vedse tabla 1.2, por lo cual elegimos trabajar con la primera diferencia de
la serie {y;},.r, la cual es una de las variables wuy, us, ..., uy que se encuentra inmersa en el

sistema wy = f(w;_1), y que sin pérdida de generalidad podemos establecer como us.

Hy : y; tiene una raiz unitaria

Estadistico t Valor p

Dickey-Fuller aumentada -2.4341 0.1347
Tabla 1.1 Prueba aumentada de Dickey-Fuller

Hy : Ay, tiene una raiz unitaria

Estadistico t Valor p

Dickey-Fuller aumentada -8.3561 0.0000
Tabla 1.2 Prueba aumentada de Dickey-Fuller

15La especificacién correcta del modelo lineal es de suma importancia para aislar el componente no lineal
deterministico de la serie en los residuos.
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Ahora, si es el caso que {Ay; },., es una variable que estd inmersa en un sistema dindmi-
co wy = f(w;_1) cadtico ruidoso, entonces al estimar un modelo lineal autorregresivo espe-
rarfamos que los residuos capturaran un componente no lineal del sistema w; = f(w;_1), el
cual sin pérdida de generalidad podemos establecer como u3, y que se encontraria contami-
nado por ruido, Serletis y Gogas (2000).

Especificamente estimamos el modelo

q
Ay, = By + Z BiAyi—i + by,

i=1

donde 6, |I,_; ~ N(0, 1), siendo I;_; el conjunto de informacién en t — 1.

El rezago ¢ se elige de tal forma que el estadistico @ de Ljung-Box (1978) no sea signi-
ficativo al nivel de 5 %, de esta manera los residuos de este modelo no estdn correlacionados.
En nuestro caso, el rezago q es igual a uno.

Este componente no lineal, u3, que puede encontrarse en los residuos {¢;},.,, propor-
cionarfa evidencia sobre todo el sistema w; = f(w;_1), por ello aplicamos el test de Ferndndez
et al. (2005) a {@}tET para encontrar evidencia de un exponente dominante de Lyapunov
positivo, y concluir que el sistema dindmico w; = f(w;_1), donde se encuentra inmerso el
TCR presenta sensibilidad a condiciones iniciales.

Siguiendo la metodologia de Serletis y Gogas (2000) se realiza una prueba ARCH!® a la
serie {@}tET , donde no fue posible rechazar la hipétesis nula de que la varianza de {@}teT

es constante.

Finalmente, la prueba de Ferndndez et al. (2005) se aplica a {/H\t} para probar si
teT

~d

0

t)

existe un componente no lineal en los residuos e indagar si el sistema dindmico 6, = g(

es cadtico ruidoso.

-2 ~2 ~2
1% Aplicamos la prueba ARCH-LM que ejecuta la regresion 0, = ag + 10, | + ... + agb;,_, + &;, donde
{&t}1ep es un ruido blanco, Engle (1982). El punto clave es remover, en caso de existir, cualquier dependencia
no lineal estocdstica (time-varying) en la varianza.
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Hy : 0; no presenta correlacién serial en los residuos

Estadistico Q Valor p

Ljung-Box 0.0555 0.814
Tabla 2. Estadistico ) de Ljung-Box

Asumimos que la serie {Gt} tiene como proceso generador un modelo autorregresivo
teT

no lineal

Ory1—1 = V(Or—ar, Or—@-1yLs s 0r—1) + €11-1,

donde v es una funcién desconocida diferenciable y {e;},., es una sucesién de variables
aleatorias independientes con Ele;] = 0y V[e]] = o2 Necesitamos estimar los valores
. . . ~d ~d . .,
de d y L que permitan estudiar el sistema 6, , = g¢(6,) para calcular una aproximacién
del exponente dominante de Lyapunov, y aproximar la dimensién de correlacion D para

~d ~d
sustentar la existencia de un atractor para el sistema 0, , = g(6,).

0.15

Figura 3. Residuales {/0\75} del modelo lineal ajustado a Ay;.
teT

Para estimar la dimensién de inmersiéon d, empleamos el método de los falsos vecinos

cercanos. Este procedimiento elige un valor del pardmetro de manera que el nimero de falsos
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vecinos cercanos sea lo més pequeno posible. El proceso de estimacién se realiza a través de
una rutina presente en TISEAN 2.1, Hegger et al. (1999).

Dado el nimero de observaciones con que contamos para emplear este algoritmo, sola-
mente es posible estimar la fraccién de falsos vecinos cercanos para d menor o igual a tres,
por ello realizaremos nuestro andlisis dentro de todo el rango factible para la dimensién de
inmersiéon que nos permiten nuestros datos, es decir, 2 < d < 6.

La dimensién de correlacién estimada a través de TISEAN es D = 1.46, y sabemos que
debe cumplirse que d > 2D + 1, por tanto la dimensién de inmersiéon debe ser mayor o igual
a cuatro. No obstante, aplicaremos el test de Ferndndez et al. (2005) sobre todo el rango
posible de valores para d, el objetivo es obtener los resultados mas confiables posibles.

En cuanto al rezago 6ptimo, la funcién de informacién alcanza su primer minimo local
en L. = 1, serfa deseable realizar los cdlculos para algunos valores de L superiores a uno,
pero el nimero de observaciones disponibles no lo permiten, asi que es un hecho sumamente

relevante el que la funcién de informacion alcanzara su primer minimo local en L = 1.

Figura 4. La funcién de informacion S.
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Con el objeto de obtener la distribucién muestral de Xm(m, tomamos la serie de tiempo
{@}teT de longitud 118, y formamos el conjunto {B{l, By, ...,B% , +1} de bloques de longitud
d para d = 2,3,...,6 y L = 1. Empleando esta familia de bloques construimos una sucesién
de subfamilias de bloques tomados con reemplazo de las 118 observaciones de los residuos
{51,52...,5118} . Dividimos la serie en diferentes submuestras, cada una de las cuales contiene
a la precedente {51,52...,§T1, ...,ETQ, -~-a/9\Tr717 ...,ET,, = /0\118}. La primera submuestra, 717,
abarca de enero de 1996 a agosto de 1999 e incluye 46 observaciones, un tamano de muestra
pequeno.

El tamano de las submuestras 15, T3, .., 119 se va incrementando en siete observaciones,
y estimando la distribucién empirica del exponente dominante de Lyapunov mediante cien
bloques bootstrap para cada T}, i« = 1,2, .., 10 encontramos /):(TZ) Finalmente, estimamos el
modelo de regresién lineal

NT) = a+ BT, + 4,

donde F [¥;|T;] = 0,i=1,2,...,10 y empleamos el parametro B para verificar si el exponente
de Lyapunov crece con el tamano de muestra.

La tabla 3 presenta la estimacion del pardametro B, asi como el exponente dominante de
Lyapunov para d = 2,3, ...,6. Entre paréntesis se muestra el estadistico ¢ para realizar la
prueba de Fernandez et al. (2005) a un nivel de 1 %. El valor critico para rechazar la hipétesis
nula de que 5? 1= g(@f) es un proceso deterministico con A4, > 0 es 2.9.

Observamos en la tabla 3 que no podemos rechazar que girl = g(@f) sea un proceso
deterministico con A4, > 0 cuando la dimensién de inmersién es mayor o igual a cuatro.
Esto nos dice que existe evidencia para afirmar que el exponente dominante de Lyapunov
positivo no crece con el tamano de muestra, y por tanto {/ét}teT arroja indicios de que el

sistema dindmico w; = f(w;_1) en el cual se encuentra inmerso el TCR es cadtico ruidoso,

en el sentido definido por Nychka et al. (1992).
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Dimension de Exponente dominante de - .
Coeficiente estimado

inmersioén, L=1 Lyapunov estimado (test de Fernandez)
(Bloques) (muestra completa)
2 0.57 0.021 (14.40)
3 0.34 0.018 (5.30)
4 0.12 -0.019 (-4.09)
5 0.10 0.041 (2.01)
6 0.11 0.050 (1.98)

Tabla 3. Test para el exponente de Lyapunov estimado

En un sistema caético, la estimacién de la dimensién de correlaciéon no crece al aumentar
la dimensién de inmersién por encima de cierto valor. Si es aleatorio, la dimensién de co-
rrelacion crecerd de forma indefinida ante variaciones de la dimensién de inmersién, es decir,
la estimacion de un valor finito para D, en este caso D = 1.46, nos ofrece evidencia de la

. . . /\d Ad .
existencia de un atractor para el sistema ¢, ,; = g(0, ), ya que para un proceso aleatorio D es
infinito. No obstante, debemos senialar que el niimero reducido de observaciones disponibles

no permite calcular D para valores elevados de d.

0.15

Figura 5. Aproximacion al atractor del sistema descrito por la funcién g.
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De igual forma, aunque el test de Fernandez se realizé con pocas observaciones, nos motiva
a seguir trabajando en esta direccién, ya que hemos encontrado evidencia de dindmica cadtica
para el sistema dindmico w; = f(w;—1) del tipo de cambio real. En la figura 5 se presenta

una aproximacion al atractor en R? tomando como dimensién de inmersién d =4 y L = 1.

5. Conclusiones

En este trabajo analizamos la serie mensual del Indice del Tipo de Cambio Real Multi-
lateral, entre enero de 1996 y noviembre de 2005. Empleamos un nuevo test, propuesto por
Ferndndez et al. (2005). Esta prueba ha sido robusta cuando se comparan procesos estocds-
ticos y deterministicos ya conocidos, se basa en la estabilidad del exponente dominante de
Lyapunov estimado para diferentes tamanos de muestra, y permite probar la existencia de
un exponente dominante de Lyapunov positivo.

Este test junto con la estimacion de la dimensién de correlacion D sugieren que el sistema
dindgmico w; = f(w;_1) en el que se encuentra inmerso el tipo de cambio real es cadtico'’, en
el sentido descrito por Nychka et al. (1992).

Este sistema dindmico, w; = f(w_1), el cual presenta sensibilidad a las condiciones
iniciales y cuyas trayectorias convergen a un atractor nos dice que el pronéstico del TCR
es factible sélo en el corto plazo y que, aunque existen puntos de equilibrio para el sistema
wy = f(w—1), la evolucién del TCR se ve drésticamente afectada por cualquier perturbacion,
ya que lo desvia de su valor inicial en forma permanente.

La evidencia encontrada bajo este test sugiere que es posible modelar los movimientos del
tipo de cambio real mediante herramientas de la teorfa de sistemas dindmicos. No obstante,
estimar de manera consistente la funcién g mediante la funcién v para aproximar el compor-

tamiento del tipo de cambio real es una tarea pendiente. En ese sentido, este trabajo busca

I"Es importante sefialar que los valores de d y L que hemos estimado se encuentran dentro del rango
empleado por Serletis y Gogas (2000) para otros paises de la OCDE.
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ser el comienzo de investigaciones futuras que generen modelos de prondstico para estudiar

la influencia del TCR en el funcionamiento global de la economia.
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