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Resumen

Este trabajo pretende avanzar en la formalizacion del modelo de Black- Scholes (1973), un
modelo que si bien ha sido ampliamente estudiado en la literatura de economia financiera, la
ecuacion diferencial parcial subyacente sugiere que es casi imposible que algin dia el modelo
pueda ser considerado completamente explorado. En este trabajo se examinan tres aspectos de
este modelo que han recibido poca atencion en la literatura. En primer lugar, se deriva la
solucién de su ecuacidn utilizando la transformada de Fourier, y no se limita a extraer la solucion
de un formulario de soluciones de ecuaciones diferenciales parciales; segundo, se prueba la
unicidad de dicha solucion, algo que si bien no es nuevo en la literatura matematica de
ecuaciones diferenciales parciales, no es un tema tratado en la literatura de economia financiera;
y tercero, se usa la formula de Feynman-Kac para hacer una pequefia extension del modelo de
Black-Scholes. En concreto el uso de la formula de Feynman-Kac permite valuar opciones
europeas con tasa de interés variable, lo que permite realizar un anélisis de sensibilidad para el
precio de la opcion con respecto a la especificacion del modelo de la tasa de interés. Una
aportacion importante del uso de la férmula de Feynman-Kac es la obtencion de una ecuacion
estocastica para el logaritmo del precio de la opcion en donde el componente tendencia de este
precio parece ser sustituido por la tasa de interés del activo libre de riesgo. Si bien es cierto que
en la solucidn original de BS este componerte de tendencia no aparecia, este hallazgo lleva a un
algoritmo computacional que permite valuar la opcién con importantes ahorros en tiempo. Hasta

donde se sabe, este ultimo resultado no estd documentado en la literatura de finanzas.
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Introduccion

En los ultimos afios la importancia de los derivados no ha menguado en los mercados
financieros. Los futuros y las opciones son actualmente comercializados en las bolsas de valores
de muchos paises. Contratos forward, swaps y muchos tipos de opciones son regulados para su
comercio, por instituciones financieras o administradores de fondos, fuera de bolsa de valores,

constituyendo un mercado que lleva por nombre over-the-counter (OTC) (Hull, 2006).

En las ultimas décadas y sobre todo en la primera década de este siglo el crecimiento del
mercado OTC ha sido sobresaliente. En perspectiva, la actividad en los mercados OTC en 2009
fue de $ 1,198 billones de ddlares® -cifra superior a $ 16.2 billones de délares que era la deuda
conjunta de Alemania, Francia, Italia, Espafia, Canada y Estados Unidos de Norteamérica en
2009% y muy superior al PIB de EUA y México de ese mismo afio, con 14.1 y 0.87 billones de

dolares respectivamente.

Los derivados son un instrumento financiero cuyo valor depende del valor de otras variables
subyacentes bésicas, por ejemplo, la opcion sobre una accidn, es un derivado cuyo valor depende
del precio de la accion. En el mercado de derivados regulados, los individuos comercian con
contratos estandarizados definidos por la bolsa de valores. Los derivados regulados existen desde
hace mucho tiempo: en 1848 el Chicago Board of Trade se establecio para brindar estandares
entre agricultores y comerciantes sobre la cantidad y calidad de granos que comerciaban, poco
tiempo después surgid el primer contrato a futuro; y en 1919 otro futuro regulado fue
establecido, por el Chicago Mercantil Exchange (Hull, 2006).

El Chicago Board Options Exchange (CBOE) comenzd comercializando contratos de
opciones tipo call sobre 16 acciones en 1973, y fue hasta 1977 cuando comenz6 a comercializar
opciones tipo put. Para 2006, la CBOE comerciaba opciones para mas de 1200 acciones y
muchos indices diferentes (Hull, 2006), pero las opciones son instrumentos que surgieron mucho
tiempo antes, como ejemplos tenemos la descripcion de Joseph de la VVega de las opciones en la
bolsa de Amsterdam en 1688 (Vega, 1688).

! Fuente: Estadisticas de “The Bank for International Settlements” (Banco de Pagos Internacionales),
http://www.bis.org/statistics/derstats.htm
? Fuente: Estadisticas de “The World Bank” (Banco mundial), http://search.worldbank.org/data



En la actualidad existe una gama muy diversa de derivados. Hay derivados sobre créditos,
seguros, electricidad y hasta derivados sobre el clima. Los dos primeros jugaron un papel muy
importante en la crisis financiera del 2007, es por esta razén que muchos autores consideran que
las teorias detrds de los mercados financieros son irrelevantes para las condiciones actuales de

los mismos, en palabras de Fox (2009, pp. 320):

La hipé6tesis de los mercados eficientes, el modelo de precios de bienes de capital, el modelo de fijacion de
precios de opciones de Black-Scholes, y todos los demas elementos principales de las finanzas racionales
modernas, surgieron hacia el final de una larga era de estabilidad de los mercados, caracterizada por una
regulacion gubernamental y los recuerdos de los que habian sobrevivido a la depresion. Estas teorias...
eran hasta cierto punto el artefacto de un mercado regulado de una era financiera relativamente
conservadora y que allan6 el camino para la desregulacion y la exuberancia salvaje. Ahora parece que
estamos yendo en reversa.

Por otra parte existen quienes piensan que eventos como las crisis son eventos impredecibles
y no necesariamente representativos del futuro, es decir, no todas las teorias trabajadas hasta el
momento son irrelevantes, en palabras de Nassim (2008):“Confundir una observacion ingenua
del pasado con algo definitivo o representativo del futuro es la sola y Unica causa de nuestra

incapacidad para comprender al Cisne Negro”.

Por el gran tamafio que en los mercados financieros tienen los derivados en general y las
opciones en particular y por la relevancia de estos instrumentos en la economia y en las crisis, se
considera que su precisa valuacion es indispensable. De hecho, numerosos trabajos con el
objetivo de valuar opciones han surgido con el paso del tiempo. En 1973 surge el trabajo de
Black y Scholes y posteriormente el de Merton para valuar opciones, por estos trabajos en 1997
Scholes y Merton recibieron el premio Nobel. Pero si bien el trabajo de Black-Scholes fue
considerado el primero en valuar opciones, ya existia un intento previo para el analisis
cuantitativo del precio de las opciones. Tal es el caso del trabajo de Bachelier (1900), en el cual
estudio las fluctuaciones de los precio en la bolsa parisina y dedujo una férmula para valuar

opciones asumiendo que el precio de las acciones seguian un movimiento browniano.

Es hasta 1988 cuando Dash (1988) utiliza la técnica de integral de trayectoria para resolver la
ecuacion de Black-Scholes (BS) y valuar el precio de opciones por primera vez. Si bien la
solucion de Dash es una solucion analiticamente correcta, no es una solucion directamente

evaluable, debido a que se tienen que evaluar integrales multidimensionales, es por eso que una



diversa gama de trabajos recientes exploran distintas formas de evaluar este tipo de soluciones.
El trabajo méas completo para entender el panorama general de la valuacidn de opciones es quiza
el realizado por Broadie y Detemple (2004), debido a que los autores realizan una revision de la
literatura de la valuacién de opciones desde su origen.

El trabajo de Campolieti y Makarov (2006) utiliza el método de Monte Carlo y procesos de
difusion de Bessel para evaluar la integral de trayectoria para modelos de volatilidad no lineal, en
la valuacion de opciones tipo europea. El trabajo de Chiarella, EI-Hassan y Kucera (2007) valta
opciones tipo americanas y tipo europeas utilizando expansion de series de Fourier-Hermite para
evaluar la integral de trayectoria. Ellos compararon sus resultados usando la solucion particular
propuesta por Black-Scholes en su trabajo original, asi como, con los resultado obtenido de los

métodos binomiales, obteniendo valores muy aproximados.

En el trabajo de Devreese, Lemmensa y Tempere (2009), los autores derivan una solucion
analitica cerrada, es decir, que se puede evaluar, para el precio de opciones asiaticas utilizando el
formalismo de la integral de trayectoria, y realizan una comparacion de esta solucién con la
obtenida via una simulacién Monte Carlo encontrando que la simulacion presenta un error de
0.3%. Finalmente el trabajo de Salazar y Quimbay (2009) simulan el precio de una opcién tipo
europea utilizando el método de Monte Carlo para evaluar la integral de trayectoria, basandose
en el modelo de Garman (1976) y Merton (1973)°.

Este trabajo pretende avanzar en la formalizacién del modelo de Black- Scholes (1973) y
utilizar la férmula de Feynman-Kac (FK) para valuar opciones tipo call europeas con tasa de
interés, del activo libre de riesgo, dependiente del tiempo, cubriendo cuatro objetivos

primordiales:

1. Presentar el desarrollo completo de la derivacién de la solucion a la ecuacion de
Black-Scholes (BS) utilizando la transformada de Fourier y probar la unicidad de la
solucion, a diferencia de la del trabajo original de Black-Scholes que Unicamente la
presentan.

2. Mostrar que la formula de Feynman-Kac es solucion de la ecuacion de BS.

® Este modelo es una extensién del modelo de Black-Scholes ya que en el precio de la opcién se incorpora una
volatilidad estocéstica.



3. Utilizar métodos numeéricos para valuar opciones tipo call europeas con la férmula
de FK.

4. Analizar el efecto en el precio de la opcion ante una tasa de interés variable y
compararlo con el precio que arrojé Black-Scholes, para lo cual se realiza un analisis
en el cambio del error de valuacion expresado en puntos base, lo que permite
identificar las distintas sensibilidades que presenta el precio de la opcidn.

La formula de FK que permite encontrar la solucion a ecuaciones diferenciales parciales,
surgié de resolver la ecuacion de onda* a través del concepto de la integral de trayectoria de
Feynman (Feynman, 1948). La integral de trayectoria, no es otra cosa que la amplitud de
probabilidad, es obtenida a partir de la suma de las contribuciones de todas las posibles
trayectorias descritas por el movimiento estocastico de una particula, la cual se desplaza del

punto < al punto 4 (Feynman y Hibbs, 1965).

La similitud entre el comportamiento de una particula y el precio de una accion comienza,
cuando suponemos que la trayectoria del precio de la accion también sigue un movimiento
estocéstico. Asi, la funcién de onda® asociada a la particula que depende de la posicién de la
particula y del tiempo, y que satisface la ecuacion de onda, presenta una analogia, desde el punto
de vista matematico, al precio de la opcién, el cual satisface la ecuacién de BS y es funcion del
precio de la accion y el tiempo. Debido a esta analogia pensar en el uso de la formula de FK para

resolver la ecuacion de BS es directo.

La estructura del trabajo esta constituida de cuatro partes: |1 Desarrollo Tedrico, Il Métodos
Numeéricos, 11l Resultados de las simulaciones numéricas y IV Conclusiones. En el Desarrollo
Tedrico se plantea el problema de obtener una expresion para el precio de la opcién, lo cual lleva
a la ecuacion de BS, se deriva, en este trabajo, la solucion de la ecuacion de BS utilizando la
transformada de Fourier, también se prueba su unicidad y finalmente se demuestra, en este

trabajo, que la férmula de Feynman-Kac es solucién de la ecuacion de BS.

En Métodos Numeéricos se aborda la idea detras del método de Monte Carlo, se presentan los
tres modelos de simulaciones numeéricas, que se desarrollaron en este trabajo, para valuar a traves

de la foérmula de Feynman-Kac la opcion, con tasas de interés del activo libre de riesgo,

* La ecuacion de onda es una ecuacion diferencial parcial de segundo orden.
® En la mecénica cuantica la funcion de onda, es una funcién de probabilidad, la cual indica la probabilidad de
encontrar una particula en la posicion x al tiempo t.



contante. En los Resultados de las simulaciones numeéricas se presentan las comparaciones
numéricas de la solucién explicita de la ecuacion de BS versus la solucion, utilizando los tres
modelos desarrollados, con el objetivo de seleccionar el mejor modelo, para modificarlo y asi

valuar opciones con una tasa de interés variable.

La parte de Conclusiones retoma los puntos més importantes obtenidos en este trabajo, en
especial, destaca que el precio de la opcion, presenta una sensibilidad mayor ante cambios en el
término de tendencia de la tasa de interés versus cambios en el tiempo de ejercicio de la opcion y
presenta una sensibilidad negativa para el precio de la opcion ante cambios en el precio inicial de
la accion, ademas se discuten posibles extensiones al trabajo.

| Desarrollo Tedrico

En esta seccion se obtiene de forma intuitiva la ecuacion BS a partir del planteamiento del
problema de obtener una expresion para el precio de la opcion, que tiene como activo subyacente
una accion. Se deriva la solucion de la ecuacion de BS utilizando la transformada de Fourier y se
prueba su unicidad. Finalmente se demuestra, en esta seccion, que la férmula de Feynman-Kac

es solucion de la ecuacion de BS.

Ecuacion de Black-Scholes

Para derivar la ecuacion de BS es necesario suponer un mercado en el que tengamos una accion,
una opcion y un activo libre de riesgo, entonces tenemos las siguiente variables: S(t) el precio de
una accion de la compafiia i en el tiempo t, una opcion call con precio de ejercicio K y fecha de
vencimiento T, la cual le da a su propietario el derecho pero no la obligacién de comprar una

accion de i en T a precio K (ver apéndice Al figura Al).

Lo que necesitamos encontrar es una expresion para C (S, t), donde C(S,t) es el precio de la

opcién el dia de hoy. Para esto necesitamos los siguientes supuestos adicionales:

1. Rendimiento de la accion dS/S = udt + odz 1)
donde dz~N(0,Vdt), (lavdt es ladesviacion estandar).



2. Es posible invertir en deuda sin riesgo, que pagan r(t) dt (notemos que la tasa de interés

no tiene que ser constante).
3. No es posible el arbitraje®.
Para encontrar la solucion a nuestro problema realizamos los siguientes pasos:

1. Hay tres activos en la economia: acciones de la compaiiia i, opciones call (sobre acciones
de la compaiiia i), y el activo libre de riesgo. Los inversionistas invierten una fraccion o de su
riqgueza en opciones, el resto en acciones. Por tanto, el rendimiento del portafolio es
1-a)dS/S + adC/C.

2. Por el lema de Itd (ver apéndice A3) podemos expresar el diferencial del precio de la

opcién como:
dC = (C, + pSCs +5 (05)? Co5) dt + (08)Codz = fidt + Gdz @)
Donde i = (Ct + uSC; +% (0S)? Cssdt) y 6 = (6S)C,, para aclarar la notacion C; = ‘;—i :

_ac
~ as

ac . . . . .
Cs y Css = Fom (esta sera la notacion a seguir para representar derivadas parciales).

Por tanto, sustituyendo (1) y (2) el rendimiento del portafolio esta dado por:

(fgdt + 6dz)

1—-—a)(udt +0dz) + a C

= (1—a),u+a%]dt+[(1—a)a+a% dz

3. Elijamos o tal que (1 — a) o+ a% = 0, es decir, el nuestro es un portafolio sin riesgo.

1=

Por tanto, no-arbitraje implica que (1 — a)u + a= = r(t), entonces

c

(r@®)-—wC _ oC
a= = p

ia—uC oC—0

Sustituyendo la definicion de i y & en la ecuacion anterior obtenemos

r(t)C = r(£)SC — uC + uSCs = C; + uSCs + 5(0S)?Css — uC

® Se refiere a que nada que tenga rendimientos positivos puede valer cero (Cochrane, 2005).



= r)C —r(t)SCs = C, + %(O-S)ZCSS
= ( + %(0'5)2655 —r()C +r)SC =0 ()

La ecuacion (3) es la ecuacion de Black-Scholes del trabajo original de 1973 con la salvedad
de que aqui la tasa de interés puede depender del tiempo (r(t)), mientras que en Black-Scholes

es constante.
En t=T, el valor de la opcion call esta dado por el pago de la opcién:
C(S(T),T) = max (S(T) — K, 0) = (S(T)) (4)

Esta es una condicion final para la ecuacion diferencial (3). Para las condiciones espaciales,
es decir, las condiciones de frontera para el precio de la opcion cuando el precio de la accién es

S=0ycuando S — oo son:

1. Si § =0 podemos ver en la ecuacién (1), que el cambio del precio dS = 0, lo que
indica que S nunca cambia, entonces el pago de la opciéon es 0
CS,t)=0
2. Para S—oo el valor de la opcidn tiende al precio de la accion.

C(S,t)~S cuando S -
estas son las condiciones de frontera para una opcion call’.

La ecuacion de BS presentada en (3) es una ecuacion diferencial parcial de segundo orden,

que puede verse como un caso particular de la ecuacion general dada por:
a(x, y)Usxyx + b(x,¥)Uyy, + c(x,y)Uyy, + d(x, y)Uy + e(x,y)U, + f(x,y)U + g(x,¥) =0

Siendo U,a,b,c,d, e, f y g funciones que depende de x e y, donde el discriminante b? — 4ac
de esta ecuacion general nos dice, si la ecuacion es hiperbdlica (con dos familias de
caracteristicas®), parabdlica (una familia de caracteristicas reales) o eliptica (sin caracteristicas

reales).

" Estas condiciones de frontera aparecen en (Wilmott, 1994).
® La caracteristicas son las curvas en las coordenadas de transformacion (£,{) que se utilizan para transformar la
ecuacion diferencial parcial a una ecuacion diferencial ordinaria (ver apéndice A4).



Para la ecuacion de BS tenemos que b? = 0,a = %(05)2 y ¢ = 0, Entonces la ecuacién de
BS es parabolica, hecho importante que permite transformar la ecuacion de BS en la ecuacién de
difusion o de calor (esto serd de gran ayuda en la siguiente seccidn), ya que esta ecuacion
también es parabdlica, la ecuacion de difusion es la ecuacion mas sencilla (es decir cuenta con

menos términos), y su solucién han sido bien estudiada.

Solucion explicita de la ecuacion Black-Scholes utilizando la transformada de Fourier.

Para encontrar la solucion utilizando la transformada de Fourier de la ecuacion de BS es
indispensable primero transformar esta ecuacion en la ecuacion de difusion, por lo que, a
continuacion hacemos una breve descripcion del esta ecuacion y el planteamiento del problema

de valor inicial.
La ecuacion de difusion o también llamada ecuacion de calor esta dada por:
Ut = Uy ®)

Esta ecuacion es utilizada para los problemas de flujos o de difusion principalmente de calor
en un medio continuo, pero no es su Unico uso, también es utilizada para la difusion de

sustancias en un medio soluble.
Sus principales propiedades son®:

1. Es una ecuacion lineal es decir si u; yu, son soluciones entonces au; + bu,
también lo es para cualquier constante a y b.

2. Es una ecuacion de segundo orden debido a que el término derivado de orden
superior es la segunda derivada parcial u,.,

3. Es una ecuacion parabdlica, el discriminante de la ecuacion es igual a cero, las
caracteristicas estan dadas por t = constante, entonces la informacion se propaga a
lo largo de esta linea en el espacio (x, t).

4. Sus soluciones son funciones analiticas de x, es decir, para cualquier valor t mayor al
tiempo inicial, u(x,t) considerada como funcion de x tiene una serie de potencias

convergente en términos de (x —x,), para algin x, fuera de la frontera, para

® Las propiedades de la ecuacién de calor fueron tomadas Wilmott. (1994) Cap.4



propésitos practicos podemos pensar que la solucién de la ecuacion u(x, t) es suave™

en x pero probablemente discontinua en t a causa de las condiciones de frontera.

El problema de valor inicial en el intervalo infinito para una funcion u(x, t) que satisface la

ecuacion de difusion, es el descrito a continuacion.

Tomando la ecuacion (5) para el intervalo infinito (Wilmott,1994)

Up = Uyy —o<x<o, t>0 (6)
con condicién inicial
u(x, 0) = up(x) (7)
Donde
e uy(x) es bien comportada® (8)
o iMoot (¥)e™" =0 paratoda a >0 9)
o limyy 00 u(x, t) e~ = paratoda a >0 (10)

El problema de valor inicial estd bien definido con una condicion inicial y no necesita

ninguna condicién de frontera debido a que el dominio en x no se encuentra acotado.
La solucion es
u(x,t) = 1/2vmt [°_ds Uy (s)e~(r=s)*/4t (11)
Con condicion inicial
up(x) = [, ds up(s)8(s —x) (12)

La deduccién de la ecuacion (11) se obtendrd mas adelante utilizando la transformada de

Fourier, una manera alternativa para encontrar la solucion del problema de valor inicial se

19 Continua y sin saltos.
1 Basta una funcién discontinua con un niimero de saltos finito para decir que la funcién es bien comportada
Wilmott. (1994) Cap.4, por tanto una funcién continua y diferenciable de orden 2 es bien comportada.
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encuentra de manera explicita en el apéndice A5. El problema de valor inicial es relevante para

nuestro analisis de la ecuacion de BS como se muestra mas adelante.

Retomando el problema de encontrar la solucion de la ecuacion de BS, a través de la
transformada de Fourier, se realiza un cambio de variable que permita hacer a la ecuacion

diferencia adimensional?.

Dada la ecuacion de BS (3)
Ce +5(08)2Css —T(t)C +1(£)SCs = 0
y el siguiente cambio de variables

T
S=Ke* t= T—ﬁ, C = Kv(x,1)
4

Donde x,7 son las nuevas variables de las cuales depende el precio de la opcion esto

trasforma la ecuacion (3) en
Vp = Uy + (kg — Dve — kv (13)

Donde k; = r/202, se considera la tasa de interés » como constante, no tiene dimensiones
y podemos ver que ningun término se encuentra multiplicado por ninguna variable

independiente. La condicion final se transforma en la condicion inicial
v(x,0) = max(e* —1,0).

Note que esta ecuacion particular s6lo cuenta con un pardmetro k,, a diferencia de la
ecuacion original que dependia de cuatro parametros K, T, a2 ni r. La ecuacion anterior se
asemeja aun mas a la ecuacion de difusion o ecuacion de calor y puede ser llevada a ésta con el

siguiente cambio de variable
v(x,7) = e Fru(x, 7).

Entonces la ecuacion (13) se transforma en

12 Es decir, que sus parametros no presenten unidades este cambio de variable se encuentra en Wilmott (1994) Cap.
5.
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fu+u; = a’u + 2au, + Uy, + (ky — D(au + u,) — kyu (14)

con a y B constantes que pueden ser determinadas igualando la ecuacién de difusion (15) a la

ecuacion (14).
Up = Uyy —o<x<ow >0 (15)
Podemos obtener una ecuacion sin u escogiendo el término
g =a*+ (ky—VDa—k,
y podemos obtener la ecuacion sin u, con la siguiente ecuacion
0=2a+ (ks —1)
entonces
B=—3ki+1)? y a=—(k—1)

sustituyendo en la funcion v obtenemos

(k1 —Dx+—7(k1+1)%T

v(x, 1) = e"% u(x, 1)

donde u(x,t) satisface la ecuacién de difusion (15) con condicion inicial dada por la

ecuacion (16) (Wilmott,1994)
uo(x) = max (ezk1+D* _ galka=Dx (. (16)

Entonces se ha convertido el problema de Black-Scholes a un problema de valor inicial tal y
como lo planteamos anteriormente. Ahora para encontrar la solucién de la ecuacion (15) se

puede utilizar la trasformada de Fourier, sea una u(x, t) +— (6, 7), entonces (Steele, 2001)
%(0,7) = ffooo dx e'%*u(x, 1)

esta transformada de Fourier tiene las siguientes propiedades™

3 Ver Levi (1995).
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1 @,(0,7) = [ dx e®*u,(x,7)

2. 1,(0,7) = ffooo dx e%%u, (x,7) = limy_e f_NN dx ey, (x,7) =
limpy e {[eiexu(x, r)]IjN + i f_NN dx e*u(x, r)} =
0+ i6 fjooo dx e*u(x, 1) =i0ii(0, 1)

3. Ty, (8,7) = i01,.(0,7) = i8[i01(0,7)] = —62%1(6,1)

Entonces la ecuacion diferencia dada en (15) queda escrita como
%,.(0,7) = —0%1(6,1) (17)
que es una ecuacion diferencial ordinaria con condicion inicial
@(6,0) = [ dxe®u(x,0) = [ _dx e f(x) = f(6)
La solucion general de la ecuacion (17) esta dada por:
(6,7) = h(8)e ?°"
Donde h(6) queda determinada por las condiciones iniciales dando h(8) = f(0).

Ahora es necesario encontrar la transformada inversa de (6, 7), para la cual, nos basamos
en dos hechos*, el primero es la convolucién (definida por la siguiente ecuacién) de la

transformacion de la multiplicacién, esto es que si
9(x) = p*q(x) = [, ds p(x = $)q(x) = [ ds p(x)q(x — 5)
donde p y g son funciones, entonces
@(6) = p(6)q(6)

Y el segundo hecho, es el que dice que la transformada de Fourier de la funcion de densidad

. . —92‘[
normal con media cero y con varianza 2t es e .

Entonces como (6, T) puede verse como el producto de dos funciones transformadas de las

cuales conocemos sus funciones de transformacion inversa podemos escribir:

1 \er Steele (2001) para més detalles.



13

u(x,7) = ffooo ds f(x —s) Z;We—yz/‘” = f_""w ds f(s) z;me—(x—s)z/ztr
Entonces
1 oo e
u(x, t) = z_mf—w ds u(s,0) e~ (=9)*/47
la solucion de la ecuacion de difusion dada por (15) es:
ux,7) = =%, ds ug(s)e ¢/ (18)

Es facil notar que la solucion (18) y la condicién inicial (16) satisfacen las condiciones del
problema del valor inicial planteado en las ecuaciones (8)-(10) lo cual se demostrard mas
adelante. De esta manera, al mostrar que esta solucion al problema de valor inicial es Unica
equivale, dado todo el desarrollo planteado, a que la solucién de la ecuacién de BS es Unica. Para

mostrar que esta solucion es Unica se utilizara el siguiente teorema:

Teorema de unicidad

Sean u(x,t) y ti(x, t) soluciones del problema de valor inicial planteado en (6)-(10) y sea
v(x,t) =ulx,t) —tu(x,t), tal que v(x,t) satisface las ecuaciones (6) y (10) asi como la
condicién inicial «(x,0) = 0'°. Entonces v (x,t) es idénticamente cero y por consecuencia

u(x, t) = t(x,t), es decir, la solucion es Unica.
Demostracién

Sean f y g continuas y diferenciables de segundo orden, en —co < x < oo, t > 0 tal que

0 0
g(ft_fxx) +f(gt+gxx) =a(fgx_gfx)+g(fg) = Vx,t - F
donde

F=0g9x—9f f9),

1> Ver Folland G.B. (1995) cap. 4 para més detalles de esta demostracion.
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dadoxy € (—0,0) yv t, >0y f(x,t) =v(xt) yglt) =K(x —xpt —tg)

1/2\/ﬁe—(x—xo)2/4(to—t)’ t>0
0, t<o0

donde K (x — xo, t — ty) = {
obtenemos que f; — fyx = 0para t >0y g; + gxx = Opara t < t,.
Entonces V., - F =0, 0<t<t,

Aplicando el teorema de la divergencia'®

J oVt - Fd2 = fanF-nds

enlaregion Qtalque Q= {(x,t)| |x|<r, a<t<b} (0<a<b<t,), donded

es la frontera de la region, obtenemos que
0=[,,F-nds

= flxlsrdx/tr(x,b) K(x —xo,ty — b) _flxlsr dx v(x,a) K(x — xq,tg — a)

M.

dtda (x) [ (x, )F, (x, 1) — K (x, vy (x, O]

Ahora comenzamos a expandir las fronteras de la region Q, primero hacemos que r — oo asi
el ultimo término de la suma tiende a cero debido al supuesto sobre v, es decir, que satisface la

ecuacion (10), asi obtenemos
0= limr_)oof_rrdx v (x,b) K(x — xo,tyg — b) — limr_,oof_rr dx v(x,a) K(x — xo,ty — a)
= fjooodxv(x,b) K(x —x9,tg—b) — f_oooo dx v(x,a) K(x — xq,ty — a)
por la definicidn de convolucién
0 = [v(,b) * Kepl(xo) — [vr(-, @) * K—a](x0).
Entonces

Cuando b - to, [v(-, b) * Ky —p](x0) = v (x0, ), Yaque Ky —p — 1

16 para mas detalle sobre el teorema de la divergencia ver apéndice A5.
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y cuando a - 0, [v (-, a) * K¢,—q](x0) = 0 yaque v(-,a) — 0
entonces v (xg,ty) =0V xy € (—o0,00) y t; >0
= u(x,t) =t(x,t) ~ lasolucién es Gnica. m

Lo que nos queda por demostrar es que v cumple con los requerimientos del Teorema de

unicidad:

1. Continua y diferenciable de segundo orden: como « es la suma de dos funciones
continuas y diferenciables de segundo orden en x, € (—o,) y t, > 0, ¢ es continua
y diferenciable de segundo orden en el mismo dominio.

2. Condicion inicial v(x,0) = 0, como u(x,0) = uy(x) = tiy(x) = 1(x,0)
= v(x,0) =uy(x) —uyg(x) =0

3. Lacondici6n limy|_. v (x,t) e"%*" = 0 paratoda a >0 entonces
lim |00 v (x, t) e~ax* = Lm0 [(u(x, £) — 1(x, t)]e‘a"2

= lim 50 (u(x, t)e‘ax2 - |llim i(x, t) e~ —0—0
X|—00

Por lo tanto « satisface los requerimientos del Teorema de Unicidad.

Para demostrar que la solucion de BS es Unica basta demostrar que la solucion (18) obtenida
a partir de la transformacién de la ecuacion de BS en la ecuacion de difusién y la condicion
inicial dada por la ecuacion (16), satisfacen las condiciones del problema de valor inicial
presentadas en las ecuaciones (8)-(10):

1. La ecuacion (16) wuy(x) = max (ezk1+Dx — ¢3(ki=Dx () satisface la condicién (8), es

1

- - 7 - 7 - — 1
decir, es una ecuacion bien comportada, ya que el término ez

(k1 +)x _ po(ki—1)x

alo
mas presenta un cambio de signo en el intervalo x € (—oo, ) lo que provoca que
uy(x) a lo mas tenga un salto en dicho intervalo.

2. Dada la ecuacion (16) para cuando el maximo es distinto de cero, la condicion (9) queda

de la siguiente forma:

1 1 1
lim uo(x)e—ax2 = lim [ej(k1+1)xe—ax2 _ ei(kl_l)xe—axz] = lim [ej(k1+1)xe—ax2 —

x| >0 x| >0 [x| >0

1
lim ef("l‘”"e‘“xz] =0-0 paratoda a>0

|x]| >0
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Por lo tanto satisface la condicion (9).

3. Y finalmente debido a la condicion anterior y la forma de la solucion (18), esta solucién
satisface la condicion (10):
. —ax? — i L (® —(x—s)?/4t ,—ax? _
limpy e ulx, 7)€ |9H£>noo = f_oo ds uy(s)e e

1
2VTT

Por lo tanto satisface la condicion (10).

I= ds |l}m uy(s)e~(=*/47g=ax* — g paratoda a >0
X|—00

Entonces por el teorema de unicidad la solucion encontrada en la ecuacién (18) es Unica, lo
que demuestra, por todo el procedimiento realizado, que la ecuacion de BS tiene una solucion

Unica.

Para evaluar la solucion planteada en la ecuacién (18)

L (® —(x-s)?/aT
— |_,, dsup(s)e

ulx,7) = =

es conveniente realizar un pequefio cambio de variable

x* = (x — s5)/v27 , dado esto la ecuacion (18) se reescribe como.
1 o] % _*2 %
u(x, 1) = = J_ uo(V2rx* — x)e™ /?dx

= \/% f_ojc/m e%(k1+1)(\/2_rx*—x)e—x*z/zdx*

B \/%f-ojc/me%(kl_l)(‘/z_”*_x)e"‘*z/zdx*

=L -1
Reescribiendo I; y I,:

-1 (® S+ D) (V2Tx" —x) ,—x*2/2 g, %
b= 5 e Je= " 2dx,

completando cuadrados y sacando de la integral las constantes
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1
S(k1+1)x 1 1, . 1 2
2 2. _Z(x*—I 2T

e o 2(kq+1) To 2(x 2(k1+1) 27) I

Il = —\/ﬁ —x/\/ﬁe‘}

Seap =x*—%(k1+1)\/§

e%(k1+1)xe%(k1+1)2r o 1,
L = 1 e 2" dp,
\V2m —x/\/E——E(klﬂ)\/E
entonces
1 1 2
11 — ei(k1+1)x+z(k1+1) TN(hl)
donde

1 1 hy 152
h, =x/\/ﬁ+5(k1+1)\/ﬁ y N(hl)zﬁf_;e 2% ds

N(hy) es la funcion de distribucion acumulativa de la normal, el célculo de I, es idéntico
solamente hay que sustituir (k; + 1) por (k; —1). Ahora sustituimos u(x,t) en v(x,1),

—2(k1—Dx+—1(k1+1)%T

recordando que v(x,7)=¢e u(x,7) 'y poniendo x =log(S/K),

T= %O‘Z(T —t)y C = Kv(x, T) obtenemos
C(S,t) = SN(d,) — Ke "T-YN(d,) (19)
con

_In(S/K)+(r+502)(T-t)

dy = o /(T—t)

_ In(S/K)+(r—362)(T—t)

d; = o [(T—1)

La ecuacién (19) es la solucidn analitica escrita de forma explicita de la ecuacién de Black-
Scholes, para una opcién call europea. Para obtener la soluciéon de la ecuacion put europea
podemos utilizar la formula de paridad put-call.

C—P=S5—Ke ™I (20)

Donde P es el precio de la opcién put europea’’. Hasta el momento se ha obtenido la

solucion de la ecuacion de BS utilizando la transformada de Fourier y se probé la unicidad de la

17 para mas informacion sobre esta formula ver apéndice A7.
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solucion. A continuacion se presenta una prueba que permita establecer que la formula de

Feynman-Kac es solucién de la ecuacion de BS.

Formula de Feynman-Kac

Para poder utilizar la formula de Feynman-Kac como solucion de la ecuacion de BS es necesario

poder demostrar el siguiente teorema.

Teorema de Feynman-Kac

SiV(y,t) satisface (21) y (22)
Ve + 1V, +20%Vy, — b(y,t)V =0parat <T (21)

u,o pueden ser funciones que dependan de yy t para cualquier condicién de frontera
P(y(T)

Vi (T),T) = @(y(T)) parat =T (22)
donde
dy = pdt +odz (23)

para dz proceso de Wiener, es decir, dz~N(0,\/E), con media 0 y desviacion estandar

Vdt,

y si V(y, t) es Unica, entonces la solucion esta dada por la siguiente formula.

V() = E [e"k 40000 (T))] (24)

Demostracién

Sea f(s) = e~ Jear POOD - g(s) = V(y(s),s)

Entonces
df =—fbds y dg = (Vt + uV, + %O’ZVXX) ds + aV,dz = bVds + oV, dz

Lo anterior es gracias al lema de 1t6 y por la ecuacion (21), entonces
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d(fg) = gdf + fdg + dfdg = —Vfbds + (fbVds + foVdz) + 0 = foV,dz
entonces
E[f(Ng(T) - F®)g®)] = E |, d(fg)| = E [ fovidz]
Como dz es un proceso de Wiener
E|f fowdz| =0
Entonces
ELf(Ng(T)] = E[f (g (t)]

Ele=l e vy, m| = £ [k vy, 0]

Ele ke nopm)]=ve,o (25)

Por lo que queda demostrado el teorema de Feynman-Kac. Este teorema se deriva del
concepto de la integral de trayectoria (ver Feynman, 1948, Kac 1951)*8,

Para poder utilizar el teorema de Feynman-Kac en la ecuacién de BS (3)
Ce + 2(08)*Css — 1(£)C + r(£)SCs = 0, donde C (S, ©)
es necesario realizar un cambio de variable.
SeaX =log$S
=S=eX =85, =Sx=S
= Cx = CsSx = (sS,y Cxx = CsSxx + Css(Sx)? = CsS + Cs5S% = Cx + CssS?
= (55?2 = Cyy — Cy

Retomando la ecuacion de BS presentada en (3) y su condicion inicial (4)

18 \ver Apéndice A8 integral de trayectoria
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Ce +5(08)2Css —1,C +1,SCs = 0
C(S;,T) = ®(Sy) = max (Sy — K, 0)

y sustituyendo las expresiones anteriores, obtenemos la ecuacion de BS modificada para el

precio de la opcion para el logaritmo del pecio de la accion (21).
Ce+ (r(t) —20%)Cy + 20%Cxx —1(1)C = Oparat <T (26)
Con condicion final
®(X(T)) = C(X,T) = max (eX™ - K,0) (27)
con lo que ahora tenemos que el precio de la opcidn call europea depende de X y t.
Aplicando Feynman-Kac a la ecuacion (26) con condicion final (27) obtenemos
CX, ) = E[e™ ) “rOax(T)) (28)

Lo cual siguiere que
dX = (r(t) —i0%)dt + odz (29)

Esta ecuacién estocastica que satisface el logaritmo del precio de la accion, dependiente
Unicamente del a tasa de interés del activo libre de riesgo y la volatilidad de la accién, dejando de
lado la tendencia de la accién, la cual aparece si Unicamente aplicamos el lema de Itd

directamente al logaritmo del precio de la accion:

dX = (uSXs + Y% (05)? Xg5)dt + oS Xsdz

1
52

donde XS = % yXSS = —
obtenemos que

dx = (u — %az) dt + odz

Esto no significa que la tendencia del precio de la accion (u) es igual a la tasa de interés del
activo libre de riesgo (7). El resultado de la ecuacion (29) es importante ya que permitird valuar

de forma eficiente la opcion en las secciones siguientes.
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La ecuacion (28) es la formula de Feynman-Kac (FK), para valuar el precio de la opciones
tipo call europea. En la siguiente seccion se desarrollan tres modelos de simulacion numérica

para evaluar la formula de Feynman-Kac.

Il Métodos Numeéricos

El método numérico utilizado para evaluar la formula de Feynman-Kac es la simulacion de
Monte Carlo. Esta simulacion es un método estadistico que permite aproximar de forma
numérica el valor de expresiones matematicas dificiles de evaluar directamente. A continuacion
se presenta el desarrollo de la simulacion de Monte Carlo utilizada para evaluar los tres modelos

que se desarrollan posteriormente en el apartado, de esta seccién, Modelos numéricos.

La simulaciéon de Monte Carlo se utiliza para calcular un valor esperado de una funcion f(x)

con una funcion de densidad ¥ (x), para x € R"
V= Eyeol f(0)] = [dx f)P(x)
para encontrar un estimador de v seguimos los siguientes pasos (Jackel, 2002):

1. Se generan numeros aleatorios x; con base a la funcién de densidad ¥ (x), a través, de
la funcién de la distribucion asociada a esta W(x).
2. Cadax; seevallaen lafuncion f; = f(x;).

3. Entonces el estimador de Monte Carlo es:
1 N
Dy =5 ) FGxD
=1
Para encontrar un estimador del error de estimacion de ¥y podemos utilizar el teorema del

limite central que dice:

A (2]

Es decir que el estimador ©, convergen en distribucion a una normal donde o2 es la varianza

de la variable estocéstica x, entonces el error estandar esta dado por:
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(30)

donde

2
Gy = J (FEL fO?) - (GEM, F@)
Modelos numéricos

En este apartado se presenta el desarrollo de tres modelos de simulacion numérica que permiten
evaluar la formula de FK, a través de la simulacién de Monte Carlo. Esto con el objetivo de
seleccionar, en la siguiente seccidén, al modelo mas eficiente desde el punto de vista

computacional, es decir, seleccionar al modelo que tarde un tiempo menor de computo.

Dada la forma de la trayectoria para el logaritmo del precio de la accion (X) dada por la

ecuacion (29):
dx = (r(t) - 20?) dt +odz

donde dz~N(0,/dt), es posible desarrollar tres formas distintas de modelacién que requieren

los siguientes parametros.

S precio inicial de la accion

X logaritmo del precio inicial de S

K precio de ejercicio

T fecha de vencimiento

t fecha de inicio (cero por comodidad)

o volatilidad (constante)

r tasa de interés (constante en esta primera etapa)

En el primer modelo se generan trayectorias con la ayuda de la ecuacién estocastica (29)
para evaluar los puntos finales de las mismas y asi obtener el estimador del precio de la opcion;
en el segundo modelo se resuelve la ecuacion estocastica (29) y se generan nimeros aleatorios a
partir de esta solucion que permiten obtener un estimador del precio de la opcién; en el tercer
modelo se generaron nameros aleatorios con ayuda de la funcién de distribucion que surge de la

solucion a la ecuaciéon (29), obtenida en el segundo modelo.
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Modelo 1 (FK1)

En este primer modelo utilizamos el concepto de integral de trayectoria, para generar
indirectamente la funcién de densidad del logaritmo del precio de la opcion (ver apéndice A8).
Se generan N trayectorias utilizando dX como el incremento de X, para cada incremento
infinitesimal del tiempo (dt), el cual comienza en t y termina en T (ver figura 1), entonces para
cada incremento dX se genera un nimero aleatorio'® dz que se distribuye N (0,+/dt), por lo que
para cada trayectoria obtenemos X (T) . Este X(T) es evaluado en la ecuacion (28) tal y como se

muestra a continuacion.
CX,t) =E [e—ftT W (X(T))| = e TE[@(X(T))]

Generar N trayectorias para el logaritmo del precio de la opcion X(T) es equivalente a
conocer la funcion de densidad del X(T). Por el método de Monte Carlo podemos encontrar su

estimador para el precio de la opcion:

X, t) =e T (% IiV=1q>(X(T)i)) =e T (% N Max(eX(T)i -k, 0)) (31)

LOG Precio LOG Precio

a0f

3sE L A
g7 Fo‘%\‘su';ﬁ
LIRS A

ANV
V)

(7 N:

35 [

30

25| ?
i 25

Figura 1 Trayectorias para el logaritmo del precio de la accion X(t),conT = 1,t = 0,y dt = 0.01.
a) Corresponde a 10 trayectorias b) Corresponde a 50 trayectorias.
Figuras Unicamente de ilustracion del modelo

9 En realidad son niimeros seudoaleatorios, aunque de aquf en adelante les llamaremos aleatorios, generados
utilizando el comando RandomVariate, con una distribucion normal, del software Wolfram Mathematica.
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Modelo 2 (FK2)
Partimos de la solucién de la ecuacién (29), para lo cual integramos de 0 a T entonces®
ftT dX = (r — 20?) ftT dt + aftT dz = LogS(T) = LogS + (r — 20*)T + 0Z
donde Z es un proceso de Wiener Z~N(0,+/T), despejando S(T),
S(T) = Selr=3o")r+02)

ahora que ya tenemos una expresion para el precio de la accion, se generan N numeros aleatorios
(2) para evaluarlos en la expresion anterior y obtener N nimeros S(T) (ver figura 2). Por el

método de Monte Carlo podemos encontrar un estimador para el precio de la opcion:

C(S,t) = e (FZW, (S(T))) = e (3T, Max(S(T); — k,0))  (32)

Precio S Precio S
L [ H
8+ & - .
[ [ s
L ]
60 60 H
i i
40 + 40
20+ 20 o
L L L L T’Ie [ L L L L Tie
05 10 15 20 il 05 10 15 20 e
a) b)

Figura 2 N nimeros generados para el precio de la accién S(T),conT =1,
a) Corresponde a 10 nimeros b) Corresponde a 50 nimeros.
Figuras unicamente ilustrativa del modelo.

Modelo 3 (FK3)

Partiendo de la solucion de la ecuacion estocastica planteada en el modelo 2

LogS(T) = LogS + (r — %az) T+oZ

20 \/er Cochrane (2005)
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Es posible establecer que LogS(T) ~N(LogS + (r — 202)T, oVT)?., entonces se generan N
numeros aleatorios y se obtiene N valores de LogS(T) = X(T), cada X(T) es evaluado tal como

en el Modelo 1 (ver figura 3).

LOG Precio LOG Precio

5t

$ 4k

w
T
®  ® oo cmms anen

| | | = Tienpo | | | = Tiempo
| 20 20

Figura 3 N nameros generados para el logaritmo del precio de la accion X(T),con T = 1,
a) Corresponde a 10 nimeros b) Corresponde a 50 nimeros.
Figuras unicamente ilustrativa del modelo.

Los resultados de estos 3 modelos se presentan en la siguiente seccion donde se realiza una
comparacion con el valor de BS, se selecciona el mejor modelo y se modifica para que pueda

valuar el precio de opciones con tasa de interés variable.

11 Resultados de las simulaciones numéricas

En esta seccion se presentan las comparaciones numeéricas de la solucion explicita de la ecuacion
de BS versus la solucion utilizando la férmula de Feynman-Kac, para los tres modelos
desarrollados en la seccién anterior. Esto con el objetivo de calibrar y mostrar que la solucion
utilizando FK es una buena aproximacion, asi como para seleccionar el mejor modelo. Este sera

modificado para que valué opciones con tasas de interés dependientes del tiempo.

Para la calibracion se realizé un mapeo para 3 valores de S y T con el objetivo de exponer
numéricamente la sensibilidad del estimador ante distintos valores de Sy T, tal como se muestra

en las Tablas 1.1, 1.2 y 1.3, con los siguientes parametros.

21 \/er Cochrane (2005)
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oS = 25, 50y 75 (para mostrar efectos de un precio inicial mayor , menor e igual a K)

e K = 50 (en todos los casos)

oT = 0.25, 0.5y 1 (pensando en 1 = un afio)

ot = 0 (en todos los casos)

eg = 0.5 (se tomo una volatilidad equivalente al 50% del precio de la accion con el
proposito de mostrar que el estimador es bueno)

o7 = 0.1 (recordando que en BS la tasa de interés es constante)

Los valores de Sy K son elegidos con la Unicamente restriccion de pertenecer al espacio

[0, ), los valores de T, fueron pensados para contratos trimestrales semestrales y anuales.

Tabla 1.1 Comparacion numérica de Black-Scholes y Feynman-Kac

S T=0.25 T=0.25 T=0.25 T=0.25
BS FK1 (100m) FK2 (1,000m) FK3 (1,000m)
25 0.0100517 0.0103707 0.00979139 0.010121
(0.00085779) (0.0002741) (0.00027848)
50 5.55409 5.57728 5.54079 5.55715
(0.0280599) (0.00885772) (0.00887671)
75 26.4951 26.4573 26.492 26.4802
(0.0589733) (0.0186374) (0.018615)
Tabla 1.2 Comparacion numérica de Black-Scholes y Feynman-Kac
S T=0.50 T=0.50 T=0.50 T=0.50
BS FK1 (100m) FK2 (1,000m) FK3 (1,000m)
25 0.163876 0.163401 0.164585 0.162742
(0.00488153) (0.00154112) (0.0015191)
50 8.1316 8.12134 8.13268 8.13526
(0.0428623) (0.0135303) (0.0135524)
75 28.4136 28.3423 28.4087 28.3997
(0.0825339) (0.0261196) (0.0261464)
Tabla 1.3 Comparacion numérica de Black-Scholes y Feynman-Kac
S T=1 T=1 T=1 T=1
BS FK1 (100m) FK2 (1,000m) FK3 (1,000m)
25 0.950101 0.950789 0.950928 0.949909
(0.0154822) (0.00495371) (0.00495584)
50 11.9634 11.9516 11.966 11.9629
(0.0675457) (0.0212553) (0.0212466)
75 32.0878 32.1208 32.0679 32.1051
(0.119439) (0.0376137) (0.0376439)

En las tres tablas se presentan los errores estandar entre paréntesis calculados a partir de la expresion del error
estandar de la ecuacién (30) BS Black-Scholes.

FK1(100m) Modelo 1 con 100,000 trayectorias generadas con un (dt = 1/2880%)

FK2(1,000m) Modelo 2 con 1 Millén de S(T)generados.

FK3(1,000m) Modelo 3 con 1 Millén de X (T)generados.

%2 Se escogi6 asi para emular informacién cada hora durante ocho horas al dia por un afio (8 * 360 = 2880).
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En las tablas anteriores se puede ver que en general los estimadores se aproximan al valor de
BS al grado de contener este valor dentro de su error estdndar. Para comparar entre los tres
métodos es Util realizar un analisis en el error de valuacion a nivel de puntos base:

FKi—-BS
BS

PB, = 100( ) coni=123 (33)

Donde PB; corresponde a los puntos base de cada modelo, FKi corresponde al estimado de
cada modelo y BS corresponde al valor de Black-Scholes, recordando que 1 punto base es

equivalente a 0.01%, para ello es util revisar las graficas 1.1, 1.2 y 1.3.

Error de valuacion en puntos base entre BS y FK (T=0.25)
o _ S
= m25

o 2

g3 50

82 75

c > < /

g8 T J 25

FK1(100m} 5 (1,000m)
FK3 (1,000m)
Gréfica 1.1 Error de valuacién en puntos base entre BS y FK para el tiempo T=0.25
Error de valuacion en puntos base entre BS y FK (T=0.5)

o

2 =25
b § m50
g ©
w S 75
O ®©
g2
g9 FKL (100m).

K2 (1,000m)
FK3 (1,000m)

Grafica 1.2 Error de valuacion en puntos base entre BS y FK para el tiempo T = 0.5
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Error de valuacion en puntos base entre BS y FK (T=1)

0.2 -— S
2 T m25
= j
(] 001 |~ T —] .
§ é . T } _ 75 m50
w & ay |/ s 75
O 0 +—__ +
a o i

FK1 (100
(100mL, 5 (1,000m)
FK3 (1,000m)

Gréfica 1.3 Error de valuacién en puntos base entre BSy FK parael tiempo T = 1

Las Graficas 1.1, 1.2 y 1.3 muestran los errores de valuacion entre el valor de BS y el valor
utilizando FK expresado en puntos base para los distintos valores del precio iniciales de la accion
S y para los distintos valores de la fecha de vencimiento T.Se puede apreciar que los estimadores
son mejores, es decir, presentan un error de valuacién menor, cuando se tienen precios iniciales S
mayores o iguales al precio de ejercicio K, que cuando, son menores. A continuacion la Tabla 2

presenta los tiempos estimados de cémputo para los tres modelos®.

Tabla 2 Tiempos de computo
FK1(100m) FK2(1,000m)  FK3 (1,000m)
Tiempo aproximado de cémputo (seg.) 11687.9 37.7 46.1

Por las Gréficas 1.1, 1.2 y 1.3 podemos apreciar que el Modelo 1 (FK1) es superado por los
Modelos 2 y 3 (FK2 y FK3), cosa que no era dificil de esperar ya que FK1 sélo genera 100,000
Xp que se utilizan para estimar el precio de la opcion mientras que FK2 y FK3 generan
1,000,000 de S(T) y X(T) respectivamente. Por lo anterior y por la Tabla 2, que muestra que el
modelo con menos tiempo de cémputo es FK2, se decidio que el modelo a utilizar para analizar
los efectos que tendria una tasa de interés dependiente del tiempo, sobre el precio de la opcion,
es FK2. Pero antes de proseguir consideramos necesario una refinacion del estimador C(S,t),
esto con el objetivo de tener un estimador mas preciso, es decir, con un error estandar menor,
para lo cual se incremento el nimero de S(T) generados, de 1 millén a 10 millones, los

resultados aparecen en la Tabla 3 asi como en la Grafica 2.

28 Utilizando un equipo de computo hp pavilion dv4, modelo dv4-1622la con procesador intel Celeron T3 100, 2
GB en Ram y 320 GB disco duro.
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Tabla 3 Comparacion numérica de BS y FK2(10M)

T=0.25 T=0.25 T=0.5 T=0.5 T=1 T=1
S BS FK2 10M BS FK2 10M BS FK2 10M
25 0.0100517  0.0100867 0.163876 0.164109 0.950101 0.950856
(8.7675E-05) (0.00048528) (0.00157102)
50 5.55409 5.55456 8.1316 8.13154 11.9634 11.9633
(0.00280609) (0.00428211) (0.00672987)
75 26.4951 26.4946 28.4136 28.418 32.0878 32.0895
(0.00589133) (0.00826461) (0.0119011)

Errores estandar entre paréntesis

BS Black-Scholes.

FK2(10M) Modelo 2 con 10 Millones de S(T) generados.

Todos los deméas pardmetros son los mismos utilizados para generar la Tabla 1.

Error de valuacion en puntos base entre BS y FK2 (10M)

m 25
m50
75

en valor absoluto

Puntos base

Gréfica 2 Puntos base de la diferencia entre BS y FK2 (10M)

El tiempo estimado de computo para cada parejade S y T es de 354.17 segundos, alrededor
de 6 minutos®*, un tiempo razonablemente bajo para realizar estimaciones practicas. En la Tabla
3 podemos apreciar que el refinamiento permitié un estimador mas preciso, en comparacion con
los estimadores correspondientes de las tablas 1.1, 1.2 y 1.3, es decir, el error estandar es menor
y aun contiene al valor de BS. Lo anterior también es apreciado en la Gréfica 2, ya que los
puntos base disminuyeron para todas las parejas de Sy T. Esto permite tener confianza en el

estimador del precio de la opcion, ante tasas de interés dependientes del tiempo.

24 Utilizando un equipo de computo hp pavilion dv4, modelo dv4-1622la con procesador intel Celeron T3 100, 2
GB en Ram y 320 GB disco duro.
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Tasa de Interés dependiente del tiempo

En este apartado se realiza la modificacion al Modelo 2, para valuar el precio de la opcion con
una tasa dependiente del tiempo, se realiza un andlisis de sensibilidad y se muestran y discuten

los resultados.

Suponemos para fines de andlisis cualitativo una tasa de interés dependiente del tiempo

lineal, especificamente, suponemos una forma funcional lineal dada por:
r(t) = mt +1r(0) (34)

donde m es la pendiente t el tiempo y r(0) la ordenada al origen, de esta forma es necesario

volver al Modelo 2 para tomar en cuenta el supuesto sobre r(t).

Modelo 2r(t) (FK2r(t))

Partimos de nueva cuenta de la solucion de la ecuacion (29), para lo cual integramos de O a T

entonces,
T T 1 T 1
Jp dx = [ (r, —10?)dt + o [, dz=LogS(T) = Log$ + (r(0) —io?)T +%T2 +0Z
donde Z es un proceso de Wenier Z~N(0,+/T), se despeja S(T),

(T(O)—%JZ)T+%T2+GZ)

S(T) = sel

Ahora que ya tenemos una expresion para el precio de la accién, se generan N nimeros
aleatorios (Z) para evaluarlos en la expresion anterior y obtener N niumeros S(T). Evaluando en
Feynman-Kac por el método de Monte Carlo estos N nimeros podemos encontrar un estimador

para el precio de la opcion con tasa de interés dependiente del tiempo.

A _ _ 1 _ _ 1
C(5,8) = e TOT-mT* (23N (S(T);)) = e 7O (23X, Max(S(T); - k,0))
(35)
Proseguimos a estimar el precio de la opcion utilizando la ecuacion (35), para ello se realizo

un mapeo para 3 valores de S y tres valores de T, tal como se muestra en las tablas 4.1, 4.2 y 4.3,

con los siguientes parametros:



31

e S =25, 50y 75 (para mostrar efectos de un precio inicial mayor , menor e igual

akK)
e K = 50 (en todos los casos)

t =0 (en todos los casos)
o=0.5
r(0) = 0.1

compararlo con BS al ser m = 0)®

T = 0.25, 0.5,1,1.25,1.5,1.75 y 2 (pensando en 1 = un afio)

m = 0.02,0 y — 0.02 (con el fin de mostrar tendencias a la alza y a la baja y

Tabla 4 .1 Comparacién numérica de Black-Scholes y Feynman-Kac con r(t)

FK2rt 10M BS FK2rt 10M
S m=-0.01, T=0.25 m=0, T=0.25 m=0.01, T=0.25
25 0.0100288 0.0100517 0.0102495
(8.8592E-05) (8.9861E-05)
50 5.53826 5.55409 5.5666
(0.00280218) (0.00280893)
75 26.471 26.4951 26.5182
(0.00589037) (0.00589267)
Tabla 4.2 Comparacion numérica de Black-Scholes y Feynman-Kac con r(t)
FK2rt 10M BS FK2rt 10M
S m=-0.01, T=0.5 m=0, T=0.5 m=0.01, T=0.5
25 0.161663 0.163876 0.167618
(0.00048107) (0.00049051)
50 8.07369 8.1316 8.18858
(0.0042693) (0.0042964)
75 28.3208 28.4136 28.5147
(0.00826049) (0.00827128)
Tabla 4.3 Comparacion numérica de Black-Scholes y Feynman-Kac con r(t)
FK2rt 10M BS FK2rt 10M
S m=-0.01, T=1 m=0, T=1 m=0.01, T=1
25 0.913957 0.950101 0.987182
(0.00154003) (0.0015949)
50 11.7515 11.9634 12.1723
(0.00668694) (0.00676735)
75 31.7162 32.0878 32.4484
(0.011867) (0.0119348)

Errores estandar entre paréntesis, BS Black-Scholes., FK2r(10M) Modelo 2r(t) con 10 millones de S(T)

generados.

% Es importante notar que una pendiente m = —0.02 solamente es razonable en un intervalo que permita (¢) > 0.
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A continuacion se presentan las Gréaficas 3.1, 3.2 y 3.3 generadas a partir de las tablas

anteriores, las cuales muestran el precio de la opcion (C) ante cambios en el tiempo (T).

4 Precio de la Opcion (S=25)
3
o
o 2
a
1
0 - 7,,,,!‘/‘: .
Tiempo
0 0.5 1 1.5 2 2.5
—s—m=-0.02 —e—BS m=0.02
Gréfica 3.1 Precio de la Opcidn con precio de la accién inicial S =25
20 Precio de la Opcion S=50
15
° '
(8] 10 p
5 "
0 Tiempo
0 0.5 1 1.5 2 2.5
—#— m=-0.02 —e—BS m=0.02
Graéfica 3.2 Precio de la Opcion con precio de la accion inicial S = 50
50 Precio de la Opcion S=75
40 —
o 30 e
) o
a 20
10
0 Tiempo
0 0.5 1 1.5 2 2.5
—s—m=-0.02 —e—BS m=0.02

Gréfica 3.2 Precio de la Opcion con precio de la accion inicial S = 75

La Graficas anteriores muestran el precio de la opcion para dos tendencias m (en la tasa de

interés) una positiva y la otra negativa en las distintas fechas de vencimiento Ty para los

distintos valores de S, En las Gréaficas anteriores, asi como en las Tablas 4.1, 4.2 y 4.3, se puede
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observar que para m positivas (negativas) el precio de la opcion aumenta (disminuye) conforme
aumenta T, es decir, las implicaciones de una tasa de interés dependiente del tempo son mayores

en la valuacion de opciones, cuando la fecha de vencimiento del contrato es mayor.

Para darse una idea mas clara de la magnitud del cambio debida al término de tendencia
(m) en la tasa de interés, se pueden analizar los cambios en los puntos base que ahora estan

definidos por:

PB = 100 (W) (36)

La expresion anterior es valida tanto para m negativa como para positiva, podemos graficar

los puntos base para cada tiempo con respecto al valor BS (Grafica 4.1).

o Error de valuacidn en puntos base (m=-0.02 y m=0.02)

pe

Tiempo

Puntos Base
o

0 0.5 0 2 2.5

0—'—S=25 m<0 —e—S=25m>0 S$S=50 m>0
——S=50 m<0 —a—S5=75 m>0 S=75 m<0

Grafica 4 Error de valuacion en puntos base. S=25,S=50 y S=75.

Se puede apreciar que existe un mayor error de valuacion expresado en puntos base a
medida que el precio inicial de la accion es menor. Para analizar mas afondo la relacion que
existe entre el precio de la opcion (C) con respecto a la pendiente de la tasa de interés (m), es
conveniente hacer un analisis de sensibilidad, es decir, analizar los cambios en C ante cambios de
m, para ello, se presentan las siguientes Graficas 5.1, 5.2 y 5.3, las cuales muestran los cambios
en el error de valuacion expresado en puntos base con respecto a cambios en el tiempo y a

cambios en la pendiente, para los siguientes valores de los parametros.

e T=0.25051,1.2515175y2
e m= —0.04,—0.03,—0.02,—0.01,0,0.01,0.02,0.03, 0.04
e 7(0)=0.1
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Todos los demas parametros con los valores mencionados anteriormente, en el Modelo 2rt

(FK2rt).

15

Puntos Base 10

1.0

Tiempo

a) m>0

Tiempo

b) m<0

Gréfica 5.1 Puntos base con respecto a BS para precio inicial de la accion S=25

Puntos Base 0.020

8
6
4
2
0

10

Tiempo

a) m>0

4
Puntos Base

1.0

Tiempo

a) m>0

b) m<0

Tiempo

b) m<0

Grafica 5.3 Puntos base con respecto a BS para precio inicial de la accion S = 75
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Podemos decir que los cambios, en el error de valuacion expresado en puntos base, son
positivos a mayor sea el tiempo de ejercicio (T) de la opcion, el mismo efecto ocurre para
incrementos de la pendiente (m), estos dos efectos eran de esperarse por la relacion que existe
entre estos dos parametros (T y m) y el precio de la opcidn, el efecto sobresaliente es el cambio
positivos aun mayor, en el error de valuacion expresado en puntos base, con los incrementos
simultdneos en ambos parametros, esto es apreciable en todas las Graficas 5a. Para cambios en la
pendiente negativa el analisis cualitativo es similar al anterior, se observan disminuciones
mayores a medida que aumenta el tiempo y a medida que disminuye la pendiente, pero la
disminucion es aun mayor cuando los dos paramentos cambian conjuntamente, esto también

puede apreciarse en todas la Gréaficas 5b.

En cuanto a las magnitudes del los cambios, podemos ver que los cambios, en los errores de
valuacion expresado en puntos base, son mayor para precios iniciales de la accion que estan por
debajo del precio de ejercicio (S < K), en comparacion con los cambios, en el error de valuacion
,.expresado en puntos base, para precios iniciales de la accion iguales al precio de ejercicio
(S = K), y ain mayor en comparacién con los cambios, en el error de valuacién expresado en
puntos base, para precios iniciales de la accion mayores al precio de ejercicio, esto se resume en

la Tabla 5, presentada a continuacion:

Tabla 5 Cambios en el error de valuacion en puntos base en T=2

S m=-0.01 m=-0.02 m=-0.03 m=-0.04
25 -3.596578 -7.465324 -11.12220 -14.61157
50 -2.272856 -4.378976 -6.625655 -8.728361
75 -1.525147 -2.945491 -4.456228 -6.077271

S m=0.01 m=0.02 m=0.03 m=0.04
25 3.907354 7.881713 12.04783 16.04452
50 2.177253 4.443281 6.552246 8.913308
75 1.513357 3.000513 4.500246 5.886791

Otro hecho sobresaliente que podemos apreciar gracias a la Tabla 5, consiste en que, la
magnitud de los cambios en el error de valuacion expresado en puntos base, para S = 25, es
considerablemente menor para m < 0 que para m > 0, mientras que para los otros valores de S
es ambiguo. Para continuar con este analisis podemos comparar los cambios anteriores con los

cambios en el tiempo en m = 0.04 y m = —0.04 (Tabla 6).
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Tabla 6 Cambios en el error de valuacion en puntos base en m=0.04 y m=-0.04
m=0.04
S T=0.25 T=0.5 T=0.75 T=1 T=1.25 T=1.5 T=1.75 T=2
25 1.872320 3.845590 5.585759 7.25491 9.372799 11.66931 13.88960 16.04452
50 0.538702 1.519504 2.507680 3.626059 4.874160 6.247624 7.496386 8.913308
75 0.192110 0.721133 1.404663 2.16437 3.033965 3.961966 4.958513 5.886791
m=-0.04
T=0.25 T=0.5 T=0.75 T=1 T=1.25 T=1.5 T=1.75 T=2
25 -2.903289 -3.217066 -4.898982 -7.218074 -8.966653 -10.83458 -12.59470 -14.61157
50 -0.565169 -1.412883 -2.414145 -3.653643 -4.854970 -6.094901 -7.313891 -8.72836
75 -0.212114 -0.69368 -1.41687 -2.157206 -3.044334 -3.921474 -5.013430 -6.07727

w

Podemos apreciar en la Tabla 6, al igual que en la Gréafica 4, que los cambios en el error de
valuacion expresado en puntos base son mayores para el precio inicial de la accion menor al
precio de ejercicio (S < K) en comparacion con los cambios en el error de valuacion expresado
en puntos base, para precios de la accién igual o mayor al precio de ejercicio (S =K o0 S > K),
por ultimo falta analizar los cambios en el error de valuacion expresado en puntos base en
(m=0.04,T=2)y (m=-04,T = 2), ante cambios en el precio inicial de la accion,
aunque este andlisis esta implicito en las Tablas 5 y 6, lo presentamos de forma explicita en la
Tabla 7.

Tabla 7 Cambio en el error de valuacion en puntos base en (m=0.04 , T=2)y (m=-0.4, T=2).

S=25 S=50 S=75
(m=-0.04 , T=2) -14.611577 -8.7283612 -6.07727135
(m=0.04 , T=2) 16.0445297 8.91330822 5.88679166

Podemos observar una tendencia negativa, es decir, a mayor sea el precio inicial de la accion
menor es el error de valuacion expresado en puntos base del precio de la opcion, en magnitud,

un analisis al margen, como primera aproximacion, de estos valores nos permiten establecer:

2% = 0.17068612 para (m = —0.04,T = 2) (37)

s =

JOPB —_ —
—5= = —0.2031547para (m = 0.04, T = 2) (38)
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Donde PB, son los puntos base del precio de la opcion, la ecuacion (37) se leeria como, un
aumento de una unidad en el precio inicial de la accion (S) provoca un aumento de 0.17 puntos
base del precio de la opcion (PB.) , mientras que la ecuacion (38) se leeria como, un aumento en
una unidad de S provocaria una disminucion en 0.2 en (PB.), esto no significa que el precio de
la opcién C disminuya (aumente) con un aumento (disminucion) del precio inicial de la accion,
simplemente dice que el cambio sera mas lento, en otras palabras, el incremento (disminucion)

sera cada vez mas pequefio a medida que aumente (disminuya) S, para valores iguales de Ty m.

Un analisis al margen, como primera aproximacion, similar al realizado para S, es posible
hacerlo param y T, la Tabla 8 muestra los cambios en el error de valuacion expresado en puntos

base que sufre el precio de la opcion ante cambiosenm y T,

Tabla 8 Andlisis al margen

S m=-0.04 T=2 m<0 m=0.04 T=2m >0
dPB, dPB, dPB, dPB,
aT om aT am
25 -7.06674192 367.018816 8.08543238 405.776477
50 -4.70909448 216.131933 4.80831378 223.171301
75 -3.38360825 151.671086 3.31386505 146.200363

Para entender mejor lo que representa la Tabla 8, se describe un ejemplo para cada columna,

tomando para cada ejemplo S=50, entonces:

La segunda columna dice que en m=-0.04, un incremento en una unidad en la fecha de
vencimiento (AT = 1) provoca una disminucién de 4.7 unidades en los puntos base, esto quiere
decir, que a medida que aumenta el tiempo, aumenta la velocidad con la que disminuye el precio
de la opcidn ya que tenemos una pendiente negativa, es decir, el precio de la opcién serd menor

cada vez, con respecto al valor de BS, a medida que aumenta el tiempo.

La tercer columna indica que en T = 2 y m < 0, una disminucion, de una centésima parte
de unidad de m provoca una disminucion en 2.16 unidades de puntos base, es decir que si la
pendiente negativa aumenta su magnitud, la velocidad con la que disminuye el precio de la

opcién aumenta a medida que disminuye m.
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La cuarta columna nos indica que en m=-0.04 y un aumento en una unidad del tiempo, los
puntos base aumentan 4.8 unidades, lo que indica, que el precio de la opcion sera mayor cada

vez, con respecto al valor BS, a medida que aumenta el tiempo.

Finalmente, en la quinta columna, en T=2 y m>0, un aumento de una centésima parte de
unidad de m, provoca un incremento en 2.23 unidades de puntos base, es decir, se incrementa, la

velocidad con la que aumenta el precio de la opcién con respecto al valor de BS.

Estos resultados muestran que el precio de la opcion es mas sensible a cambios en la

pendiente en comparacion a cambios en el tiempo.

IV Conclusiones

Este trabajo realizo un avance en la formalizacion del modelo de Black- Scholes (1973) y utilizé
la formula de Feynman-Kac para valuar opciones tipo call europeas. Se presento el desarrollo
completo que se utiliz6 para derivar la solucion explicita de la ecuacion de Black-Scholes, de una
forma alternativa a la presentada en el trabajo original de Black y Scholes, esta solucion
explicita es para el caso particular de una tasa de interés constante, utilizando la transformada de
Fourier, no antes de haber convertido la ecuacion de Black-Scholes, a través de dos cambios de
variable, en la ecuacion de difusion o también llamada ecuacion de calor. Se muestra la unicidad

de esta solucion con el fin de poder utilizar la formula de Feynman-Kac.

Se demostré que la formula de Feynman-Kac también es solucion de la ecuacion de Black-
Scholes y por unicidad equivalente a la solucion explicita de Black-Scholes. La férmula de
Feynman-Kac, permite extender los parametros de la ecuacion de forma importante, es decir, en
particular permite valuar el precio de opciones con tasas de interés del activo libre de riesgo
dependiente del tiempo.

La formula de Feynman-Kac permitid encontrar la ecuacion estocastica que satisface el
logaritmo de la accion, dependiente unicamente de la tasa de interés y la volatilidad de la accion,
dejando de lado la tendencia de la accion. Este es un resultado importante que permite valuar de

forma eficiente la opcién.

Se generaron tres modelos (FK1, FK2 y FK3) de simulaciones numéricas para evaluar la

formula de Feynman-Kac para una tasa de interés constante, y asi poder realizar una
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comparacion con el valor obtenido de la solucion explicita de Black-Scholes. Esto se hizo con el
objetivo de calibrar los modelos y seleccionar el mejor, bajo el criterio del tiempo de coOmputo,
para valuar opciones con tasas de interés dependientes del tiempo. Los resultados permitieron
seleccionar al Modelo 2 (FK2), para dicha tarea.

De esta forma se realizé una modificacién a FK2 para que pudiera valuar tasas de interés
dependientes del tiempo de la forma r(t) = mt + r(0). El analisis en el cambio en el error de
valuacion en puntos base permitio identificar las sensibilidades del precio de la opcion con
respecto a los tres parametros de interés —tiempo de ejercicio (T), la pendiente de la tasa de
interés (m) y el precio inicial de la accion (S). Obteniendo una mayor sensibilidad para el precio
de la opcion ante cambios en la pendiente versus cambios en el tiempo y una sensibilidad

negativa para el precio de la opcidn ante cambios en el precio inicial de la accion.

Los alcances de la formula de Feynman-Kac para valuar opciones son ain mayores de lo
gue aqui se mostro, las posibles extensiones a este trabajo son muy diversas, s6lo para mencionar
algunas, la formula con sus debidas modificaciones puede valuar opciones tipo put europeas.
También puede valuar el precio de las opciones con tasas de interés dependientes del tiempo que
presenten otra forma funcional r = f(t), esto se debe a que la formula de Feynman-Kac,
utilizada en este trabajo, permite formas funcionales mas complejas tanto para la tasa de interés
como para la volatilidad, es decir, no necesariamente tiene que ser lineal, puede ser un polinomio
de orden N en t, logaritmica, exponencial u otro tipo de funcion del tiempo, también pueden
incorporarse tasas de interés que satisfagan cierta ecuacion estocastica, en todos estos casos
deben de tomarse en cuenta sus debidas restricciones para evitar tasas de interés negativas. Otra
posible extension al modelo es suponer la volatilidad (¢) como dependiente del precio de la

opcion y del tiempo (o = a(S,t)).
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Apéndice
Al. Opciones

Una opcion es un contrato que da a su comprador el derecho, pero no la obligacion, de comprar o
vender el activo subyacente (como acciones o bonos) a un precio determinado (precio de
gjercicio “K”) en una fecha establecida (fecha de maduracion “T”) o antes de la misma
dependiendo del tipo de opcion. Las opciones de compra reciben el nombre de opciones call y

las opciones de venta reciben el nombre de opciones put.

Las opciones tipo europeas son aquellas que sélo pueden ser ejercidas en la fecha de
vencimiento, mientras que la opciones tipo americana pueden ser ejercidas en cualquier
momento dentro de la fecha de maduracion. La funcion de pago para una opcidn europea
asumiendo una posicion larga esta dada por (1).

®(S(T),T) = &(S(T)) = max (S(T) — K, 0)

Donde S(T) es el precio spot de la accidn, es decir el precio del mercado de la accién, la

figura A1 muestra graficamente los pagos para las opciones call y put.

Opcidn call Opcidn put

@=(S(T))=max[S(T)-K, 0] &=(S(T))=max[K-S(T), 0]

Pago de la opcion
Pago de la opcidon

45°

Precio de la accién 5(T) K Precio de la accion 5(T)

Figura A 1. Funciones de pago para opciones de compra y opciones de venta europeas.
En este trabajo utilizamos opciones tipo call europeas debido a que son las opciones mas

sencillas de estudiar, desde el punto de vista matematico, ademas sirven como base para el

analisis de opciones mas complicadas.
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A2. Movimiento browniano

Un movimiento browniano estandar es a menudo conocido como un proceso de Wiener estandar,
debido al hecho de que N. Wiener en la década de 1920s analiz6 el movimiento browniano. Un
proceso de Wiener es a menudo representado formalmente por el incremento diferencial dz. Un

proceso Wiener estandar tiene las siguientes propiedades (J&ckel, 2002):
1.-La esperanza del incremento diferencial dz en cualquier punto en el tiempo t es cero:
E[dz] =0

2.-La varianza del incremento diferencial dz en cualquier punto en el tiempo t es igual al

incremento diferencial del tiempo asociado:
V[dz] = E[(d2)?] — E[dz]? = dt

La forma de caracterizar el proceso de Wiener (dz ~N (0,+/dt)), es decir, media cero

varianza dt.

A3. Lema de It

Uno de los trucos matematicos mas importantes del célculo estocastico que se usa con la
finalidad de transformar las ecuaciones diferenciales estocasticas es el lema de It6. En términos
generales, es la consecuencia directa de la varianza de un incremento de un proceso de Wiener
sobre cualquier intervalo de tiempo infinitesimal dada por la ecuacion (3) (Jackel, 2002). EI lema
de I1td nos permite calcular la diferencial total de una funcidon determinada, sea f(x,t)
diferenciable con x una variable estocastica que satisface dx = udt + odz, donde dz es un

proceso de Wiener entonces .

df = fidt + fdx + 1/2fxx(dx)2 +1/2ftt(dt)2 + fye dxdt
= (ft + .ufx + %202 fxx)dt +O‘fde

Debido a que (dx)? = o2dt, y (dt)?y dtdx — 0 en particular
si f(x,t) = xt, entonces d(xt) = tdx + xdt + dxdt.
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A4. Caracteristicas

Para entender el concepto de las caracteristicas se realiza el siguiente desarrollo.

Supongamos que u(S, t) satisface la siguiente ecuacion diferencial parcial
a—=+b—=0 (AL)

donde a y b son constantes, la interpretacion de esta ecuacion es sencilla, ya que el lado
derecho de la ecuacion es la derivada direccional a lo largo del vector (a, b) en el plano (S, t), en
la direccidn, es decir a lo largo de cualquier linea con ecuacion bS — at = constante la
ecuacion diferencial parcial (Al) se reduce a una ecuacion diferencial ordinaria, para ver esto se

realiza el siguiente cambio de variable

E=bS+at
{=bS—at

Esto es una rotacion del plano (S,t) al plano (¢,{), con estas nuevas variables (Al) se

transforma:
Qu  pou_ Oudf  oudf _ ou 0w, 0u
as+bat_aafas+bafat_aafb-l_bafa_zabaf
ou du
af_E_O (A2)

La solucidn a esta ecuacion diferencial ordinaria es una funcién independiente de &, es decir

u = f(9).

La linea bS — at = constante, a lo largo de la cual u es determinada solucionando la

ecuacién diferencial ordinaria es llamada caracteristica (Wilmott, 1994).

A5. Solucion al problema de la ecuacion de difusion con valor inicial.

Para resolver este problema primero hay que encontrar la solucion fundamental del

problema del intervalo semi-infinito, es decir restringir x > 0.

U = Uy X, t>0 (A3)
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Con las siguientes condiciones iniciales y de frontera.

u(x,0) =0 (A4)
u(0,t) = 0 (A5)

También requerimos que
u— 0 cuando x » o (A6)

Esta ecuacion modela la evolucion de la temperatura a lo largo de una barra, la temperatura

inicializa en cero, después la temperatura al inicio de la barra crece hasta 1 y se mantiene asi.

La clave para encontrar la solucion fundamental es darse cuenta de que las condiciones

iniciales y de frontera permanecen invariantes ante escalamientos x +— Ax, t+— A%t para
cualquier numero real A, asi realizando el cambio de variable & = x/+/t da como resultado que

u(x, t) = U(§) lasolucion de este cambio de variable recibe el nombre de solucién similar®.
Para encontrar la solucion fundamental se utiliza la siguiente igualdad

us(x,t) = t72Us(8) (A7)

Donde el subindice & indica que estamos ante el cambio de variable que permite obtener la

solucion fundamental, el término ¢tz que multiplica a Ug(¢) es el que permite mantener
constante ffooou(x, t)dx para todo tiempo?’, usando (A7) y (A3) obtenemos la siguiente ecuacion

diferencial ordinaria.
Us + (GEUs) =0

La solucién general de esta ecuacion se obtiene integrando dos veces, la segunda integracion

con ayuda del factor de integracion e$*/# , entonces

Us(§) = Ce~$/* + D

% | as soluciones similares son las obtenidas de reducir a la ecuacion diferencial parcial a una ordinaria con un
cambio de variable.
2T \Ver Wilmott,(1994) Cap.5
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Tomando D=0y C =1/2m, este valor de C es el que normalizaf_°°oou(x, tydx =1y

sustituyendo en (A7) obtenemos como resultado.

_(1/2vmte /4, >0
Jt) = ’ A8
us (%, 0) { y >0 (A8)

Esta es la solucion fundamental la cual se puede extender al caso —oo < x < oo, t > 0.
Utilizamos esta solucion para derivar una solucion explicita para el problema de valor inicial

planteado a continuacion planteado en las ecuaciones (8)-(12).

La clave para encontrar la solucién es el hecho de que podemos escribir la condicién inicial

(ecuacion 9) u(x, 0) = uy(x) como
up() = [ ug()8(€ — x)d¢
Donde 6(.) es la funcién delta de Dirac. Reescribiendo la solucion fundamental como
us(&,t) = 1/2\mte=5°/4
Con valor inicial
us(§,0) =6(5)
= us(& —x,t) = 1/2Vmt e C=0°/4 = 1/2mt e=C=D*/4 = y5(x — §,1)

Donde ¢ o x pueden ser utilizadas como variables espaciales independientes y el valor

inicial de la funcion esta dado por
us(§ —x,t) = 6(§ —x)
Asi con ¢ fija la funcion

u(x, t;§) = up(Hus(§ — x,t)

Satisface la ecuacion de difusion (5) con condicidn inicial

U (x, 0;§) = uo(§)6(§ —x)
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Como la ecuacidn de difusion (5) es lineal, la suma sobre & también es solucion, en el limite

de la suma, tenemos que la solucion es
uCx,t) = 1/2vnt 7 ug(é)e =9 /4tge
Con condicion inicial
u(x,0) = [ ug(©)8( — x)d§ = up(x)
A6.Teorema de la divergencia
El teorema de la divergencia en forma integral establece que:
J oVt - Fd2 = faﬂF-nds

donde Fes un vector variable en la region 2 la cual se encuentra limitad por S, en tres
dimensiones la region de integracion 2 es el volumen V y S es la superficie que delimita ese

volumen, en dos dimensiones la region (2 es un plano y S es una recta, V, . - F es la divergencia

del vector que depende de x y t, es decir, V. - F = % + % donde F; es la entrada j — ésima

del vector, finalmente n es el vector normal unitarioa S.
A7.Paridad put- call

Para entender la ecuacion de paridad se hace el siguiente desarrollo:

Supongamos la formacién de un portafolio que cuanta con una accién (S) una opcion tipo
call (C) y una put (P) europea, estas opciones tiene como activo subyacente la accion y ambas
tiene la misma fecha de vencimiento (T'), se adoptan posiciones largas para la accion y para la
opcion put y posicion corta para la opcidn call, entonces el valor del portafolio (IT) esta dado

por:
n=S+pP-C
El pago del portafolio en la fecha de expiracion esta dado por

S+ max(E —S,0) —max (S — E,0)
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que se puede escribir como
S+E-S—-0=EsiS<E
S+0—-(S—E)=EsiS=E

Entonces el valor del portafolio traido a valor presente y que evita la posibilidad de arbitraje
es Ee "(T=Ydonde r es la tasa de interés libre de riesgo y t es el tiempo inicial con lo que

podemos concluir que
EeTT-D=54+p—(C
Esta expresion es llamada la paridad put-call.

A8.Integral de trayectoria

La Integral de trayectoria es una herramienta utilizada principalmente en la fisica para resolver

problemas con variables estocasticas.

Consideremos una particula que en el tiempo inicial t, se encuentra en la posicion x, y se
mueve a la posicion x; al tiempo t;, es decir, la particula se desplaza del punto a al punto b
como funcidn del tiempo x(t), con la propiedad de que x(t,) = x, ¥ x(t,) = x;,. En mecéanica
cuantica, se dice que se tiene una amplitud (de probabilidad) o también Ilamada Kernel (de
probabilidad), que podemos escribir como K (b, a), para describir el movimiento del punto a al
punto b. Esta amplitud no es otra cosa que la suma de las contribuciones de cada trayectoria para

ir del punto a al punto b. (Feynman y Hibbs, 1965).

Entonces la probabilidad de que la particula pase del punto a al punto b estd dada por
P(b,a) = |X(b,a)|? donde

kb= > e

sobre todas las
trayectoriasdeaab

Donde la contribucion de la trayectoria ©[x(t)] tiene una fase proporcional a la accion S, es

decir,

Olx(1)] = C;e 25X
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Con C; y C, constantes y la accionS[x(t))] = ftt” L(x,x,t)dt,y L(x,x,t) es el Lagrangiano

del sistema, esta accion es la que permite calcular la trayectoria “clasica” a través del principio

de minima accion ver (Feynman y Hibbs, 1965 Cap. 1y 2),

Para realizar la suma sobre todas la trayectorias, seleccionamos primero un subconjunto de
todas las posibles trayectorias, para ello se divide la variable independiente (tiempo) en pasos de
largo &, entonces para cada tiempo t; se puede seleccionar un punto x;. Entonces construyendo
una trayectoria uniendo estos puntos, es posible definir la suma sobre las trayectorias como el

producto de las integrales sobre x; entre 1 y N — 1 (Figura 2) donde
Ne=tp—t, ¥y e=tiy1— Y
tp=ty Y ta=10
Xp =Xy YV Xq = Xp
La ecuacion resultante es
K(b,a)~ [dx, [dxy ... [ dxy_1 O[x(D)] (A9)

Notese que la integral es sobre x y Unicamente abarca desde i = 1 hasta N — 1 ya que x, Y

xy estan fijos (Feynman y Hibbs, 1965).

ti=1
ti

ta

Xa X Xl b

Figura A 2 Una posible trayectoria uniendo los puntos x; (Modificado de Feynman y Hibbs, 1965).
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Podemos obtener una muestra mas representativa del conjunto de todas las  trayectorias
haciendo que € — 0, es decir, obtener la igualdad en la ecuacion (A9). Pero desafortunadamente
no podemos garantizar que este limite exista, para poder garantizar la existencia del limite, es
necesario dar algun factor de normalizacion (A) que esperamos dependera de e,
lamentablemente no podemos dar una expresion general para dicho factor, dependera de cada
problema que se est& analizando asi la ecuacion (28) toma la forma (Feynman y Hibbs, 1965)

H(b,a) =limg g [E1 &2 [EN=19[x(D)],
donde la notacién mas usual es
t .
K (b,a) = [ Dx(£)e e HEXD (A10)

donde esta forma de representacion es la llamada integral de trayectoria.
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