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Resumen

Este trabajo intenta formular un modelo de equilibrio general que proporcione —al menos parcialmente—
una explicacién satisfactoria al «acertijo del premio al riesgo» (equity premium puzzle). En primer
lugar se ilustra el problema del acertijo del premio al riesgo a través de un modelo simple, y

posteriormente se lleva a cabo una revisiéon general de la literatura que aborda este problema.

La parte central del trabajo presenta la construccion de un modelo de equilibrio general bajo
incertidumbre. En él los agentes enfrentan informacién incompleta sobre las realizaciones futuras
de un choque en sus trayectorias de consumo. La solucién del modelo se caracteriza como un
equilibrio de Radner. Al considerar la especificacién més sencilla con tres periodos y dos estados

de la naturaleza, se encuentran expresiones cerradas para el precio de los activos en equilibrio.

A partir de estas expresiones se estima el retorno medio de un activo riesgoso representativo y se
compara con el retorno medio observado del indice Standard and Poor’s 500 y series histéricas de
consumo e inflaciéon para Estados Unidos. Como resultado fundamental se observa que conforme
aumenta la probabilidad de un choque de consumo, los agentes exigen un mayor premio por invertir
en activos riesgosos, con lo cual mejora la estimacién del premio al riesgo. Sin embargo, en ningin
caso es posible replicar exactamente el retorno medio observado para coeficientes de aversién al
riesgo razonablemente bajos. Estos resultados son robustos a variaciones en la unidad de medida

de los periodos y al uso de datos de dos economias representativas distintas a Estados Unidos.

Dado que en la especificacion mas sencilla los rendimientos esperados de los activos aumentan
conforme incrementa la probabilidad de un choque, es razonable suponer que bajo especificaciones
mas completas se obtenga una estimacién del premio al riesgo que se aproxime mejor al valor
observado histéricamente. Por este motivo, el trabajo concluye presentando posibles direcciones en

las que parece razonable extender el modelo.
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Capitulo 1

Introduccion

Histéricamente, se observa que el retorno promedio de los activos considerados riesgosos (por ejem-
plo, la accién de una empresa) es superior al de los activos seguros (por ejemplo, un bono guber-
namental). A esta diferencia de rendimientos se le llama premio al riesgo (o prima de riesgo). La
existencia de este premio es natural si se parte del supuesto de que los agentes son aversos al riesgo,
pues equivale al retorno en exceso que un inversor exige a cambio de aceptar la mayor probabilidad

de pérdida asociada al riesgo.

Sin embargo, dado un nivel de aversion al riesgo razonable, los modelos de equilibrio general que
incorporan mercados donde se intercambian activos contingentes predicen una prima de riesgo
mucho menor a la que se ha observado histéricamente, usando todos los datos disponibles de
multiples paises y periodos de tiempo. Esta inconsistencia se conoce como «acertijo del premio al
riesgo» (equity premium puzzle en la literatura en inglés), y se observa en una clase muy general
de modelos construidos bajo los supuestos de una economia de Arrow-Debreu. A la fecha se han

propuesto multiples soluciones, pero ninguna de ellas ha recibido un consenso positivo generalizado.

El objetivo de este trabajo es llevar a cabo una revisién de la literatura sobre esta inconsistencia y
construir un modelo de equilibrio general que considere choques de consumo en los agentes mediante
un mecanismo de informacién incompleta sobre sus trayectorias de consumo futuras. Este modelo se
ajustara estadisticamente para contrastarlo con series histéricas de retornos de activos financieros,

y asi determinar si es capaz de explicar, al menos en parte, el elevado premio al riesgo observado.

La estructura del trabajo es la siguiente. El capitulo 2 (pagina 3) presenta un modelo sumamente
sencillo basado en consumo para valuar activos, con el objetivo de ilustrar en términos simples el
acertijo del premio al riesgo. Particularmente se muestra el elevado nivel de aversién al riesgo que
se requiere para reconciliar el modelo teérico con los datos observados. El capitulo 3 (pagina 7)
consiste en una revision de la literatura sobre el tema, a partir del trabajo seminal de Mehra y

Prescott (1985). El capitulo 4 (pagina 13) discute la importancia de los choques esperados futuros



de consumo en las decisiones de inversién de los agentes bajo un entorno de incertidumbre, lo
cual motiva la presentacion del fundamento de un contexto de informacién incompleta, modelado
mediante una funcién de utilidad dependiente del estado de la naturaleza. El capitulo 5 (pagina
19) formaliza este modelo en el contexto de un equilibrio general. En el capitulo 6 (pagina 27) se
especifica estadisticamente el modelo y se contrastan sus predicciones con los datos empiricos. El

capitulo 7 (pagina 45) concluye el trabajo.

Finalmente, se incluye una breve serie de apéndices (pdgina 51 en adelante) con el desarrollo
detallado de resultados tedricos que se omiten en el cuerpo principal del trabajo por brevedad y
claridad.



Capitulo 2

Una ilustracion del acertijo del

premio al riesgo

Con el objetivo de ilustrar del modo més explicito posible la naturaleza del acertijo del premio al
riesgo, considerar el siguiente modelo simple: una economia sin produccién, con dos periodos (t,
t+ 1), con un agente representativo y un mercado donde se pueden vender y comprar libremente
unidades de un activo riesgoso. Intuitivamente, se puede pensar en cada unidad del activo como un
titulo que otorga a su poseedor el derecho a recibir una cantidad determinada de dinero (en cuyo
caso el activo es financiero) o de bienes de consumo (en cuyo caso el activo es real). Se dice que el

activo es riesgoso porque la cantidad que paga es una variable aleatoria.

El agente obtiene utilidad por consumir. Su consumo en ¢ se denota ¢;, y sus preferencias estan
representadas mediante una funcién de utilidad u : Ry — R creciente y estrictamente concava (el
agente es averso al riesgo). El problema que enfrenta consiste en maximizar su utilidad esperada
eligiendo la cantidad z de activo riesgoso que va a comprar en t. El precio del activo en ¢ es p; y el

pago del activo en t 4+ 1 es X;. Formalmente, el problema del agente es

mzz:ix Ei[u(ce) + Bulcit1)] s.a. ¢ = Y — 2Pt (2.1)
Ct+1 = Yi+1 + ZXt_H (2.2)

donde 3 es el factor de descuento subjetivo del consumo futuro y y; es el ingreso (exégeno) del
periodo ¢. El sentido de la restriccién (2.1) es que el agente consume en ¢ su ingreso menos el monto
que destina a comprar z unidades de activo riesgoso a precio p;. La restriccién (2.2) expresa que el
agente consume en t + 1 su ingreso mas el pago que obtiene por las z unidades de activo riesgoso

que compro en t.



Al resolver el problema (véase apéndice A.1, p. 51) se obtiene la siguiente expresion para p;:

' (i1

pt = E¢ {BQH)XtH} = B¢ [my1X¢41] (2.3)
u/(cy)

donde se ha hecho la sustitucién my1 = Bu/(ci41)/u'(¢r). La expresién myyq se conoce como factor

de descuento estocdstico.

La ecuacién (2.3) tiene una interpretacién econémica directa: el precio actual de un activo que
pagara en el futuro una cantidad estocédstica X;y1 es simplemente igual al valor esperado del pago
futuro X;;1 descontado mediante myi1 (que es la tasa marginal de sustitucién intertemporal del

consumo).

A continuacién se define el rendimiento bruto en t+ 1, denotado Ryy1, como el pago X;y1 normali-
zado por su precio p;: Riy1 = Xy41/pi. Advirtiendo que p; es constante respecto al valor esperado

E¢[ - ] la ecuacién (2.3) puede escribirse como

1= Et [mt+1Rt+1] (24)

Esta misma ecuacién se debe cumplir para el caso de un activo sin riesgo (no estocdstico) con

rendimiento Rf +1- Por lo tanto (por la ecuacién (2.4)),

I=E [thR{H} = R{+1Et [Myt1]

A partir de esta expresién es sencillo mostrar (véase apéndice A.2, p. 52) que la siguiente relacién

debe satisfacerse:
[R—Rf| _o(m)

o(R) — m

donde las variables sin subindices denotan las medias correspondientes. La diferencia R — R es
la media del premio al riesgo, es decir, el promedio del retorno en exceso R que ofrece un activo
riesgoso por encima del retorno R de uno no riesgoso, y o(R) es la desviacién estdandar del retorno

del activo riesgoso.

Lo dicho hasta el momento es vélido en general, independientemente de la forma que tome wu.
Para ajustar este modelo a los datos, es necesario hacer algunos supuestos. En primer lugar, se
asume que el agente tiene una funcién de utilidad que presenta aversion relativa al riesgo constante
(CRAA): u(c) = c!=7/(1 — ), y que la tasa de crecimiento del consumo Acyy1 = cyi1/cy sigue
una distribucién lognormal con varianza o2?(Ac). Entonces, es posible mostrar (véase apéndice A.3,

pag. 53) que se satisface
|[R—RI| _ a(m)
oR) — m

~ yo(Ac)



lo que equivale (resolviendo para ) a

2 |R — Rf|
~ o(R)o(Ac)

De este modo se ha obtenido una cota inferior para el coeficiente de aversion relativa al riesgo que es
facilmente verificable. Empleando datos para Estados Unidos a partir de la posguerra (Cochrane,
2005), se estiman los siguientes valores: R — R/ = 8%, o(R) = 16% y o(Ac) = 1% (todos en

términos anuales). La tabla (2.1) muestra el premio al riesgo promedio en algunos otros paises.

Pais Periodo R Rf R— RS
Reino Unido 1947 - 1999 5.7 1.1 4.6
Japdén 1970 - 1999 4.7 1.4 3.3
Alemania 1978 - 1997 9.8 3.2 6.6
Francia 1973 - 1998 9.0 2.7 6.3

Cuadro 2.1: Valores medios de los retornos de activos riesgosos y seguros (en porcentaje). Fuente:
Mehra y Prescott (2003).

Sustituyendo los valores estimados se obtiene la siguiente cota inferior para ~:

|R — R/ 8%
> — =
TR GRo(be) - A6H)0%) 0

Un coeficiente de aversién al riesgo de 50 es extremadamente alto. De acuerdo con una amplia
revision de la literatura que estima este coeficiente, no es creible que pueda ser superior a 10, y de

hecho se espera que sea cercano a uno (Mehra y Prescott, 1985).

Para dimensionar la forma en que un agente con una aversién al riesgo de tal magnitud se compor-
taria, considerar el siguiente escenario: suponer que a una persona se le ofrece participar en una (y

s6lo una) de las siguientes loterias:

= La loterfa A consiste en lanzar una moneda. Si sale cara, el premio es de $100. Si sale cruz,

el premio es de $10.

» La loterfa B consiste en recibir $11 con certeza (sin lanzar ninguna moneda).

Un agente con funcién de utilidad CRAA (como la que se empleé en este modelo), con un coeficiente
de aversién al riesgo mayor o igual a 9, siempre elegira la loteria B porque tiene riesgo cero, aunque
el pago esperado de la loteria A ($55) es mucho mayor que el pago seguro de $11 que ofrece la
loteria B, y el pago de A en el peor de los casos ($10) no es muy diferente del pago seguro de B

($11) (véase el apéndice A.4, p. 55, para la descripcién de la elaboraciéon de este célculo).



El modelo presentado en este capitulo, aunque es sencillo, es suficiente para ilustrar el acertijo del
premio al riesgo. Como se puede observar, la dificultad principal consiste en reconciliar el premio
al riesgo observado con un nivel de aversién al riesgo razonable. El siguiente capitulo se dedica a
revisar modelos mas complejos que tratan de resolver esta inconsistencia, aunque sin lograrlo del
todo.



Capitulo 3

Revision de la literatura

La primera referencia al acertijo del premio al riesgo aparece en el trabajo de Mehra y Prescott
(1985), donde los autores, partiendo del modelo de intercambio propuesto por Lucas (1978), mues-
tran la inconsistencia entre una clase general de modelos de equilibrio general y los datos empiricos
para Estados Unidos respecto a la diferencia entre los retornos de activos financieros con riesgo y sin
riesgo, para el periodo 1889-1978. Este trabajo es importante no sélo porque identifica y nombra la
inconsistencia, sino porque muestra que en principio no es atribuible a la especificacién del modelo
ni a problemas de medicion de los datos. Por ello los autores concluyen que lo méas probable es que
ésta provenga directamente de modelar la economia bajo un paradigma de Arrow-Debreu, y por lo
tanto pueda explicarse inicamente empleando un modelo que no constituya una economia de este

tipo.

A partir de este trabajo diversos autores han propuesto una multitud de soluciones, entre las cuales
se encuentran: modificar la funcién de utilidad (para tratar de capturar comportamientos més
sofisticados de los agentes), introducir choques aleatorios de ingresos (para motivar a los agentes a
ahorrar invirtiendo en activos seguros), considerar la posibilidad de choques extremos al consumo,

introduccir restricciones crediticias, entre otras.

El resto de este capitulo se dedica a examinar brevemente algunas de estas propuestas.

3.1. Modelos con preferencias alternativas

3.1.1. Utilidad separable

Epstein y Zin (1991) consideran una clase de preferencias que denominan utilidad esperada gene-



ralizada, que representan mediante funciones de utilidad con la siguiente forma:
) o p/oa I/P
Up = |(1=B)e; + BEJUL])

donde 1 — « es el coeficiente de aversion relativa al riesgo y 0 = 1/(1 — p) es la elasticidad de
sustitucion intertemporal. Cuando p = «, esta funcién de utilidad se transforma en una funcién de
aversion relativa al riesgo constante (CRRA). Esta funcién de utilidad tiene la ventaja de separar
la aversién al riesgo de la elasticidad de sustitucién intertemporal, lo que no es posible cuando se
utiliza una utilidad CRRA tradicional.

Es posible mostrar (Mehra y Prescott, 2003) que usando esta funcién de utilidad y bajo el supuestos

de una distribucién lognormal de los retornos, debe cumplirse que

-1
InR =—Ing+ % - ;[égai + a/p2 o,

2

donde 072,1 es la varianza del retorno de un portafolio que contiene activos riesgosos de varianza o

y activos libres de riesgo con retornos R/. De esta expresién se deriva la siguiente observacién: es
posible obtener una buena aproximacién al retorno libre de riesgo observado empiricamente siempre
que o (la elasticidad de sustitucién intertemporal) sea «grande». Sin embargo, existen evidencias

de que esto no es asi (Campbell, 2000).

Existe literatura mas reciente que trata de modificar las preferencias introduciendo aversion al
riesgo dependiente de la edad, por ejemplo, en DaSilva et al. (2019). Estos autores consideran un
modelo de generaciones traslapadas de tres periodos con restricciones crediticias, concluyendo que
la diferencia entre los niveles de aversién al riesgo de los jovenes y los viejos importa mas que el

nivel medio de aversion al riesgo de la economia.

3.1.2. Formacién de habitos

Una segunda forma de modificar las preferencias de los agentes, que ademas tiene la ventaja de
modelar un fenémeno que parece corresponder intuitivamente al proceso de consumo de los agentes,
es mediante la introduccion de hdbitos. Esta idea parte del supuesto de que la utilidad del consumo
depende no solamente de lo que se consuma hoy, sino también de lo que se ha consumido en el

pasado.

Intuitivamente, tiene sentido pensar que un agente acostumbrado a un alto consumo tendra una
mayor disminucién en su utilidad si se enfrenta a un choque de ingreso que un agente que estd

acostumbrado a un menor nivel de consumo. Una primera aproximacién a esta idea se encuentra



en el trabajo de Constantinides (1990), que propone una funcién de utilidad de la forma siguiente:

11—«

- iﬁs (ctys — Acrps—1)' ™
s=0

donde A > 0 es el pardmetro que determina la persistencia del nivel de consumo pasado. (Hay que
notar que esta versién corresponde (por simplicidad de notacién) a un modelo en tiempo discreto.
En tiempo continuo la suma se transforma en una integral y el factor de descuento es exponencial).
Esta idea, aunque en el modelo parece intuitiva, implicaria en la practica una muy elevada aversién

al riesgo relacionado al consumo, que no se observa en los datos.

Otra forma en que se pueden introducir los habitos, explorada por Campbell y Cochrane (1999),
consiste en considerar la posibilidad de una recesién como una variable de estado, de modo que la
aversion al riesgo del agente aumente cuando la posibilidad de una caida futura en el consumo (un
estado recesivo) crezca. Este tipo de modelos si son consistentes con los datos empiricos disponibles
sobre el consumo y el comportamiento de los activos financieros, pero tienen el problema de requerir
que los agentes presenten aversién al riesgo contraciclica (y por tanto variable), para lo cual no se

ha observado evidencia empirica.

Una tercera via para modelar habitos consiste en considerar no tanto los hébitos «internos», sino
mas bien los héabitos del entorno del agente. La idea general consiste en tratar de modelar la
influencia que el entorno ejerce sobre el agente. Bajo este concepto, la utilidad de una persona no
depende solamente de cudnto consume, sino de su nivel de consumo relativo al consumo de sus

vecinos. Un ejemplo de funcién de utilidad de este tipo se encuentra en Abel (1990):

tct/ct D)
RS

donde C;_; es el consumo agregado del periodo anterior (t —1). A partir de la funcién de utilidad
es facil observar que cuando el consumo particular del agente crece a la misma tasa que el consumo
agregado, la utilidad marginal es constante. Sin embargo, este tipo de funcién de utilidad produce
exactamente el mismo premio al riesgo (demasiado bajo) que una funcién simple CRRA que no

considere el consumo agregado.

3.2. Choques de ingreso

Dado que las modificaciones a la funcién de utilidad no parecen mejorar la inconsistencia entre la
estimacién de los modelos tedricos y los datos empiricos, tiene sentido pensar en la introduccién
de choques de ingreso ante los cuales los agentes no se pueden asegurar. Bajo la hipdtesis de que

los agentes enfrentan choques aleatorios en sus ingresos (debidos, por ejemplo, a emergencias) que



no estan cubiertos por un seguro, parece razonable suponer que invertirdn parte de su ingreso en
activos de bajo riesgo como una estrategia de cobertura para garantizar el consumo futuro, aun

cuando los retornos esperados de activos maés riesgosos les parezcan mas apetecibles.

Un trabajo importante que modela este tipo de choques se debe a Constantinides y Duffie (1996),
quienes proponen un modelo con agentes heterogéneos que enfrentan choques independientes e
idénticamente distribuidos. En este modelo, el ingreso del agente i en t esta dado por Iy = 0;4Cy— Dy,

donde el factor § estd dado por

t y2
Jit = exp [Z <77isys - ;)]

s=1

Los choques {n; }+ son independientes e idénticamente distribuidos y siguen una distribucién normal
estandar. La solucién de este tipo de modelo es considerablemente mas compleja, y para contrastarlo

con los datos se busca rechazar o aceptar las ecuaciones de Euler que caracterizan su equilibrio.

Al buscar ajustar la evidencia empirica a un modelo de este tipo, Brav et al. (1999) encuentran que
la ecuacién de Euler para el consumo por hogar no se puede rechazar usando los datos disponibles y
un coeficiente de aversion al riesgo razonable (entre 2 y 4). Sin embargo, la ecuacién de Euler para
el consumo per capita se rechaza para cualquier nivel de aversion al riesgo, por lo que la evidencia

disponible no es suficiente para aceptar este modelo.

En este punto es conveniente adelantar que el modelo que se propone en el presente trabajo considera
también el papel fundamental de los choques en el consumo en las decisiones de inversién de los
agentes, pero lo hace introduciéndolos de un modo sustancialmente distinto. El razonamiento es que
cuando se modelan los choques como variables aleatorias dentro de la restriccion presupuestal del
agente (por ejemplo, Constantinides y Duffie (1996)), puede suceder que en el contexto agregado
su efecto se anule al compensarse mutuamente. Esto es precisamente lo que sucede en este modelo:
el acertijo del premio al riesgo no se observa a nivel de los hogares, pero en el nivel agregado éste

reaparece.

3.3. Probabilidad de eventos extremos

Una forma més de aproximarse a una posible solucién consiste en considerar con probabilidad
positiva eventos extremos donde el consumo caiga drasticamente. El primer trabajo a este respectod
se debe a Rietz (1988), quien introduce en el modelo de Mehra y Prescott (1985) un tercer estado
de la naturaleza que corresponde a una depresion severa. Bajo el escenario de una disminucién del
25 % en el consumo con una probabilidad de 1 en 100, es posible replicar un retorno del activo libre

de riesgo suficientemente bajo con un coeficiente de aversién al riesgo igual a 10. En anos recientes

10



se ha tratado de extender este tipo de ideas bajo el supuesto fundamental de que los agentes no

conocen la probabilidad real de eventos extremos (por ejemplo, en Wang y Mu (2019)).

El problema con esta clase de modelos es que los escenarios requeridos para generar retornos libres
de riesgo similares a los histdricos no se han observado en EUA en todo el periodo para el cual se
dispone de datos sobre el consumo, lo cual hace dudar incluso acerca de la capacidad de los agentes

para estimar este riesgo.

3.4. Restricciones crediticias

También se ha intentado explicar la inconsistencia introduciendo restricciones crediticias en los
modelos. La idea fundamental es que, si los agentes tienen restricciones para acceder a créditos
cuando requieren mayor liquidez, entonces invertirdn en instrumentos de bajo riesgo como una
forma de ahorro precautorio. Una aproximacién a esta idea se encuentra en el modelo propuesto
por Constantinides et al. (2002). Este trabajo es interesante e innovador porque introduce agentes
con un ciclo de vida particular: cuando son jovenes tienen restricciones crediticias que les impiden
cubrir choques de liquidez (esto tiene consistencia con la idea de que los jévenes tienen un menor
acceso al crédito que los adultos en general). Ademads, el modelo se construye sobre el supuesto
de que una persona joven tiene incertidumbre respecto a su salario futuro y también respecto
al retorno de activos riesgosos, por lo que este retorno no tiene correlacién con su consumo. Sin
embargo, una persona mayor ya no tiene incertidumbre en su salario, y por lo tanto las fluctuaciones
en su consumo necesariamente provendran de los movimientos en el retorno de los activos riesgosos
que posea, por lo que estos retornos estan fuertemente correlacionados con el consumo. De aqui se

deriva que el ciclo vital de los agentes constituye un factor determinante para valuar los activos.

Partiendo de estos supuestos, los autores muestran que tiene sentido pensar que en una economia
con restricciones crediticias para los jévenes, inicamente los mayores poseeran activos riesgosos,
y debido a la alta correlacién de sus retornos con el consumo, estos activos mostraran un eleva-
do premio al riesgo (como se observa en la realidad). Mientras que, eliminando las restricciones

crediticias, el premio al riesgo se reduce como en los modelos tradicionales.

Sin embargo, esto funciona sélo entre periodos de tiempo sucesivos. Cuando se considera un modelo
de generaciones traslapadas, el desplazamiento en la demanda hacia activos riesgosos por parte de
los agentes que envejecen tiende a equilibrar los retornos de ambos, reduciendo de nuevo el premio

al riesgo y dejando sin explicacién la inconsistencia inicial.
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3.5. Otras aproximaciones recientes en la literatura

En los dltimos afnos se ha tratado de explicar el acertijo del premio al riesgo buscando formulaciones
alternativas. Por ejemplo, Shirvani et al. (2020) sugieren que la inconsistencia se debe al uso de la
distribucién lognormal para ajustar los datos de crecimiento en el consumo. Proponen una nueva
distribucién, llamada «normal compuesta inversa» (NCIG, de normal compound inverse Gaussian).
Esta distribucién, en teoria, es capaz de ajustar adecuadamente las colas pesadas que presenta el

histograma del crecimiento del consumo.

Otros autores, como Wilson (2020), argumentan que no existe en realidad un agente representativo,
y que por lo tanto los modelos de valuacién de activos deben ser probados usando datos de consumo

de los hogares, y no datos de consumo agregado.

Por otra parte, hay autores que sostienen que en realidad el acertijo del premio al riesgo no depende
del modelo, sino de la poca fiabilidad de los datos disponibles. Un ejemplo extremo es el de Korsos
(2020), quien argumenta que el origen de la inconsistencia se encuentra en que la inflacién anual
estd sub reportada entre 2 y 6 puntos porcentuales. Ademads, sostiene que esto no es producto
de errores de mediciéon o de un mal tratamiento estadistico, sino que se debe a incentivos de las

instituciones gubernamentales.

En dltima instancia, sin embargo, ninguna de las propuestas de los tdltimos treinta y cinco afios
en la literatura constituye una explicacién convincente para el acertijo del premio al riesgo, con lo

cual la inconsistencia de la teoria con los datos permanece sin solucién aparente.
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Capitulo 4

Un modelo con informacion

incompleta

Este capitulo (junto con el siguiente) constituye la parte central del presente trabajo y esta organi-
zada en dos partes: en primer lugar se discute la relevancia de los choques de ingreso en el consumo
de los agentes, y en segundo lugar se propone una forma de incorporarlos mediante una formulacién
de informacién incompleta. La formalizacién de esta idea en el contexto de un equilibrio general se

trata en el capitulo siguiente.

4.1. Relevancia de los choques de ingreso en el consumo

Existen multiples estudios empiricos que utilizan encuestas a los hogares para determinar el efecto
que tienen los choques de ingresos (ya sea reales o estimados) en las decisiones de consumo. Como
base se puede considerar el trabajo de Karahan y Ozkan (2013), que estudia la persistencia de los
choques de ingreso en el ciclo vital de los hogares. Partiendo del supuesto de que los cambios en
los patrones de ingreso se explican por diferentes razones (por ejemplo, en el caso de los jévenes se
debe a transiciones entre empleos, mientras que en personas de edad mediana se debe a bonos o
promociones, y en personas de edad avanzada a problemas de salud que afectan su productividad),
los autores plantean un analisis diferenciado para estudiar la persistencia de los choques de ingreso.
Concluyen que la persistencia de los choques aumenta con la edad: el 70 % de un choque recibido
en el inicio de la vida productiva de un trabajador se disipa dentro de los cinco anos siguientes,
mientras que si el mismo choque se experimenta a los 40 anos, solo se disipara en el mismo periodo
el 15%. Ademds, un choque de una desviacién estdandar implica un cambio de 26 % en el consumo
de una persona de 24 anos de edad, mientras que el mismo choque para una persona de 40 anos

impacta unicamente el 12 % de su consumo. De esto se extraen dos conclusiones importantes: (1)
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los choques de ingresos estan correlacionados con el consumo, y (2) la persistencia de estos choques

se correlaciona negativamente con la edad.

Por otra parte, un estudio relativamente reciente llevado a cabo por Bunn et al. (2018) revela el
comportamiento de los hogares ante choques de ingreso no anticipados y temporales con respec-
to a sus decisiones consumo, medidos mediante la propensién marginal a consumir (PMC). Las

conclusiones fundamentales que se presentan son las siguientes:

1. La propensiéon marginal al consumo promedio debida a un choque negativo esta entre 0.46 y

0.68, mientras que la que se debe a un choque positivo se encuentra entre 0.07 y 0.17.

2. La propension marginal al consumo es significativa y sisteméticamente mayor en quienes
incurren en deuda que en quienes ahorran; y la asimetria entre choques positivos y negativos

es menos pronunciada en estos dltimos.

3. Los hogares con ahorros pequenos o inexistentes, que enfrentan algin tipo de restriccion
crediticia y tienen una vision pesimista sobre sus posibles ingresos futuros, tienden a mostrar
una propensiéon marginal al consumo significativamente grande, especialmente después de una

caida en su ingreso.

4. Un nivel bajo de riqueza liquida respecto al ingreso y una proporcién deuda/ingreso alta
son predictores fuertes de un mayor gasto debido a un choque negativo de cierta magnitud

respecto a un choque positivo del mismo tamano.

5. Entre los hogares que experimentan un choque de ingreso negativo, la propensién marginal
a consumir es significativamente mayor para aquellos preocupados por su ingreso futuro, lo

cual es consistente con motivaciones precautorias asociadas al riesgo de ingreso.

Finalmente, una investigacién mas reciente (Christelis et al., 2019), empleando una base de datos
distinta a partir de una muestra de la poblacién danesa, muestra resultados similares: la propensién
marginal a consumir promedio se encuentra en el rango 0.15-0.25, y es mayor cuando se asocia a
choques de ingreso negativos; es mayor también cuando el hogar dispone de pocos activos liquidos,

y tiende a incrementarse con la edad.

Las conclusiones de estos y otros estudios similares son convergentes: los choques de ingreso tienen
correlacién con el consumo. El grado de correlacién depende de (1) si el choque es negativo o
positivo, (2) si el agente cuenta con deudas o ahorros, y (3) si existen preocupaciones sobre posibles

caidas futuras en el ingreso.
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4.2. Agentes con informacion incompleta

Una posibilidad natural para modelar el efecto de los choques de consumo en un modelo es hacerlo
explicitamente, introduciéndolos como una variable aleatoria en la restriccion presupuestal del
agente. Sin embargo, en el presente trabajo se propone un enfoque distinto: se supone que existen
dos posibles estados de la naturaleza: uno positivo (P) y uno negativo (V). En el estado negativo
se observa algtin tipo de choque en la vida de los agentes que les obliga a consumir en el corto
plazo. Se puede pensar en este tipo de choques como emergencias médicas, pérdidas de empleo o
acontecimientos similares para los cuales los agentes no se encuentran asegurados. Por otra parte, en

el estado positivo los agentes no enfrentan ningiin choque durante su vida y consumen normalmente.

El elemento clave es que los agentes, en el periodo inicial de la economia, no saben qué estado futuro
se realizard. En ese sentido se dice que enfrentan informacién incompleta. Ademds, es precisamente
en ese periodo inicial cuando pueden adquirir los activos que les permitan transferir su riqueza (que
reciben como dotacién inicial) al futuro. Por lo tanto, al adquirir estos activos deben considerar el

riesgo de observar un estado negativo y verse obligados a liquidarlos anticipadamente.

Matematicamente, esto se puede modelar mediante una funcién de utilidad dependiente del estado
de la naturaleza S. Formalmente: sea una economia con 7'+ 1 periodos (t =0, 1,...,T). Los agentes
observan la realizacion de un estado S € {P, N} en el periodo k (0 < k < T). Asi, en el estado
N los agentes consumen un flujo c¢g,cy,...,c,, mientras que en el estado P consumen un flujo
€0, Cly .-, Cky-..,cp. Por lo tanto, la utilidad v( - | S) en t = 0 es el valor esperado de la utilidad

de este flujo de consumos, descontado mediante un factor subjetivo 3:

Eo [Zf:o Btu(ct)} si § = N (estado negativo)
v({ei} [5) =
Eo [Z?:O Btu(ct)} si S = P (estado positivo)

Dadas probabilidades (conocidas por el agente) sobre la ocurrencia de S, la utilidad esperada U ()

ent=0es
k

> Bluler)

t=0

U({Ct}) = PI‘[S = N]EO + PI‘[S = P]EO

T
> ﬁtu(ct)]

t=0

Dado que k < T, la segunda suma se puede escribir como Zf:o Btu(c) + ZtT:k 1 Bluler). Y
dado que el espacio muestral de S es el conjunto {P, N} y ambos eventos son disjuntos, entonces
Pr[S = N] + Pr[S = P] = 1. Asi, la utilidad U(-) se puede expresar como

k

> Bluler)

t=0

U({Ct}) = Eg + PI“[S = P]EO

T
Z Btu(ct)] (4.1)

t=k+1
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4.3. Descripcién del modelo

La funcién de utilidad anterior admite una estructura general de T'+1 periodos y una gran variedad
de especificaciones para la economia a modelar. Para obtener la mayor simplicidad posible, la forma

del modelo particular que se estudiard tiene las siguientes caracteristicas:

1. Una economia con tres periodos (t =0, 1,2).

2. Un solo bien de consumo, y en cada periodo un mercado donde puede comprarse y venderse
libremente. El bien es perecedero, por lo que no puede almacenarse entre un periodo y los

siguientes.

3. Dos activos reales: uno riesgoso y uno libre de riesgo. Los activos son bienes contingentes,
por lo que se puede pensar en ellos como titulos que pueden adquirirse, y que otorgan al
poseedor el derecho a recibir en ¢ una unidad del bien de consumo. El mercado de activos estéa
abierto iinicamente en t = 0, pero pueden intercambiarse por el bien de consumo en cualquier
periodo. La distincién entre los dos activos es la siguiente: el activo riesgoso se intercambia
en t > 0 por una cantidad estocastica del bien de consumo, mientras que el activo libre de

riesgo se intercambia en ¢ > 0 por una cantidad conocida del bien de consumo.

4. Una economia de intercambio puro (sin produccién): los agentes reciben en ¢t = 0 una dotacién
inicial que pueden consumir en ese momento o bien invertir en un portafolio de activos. De

este modo, los activos constituyen el medio para transferir riqueza a periodos futuros.

5. Dos posibles estados de la naturaleza: uno positivo (V) donde los agentes consumen en todos

los periodos, y otro negativo (V) donde los agentes interrumpen su consumo en t = 2.

6. Informacién incompleta de los agentes respecto al estado de la naturaleza: inicialmente los
agentes no saben qué estado se realizard, sino que lo observar en el periodo t = 1. Sin embargo
estiman las probabilidades de cada estado: Pr[S = N| = m es la probabilidad del estado
negativo (N), mientras que Pr[S = P] =1 — m = w2 es la probabilidad del estado positivo
(P). Aunque la informacién es incompleta, se asume que es simétrica: las probabilidades

subjetivas mo y mo son las mismas para todos los agentes.

Bajo los supuestos descritos para la economia a modelar y de acuerdo con la ecuacién (4.1), la

utilidad esperada de un agente en t = 0 es

Ul(co, c1, c2) = Eq [u(co) + Bu(cr)] + mEo [B*u(cs)] (4.2)

Con esto se han esbozado las caracteristicas fundamentales de la economia a modelar. Resta lo

siguiente: (1) proveer de un marco conceptual formal para definir el equilibrio general; (2) introducir
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este modelo en dicho marco y encontrar los precios de equilibrio de los activos, y (3) especificar el
modelo en equilibrio para contrastarlo con los datos empiricos. Los dos primeros pasos se llevan a

cabo en el capitulo siguiente, mientras que el tercero se completa en el capitulo 6 (p. 27).

17



18



Capitulo 5
Equilibrio general

En este capitulo se presenta el marco conceptual que servird de contexto para formalizar el modelo
desarrollado anteriormente. El objetivo primordial es encontrar precios de equilibrio para activos
que se compran y venden en el mercado. El capitulo estd estructurado en dos partes: la primera
describe la economia que se estudiard y el concepto de equilibrio buscado en los términos mas
generales posibles (para esto se siguen fundamentalmente los textos de Mas-Colell et al. (1995)
y Radner (1982)); mientras que la segunda introduce en esta economia los supuestos del modelo

presentado al final del capitulo anterior y caracteriza su equilibrio.

5.1. Marco conceptual general

5.1.1. Estados de la naturaleza

Sea una economia con un conjunto €} de posibles estados de la naturaleza y T + 1 periodos de
tiempo, es decir, t = 0,1,...,T. Los estados de la naturaleza se realizan en el tiempo final t = T,
pero en la realizacién de cada periodo previo t < T ciertos estados quedan descartados. Asi,
los agentes distinguen perfectamente en cada periodo los posibles estados que se realizardn en el
futuro. Formalmente, para cada periodo ¢ existe una particiéon de §2, denotada F;, que se denomina
estructura de informacion del tiempo t. Cada elemento de F; corresponde a un posible estado
parcial de la naturaleza en t. Se asume que en cada periodo la estructura de informacion se refina:
si B € Fyy E' € Fiiq con ENE' # (), entonces necesariamente E' C E.

Por ejemplo, siT =2y Q = {A, B,C, D}, entonces Fy = {{A, B,C, D}}, es decir, en t = 0 cualquier
estado es igualmente posible. Si F; = {{A, B},{C, D}}, entonces en t = 2 los agentes saben que
ocurrird A o B o bien C' o D (pero no, por ejemplo, A o C). Finalmente, F» = {{A}, {B},{C},{D}},

lo que indica que en t = 2 los agentes distinguen perfectamente qué estado se ha realizado. Es
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importante notar que, en este ejemplo, cada F; es una particién valida de € y que las estructuras

de van refinando conforme ¢ aumenta.

5.1.2. Bienes, activos y precios

Existen H bienes de consumo en la economia. En cada tiempo ¢ hay un vector de precios (spot)
para ellos:
pi
p=| : | eRE,
!

donde p} : F; — R, es el precio spot de una unidad de bien % en el tiempo ¢.

Hay I agentes. Estos agentes pueden ser heterogéneos en preferencias o dotaciones iniciales, pero
se asume que comparten el mismo conjunto de estructuras de informacién F = (Fy, ..., Fr). Cada

agente ¢ en el periodo t posee una dotacién inicial

Wl
wi=| 1 | eRY
wff
donde w} : F; — R, es la dotacién inicial de bien h en el periodo ¢ para el agente i.

A cada agente 7 en el periodo t se le asocia un vector de consumo

et
i_ | - H
=1 | €RY

Hi
C

donde ¢ : F; — Rf es la cantidad consumida de bien h en el periodo t por el agente .

En esta economia hay K activos financieros distintos. Se exige que sean financieros para que sus
pagos sean en unidades monetarias, de modo que se simplifique la notacién. Se reitera que el activo
k es un titulo que otorga a su poseedor el derecho a recibir Xf unidades monetarias en el periodo
t (la tilde significa que el pago es en unidades monetarias). El vector X, caracteriza los pagos de
los activos en t: ~

Xi

X;=| : | erE
XK

donde Xf : Fi — Ry es el pago del activo k en el periodo ¢, y ¢t > 0 (los pagos se realizan en el
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futuro).

Cada activo k puede comprarse en ¢t = 0 al precio qx. El vector g contiene los precios iniciales de
todos los activos:
q1
. K
qa=1 : eRy,

qdK

Habitualmente se normaliza el pago del activo k£ mediante su precio en ¢t = 0. Este pago normalizado
se llama retorno y se denota RY:
- Xk
R ="t cRy
qk

Finalmente, se asocia a cada agente ¢ un portafolio de activos representado por el vector

2
zé = : e RE
2K
donde 2" es la cantidad de activo k que el agente 4 intercambia en el periodo t. Si esta cantidad es

positiva, significa que el agente compré las unidades correspondientes de activo.

5.1.3. Equilibrio

La riqueza monetaria del agente i en el periodo ¢ se denota w! y es igual al valor de su dotacién
inicial en el periodo més las variaciones provenientes de la compraventa de activos. Asi, su riqueza
en t = 0 es el valor de su dotacién inicial menos el valor de los activos que adquiere, mientras que
en los tiempos siguientes (¢ > 0) su riqueza es igual a su dotacién inicial en ¢t més los rendimientos

de los activos que liquida (es decir, que vende):
Wy = Ppo-wh+q-z
zbé = pt-wi—i—f(t-z,f para t > 0
La restricciéon presupuestal del agente i en t es p;-ci < ¢, que en forma expandida se escribe como

q-zé sit=20

pt-ci Spt-w,f—k (5.1)

X't-zé sit>0

Ademas de la restriccion presupuestal, en el equilibrio se deben vaciar los mercados spot de bienes.
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Dado que en esta economia no hay produccién, esto equivale a que el consumo agregado total debe

ser igual a las dotaciones iniciales agregadas:
I T I T
I ILED M I (5.2)

Finalmente, dado que poseer activos no genera utilidad para el agente, ninguno de ellos dejara sin
liquidar los activos que haya adquirido, por lo que la suma total del portafolio de cada activo de

cada agente debe ser cero:

T
> =0 (5.3)
t=0

Por lo tanto, el equilibrio de la economia se entiende como el conjunto de asignaciones donde
cada agente elige (para cada activo k) un portafolio inicial z§* de forma que maximice su utilidad
esperada sujeta a su restricciéon presupuestal (5.1), y donde se cumplan ademads las condiciones
(5.2) y (5.3). Formalmente:

Definicién. Para la economia descrita, dado un conjunto de dotaciones iniciales {wy} y un con-
Junto de activos caracterizados por sus correspondientes retornos {X;}, se dice que la asignacion

{c¥*, zi* , p}, q*} constituye un equilibrio (de Radner) si:

1. Para cada para cada agente © con preferencias representadas por la funcion de utilidad espe-

rada U;(-), las asignaciones ci*, z{* son soluciones del problema

méx Bo[U;({cl})] s.a. pi-ci <]
{zp}

2. Para cada h =1,..., H se cumple que
I T I T
2 =) u
i=1 t=0 i=1 t=0

3. Para cada activo k =1,..., K y para cada agente i = 1,...,1 se cumple que

Z Zk:z* _

En la definicién anterior, E;[ - | es la notacién compacta para la esperanza condicional E[ - | F].
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5.2. Aplicacién al modelo propuesto

A continuacién se adapta el modelo propuesto en el capitulo 4 al contexto descrito anteriormente.
En este caso la economia se desarrolla en tres periodos, que se numeran t = 0, 1, 2. El tiempo t =0

corresponde al estado donde los agentes realizan sus decisiones de inversion.

Existe un solo bien de consumo (H = 1), por lo que los vectores p; (precio spot del bien de

consumo), w; (dotacién inicial) y ¢; (consumo) son escalares:

pr € Ry+, wi eR,, Ci eR,

Se asume que los agentes tienen idénticas dotaciones iniciales (estrictamente positivas) w en t = 0,
mientras que en el resto de los periodos tienen dotaciones iniciales cero: wy = w > 0, w; = 0 para

t > 0, para todo 1.

Existen dos activos, uno riesgoso y uno seguro. Se denota el pago del activo riesgoso en ¢ como X,
y el pago del activo seguro en ¢ como f(tf . Los portafolios del agente i en t se denotan como 7} y

s}, para los activos riesgoso (r) y seguro (s) respectivamente.

Como la informacién es simétrica, todos los agentes tienen la misma utilidad esperada en t = 0

dada por la ecuacién (4.2):

Ui(ch, 1. ¢5) = Eolu(ch) + Bu(ch) + mafulch)]
El equilibrio entonces se caracteriza por las siguientes dos condiciones:

1. El agente ¢ resuelve
méx Eolu(ch) + Bu(ch) + mBu(cs)]

76,50
sujeto a
poch < pow +qry+ ¢’ s
pich < Xtri + X'tfsi parat >0
ro+ri+ry = 0

s0+si+sy; = 0

2. Se satisface que



Se asume que la utilidad de Bernoulli v : Ry — R satisface las condiciones de monotonicidad
(creciente) y concavidad estrictas: w/(-) > 0y «” > (-) < 0, con lo cual se garantiza la existencia de

una solucién interior para el problema, donde las restricciones se satisfacen con igualdad.

Al resolver el problema del agente (véase apéndice A.5, pag. 56) se obtiene la siguiente expresién

del precio de equilibrio en ¢t = 0 del activo riesgoso:

' (ct) X u' (b)) X u(c u'(é
¢ =B | DXL | g (?“]:Eo[ﬁ D), + mpr D,
u D1 2 u'(c U

donde X; es el pago del activo riesgoso en términos reales (normalizado por el precio del bien spot
en t). En este sentido, X; es el pago de un activo real que sigue la misma dindmica estocdstica que
X;.

De la ecuacién anterior se observa que el pardmetro 7o modela correctamente la valoracion del agente
respecto a su probabilidad de sufrir un choque. Particularmente (y dado que todos los términos
son positivos), se observa que d¢*/dma > 0 o bien, de forma equivalente (dado que mo = 1 — 1),
0q*/0m < 0. Esto tiene sentido, pues conforme aumenta la probabilidad de sufrir un choque de

consumo, el agente valora menos los pagos de largo plazo (t = 2), con lo cual disminuye su precio.

A continuacién se define una notacién para el factor de descuento estocastico dependiente del

tiempo ¢, que denotaremos §;, como:

u'(ct)
6 = B —— (5.4)
u'(cp)
Empleando el factor de descuento d;, la ecuacién de valuacién resulta
¢" = Eg[01X1] + mEg[02X>] (5.5)

Esta expresién proporciona la intuiciéon maéas general del problema de valuacién: el precio de un
activo riesgoso es igual al valor esperado de sus pagos futuros, descontandolo por un factor é; que
depende de: 1) la impaciencia del agente por consumir, modelada mediante el factor 3; y 2) la tasa

marginal de sustitucion intertemporal del consumo.

Para el caso del activo sin riesgo, la expresion para qJ’Z es andloga. Asi, cuando se satisfacen las

ecuaciones de los precios g« y q;Z se tienen condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio:

¢ = Eg[01Xyq] + mEg[62X5]
¢; = Eol0X{]+ mEo[02X]]

Dado que los precios ¢*, q;‘c se determinan en t = 0, son medibles respecto a Fq, y por lo tanto las
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ecuaciones se pueden transformar para expresar retornos en lugar de pagos (recordando que, por

la definicién de retorno, Ry = X;/q):

1 = E0[51R1]+7T2E0[52R2]
1 = Eo[(is{]—i—ﬂ'gEo[égRg]

Igualando ambas ecuaciones se obtiene

E(] [51R1] + 7T2E0[52R2] = E() [(51R{] + 7T2E0[52R£]

Y finalmente, dado que los retornos del activo seguro no son estocasticos, son constantes respecto

al operador de esperanza condicional:

Eo[61 R1] + maEo[62Ra] = Eo[61|R] + moEo[62) R) (5.6)

Esta es la condicién que deben satisfacer los retornos de ambos activos en equilibrio.
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Capitulo 6

Evaluacion del modelo

La ecuacién de valuacién (5.5) constituye el resultado més general del modelo de equilibrio presen-
tado, mientras que la ecuacién (5.6) expresa la condicién que deben cumplir simultdneamente los
retornos reales tanto del activo riesgoso como del activo seguro en equilibrio. Esta tltima expresién

es la que se empleard para obtener un estimador del premio al riesgo.

El capitulo se divide en cuatro secciones. En la primera se describen la especificacion del modelo y
sus respectivos supuestos. La segunda seccidon muestra las series de datos empleadas y verifica que
se cumpla el supuesto de lognormalidad de la tasa de crecimiento del consumo. En la tercera seccién
se describen los resultados obtenidos al estimar el retorno del activo del riesgoso. Finalmente, la

cuarta seccién describe dos clases de pruebas de robustez sobre el modelo especificado.

6.1. Especificacién

El primer supuesto para especificar el modelo consiste en asumir que el agente tiene preferencias
sobre el consumo representadas mediante una funciéon de utilidad u que presenta coeficiente de

aversion relativa al riesgo constante (CRRA):

1I-v_1
x
w@) = ————

L=y
Esta expresion esta bien definida para « # 1. Para el caso v = 1, la funcién de utilidad se transforma
en In(z) (esto se justifica calculando limu(z) cuando v — 1). Es fécil advertir que el coeficiente
de aversion relativa al riesgo del agente es rr(x,u) = —zu”(x)/u/(x) = 7, que es la constante que

define la curvatura de la funcién. Ademds, u(-) es creciente y convexa.
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Con esta funcién de utilidad, el factor de descuento estocastico d; definido en la expresién (5.4)
tiene la forma §; = B%(c;/co)™7. Se denota Acii1 = cii1/c a la tasa bruta de crecimiento del

consumo en t + 1. Asi, los factores de descuento 1 y &5 se escriben explicitamente como

51 = BAC:[_’Y , 52 = 52A01_’YA02_7

El segundo supuesto es que Ac; sigue una distribucién lognormal con media g y varianza o2.

La validez de este supuesto para para el conjunto de datos empleados se verifica en la seccién
siguiente. Ademds, se supone que las observaciones de Ac; son independientes e idénticamente
distribuidas. Esto permite obtener las siguientes expresiones analiticas cerradas para el primer y
segundo momentos centrales de los factores de descuento (para la derivacién de estas expresiones

véase el apéndice A.6, pag. 57):

] = Be~V(u=1)+7?0?/2

] ﬁ2€—2v(u—1)+7202

§) = 526—2v(u—1)+w202(6w202 —1)
)

I84e—4'y(,u—1)+2'y202 (62')/202 o 1)

El objetivo de la especificacién del modelo es transformar la ecuacién (5.6) en una expresion es-
timable. Al aplicar valores esperados no condicionales en ambos lados y descomponer los valores

esperados E[d;R;] se obtiene la expresién

E[6,]E[R)] + cov(d1, Ry) + moE[62]E[Ry] + macov(dy, Ro) = E[01]E[R]] + moE[6]E[R]]

Ademsds, se asume que el retorno bruto anual del activo riesgoso es una variable aleatoria R con
media R y varianza o?(R), que sus ocurrencias son independientes e idénticamente distribuidas, y
que cada periodo del modelo contiene el mismo nimero de afios. Entonces, E[R;] = R y E[Ry] =
E[R?] = R2. De forma andloga, denotando por R/ el retorno libre de riesgo medio, E[R{ =Ry

E[R]] = (R/)2. Entonces la ecuacién del modelo se escribe como

E[51]R + COV((Sl, Rl) + 7T2E[52]R2 + 7T2C0V(52, RQ) = E[(Sl]Rf + 7T2E[52](Rf)2

La covarianza de dos variables aleatorias se puede escribir como el producto de su coeficiente de
correlacion y sus respectivas desviaciones estandar. Denotando por p; al coeficiente de correlacién

p(6¢, Ryt), se tiene

E[(Sl]R + pla((sl)J(R) + 7T2E[(52]R2 + 7T2p20((52)J(R2) = E[(Sl]Rf + 7T2E[52](Rf)2
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Las tnicas variables que quedan por determinar son los coeficientes de correlacién p; y p2. Se
argumenta que estan determinados por la probabilidad 7o de la siguiente forma: si mo = 0, el
agente no consumird en t = 2, por lo que la correlacién del consumo con el retorno del activo
riesgoso en dicho periodo debe ser cero. Sin embargo, en tal caso el agente consumira tinicamente
en t =1, por lo que la correlacién del consumo con el retorno del activo riesgoso en dicho periodo
debe ser uno. Por lo tanto, la correlacién de d; con Ry debe ser —1 (pues el consumo tiene un
exponente negativo en d1). Un andlisis andlogo para el caso de my = 1 lleva a concluir que p; = 0
y p2 = —1. La tabla (6.1) muestra los valores que debe tomar cada coeficiente de correlacién

dependiendo del valor extremo de 7.

T p1(m2) p2(m2)
0 -1 0
1 0 -1

Cuadro 6.1: Valores de los coeficientes de correlacién como funciones de ms.

Asumiendo ademds que la relacién entre mo y p es lineal, los coeficientes de correlacion pueden

expresarse como funciones explicitas de ms:

pi1(me) =ma — 1, pa(ma) = —m
y al sustituirlos en la ecuacion del modelo se obtiene
mE[0] R? + E[61]R + (72 — 1)o(01)0(Ry) — m20(82)0(Ra) — E[61](RY) — mE[6](R)? =0
0, en términos compactos,
aR* +bR" +b=0
donde
a = mE[d;]

b = Eld]
¢ = (mo—1)0(01)o(R) — 720(63)0(R?) — E[61] RS — moE[63](RT)?

Al resolver esta ecuacion para R se obtiene un estimador del retorno medio anual del activo riesgoso
que puede compararse con el retorno medio observado en los datos histéricos. Dado que la ecuacién

es de segundo orden en R, la solucién puede obtenerse analiticamente:

—b+ Vb? — dac

2a

R =
donde, dado que a > 0y b > 0, la solucién correcta es la que tiene a +1 como coeficiente de la raiz
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cuadrada (de lo contrario el retorno seria negativo). El estimador del retorno del activo riesgoso es

entonces

—E[&l] + \/E[51]2 — 47[‘2E[52]C
2a

donde ¢ = (73 — 1)o(61)0(R) — 730 (02)0(R?) — E[01]RT — mE[62](RS)2.

R= (6.1)

La expresién (6.1) depende en tltima instancia de los siguientes pardmetros: el factor de descuento
subjetivo (3, el coeficiente de aversién relativa al riesgo -y, la probabilidad 7, la media p de la tasa
bruta de crecimiento del consumo, las varianzas o0?(R) y o?(R?) del retorno del activo riesgoso y

su cuadrado respectivamente, y del retorno medio R/ del activo libre de riesgo.

6.2. Datos empleados

6.2.1. Series de tiempo

Para obtener los pardmetros 1 v o2, que corresponden a la media y desviacién estandar de la tasa
bruta de crecimiento del consumo Ac; 1 = ¢p41/¢t, se emplearon los correspondientes estimadores
muestrales a partir de la serie del consumo real per cdpita para Estados Unidos de la base de
datos econémicos del Banco de la Reserva Federal de San Luis (U.S. Bureau of Economic Analysis,
2021). Los datos originales de la serie, que son de frecuencia trimestral, se ajustaron a valores
anuales usando medias simples. La unidad de los datos son délares americanos (encadenados a

délares del 2012) con ajuste estacional.

Los retornos de los activos se obtuvieron de la informacion histérica recopilada por Damodaran
(2021), que consiste en los retornos anuales nominales netos desde 1928 hasta 2020 del indice
accionario Standard & Poor’s 500, del bono cupén cero del Tesoro Estadounidense con madurez
de tres meses (T-bill), del bono de largo plazo del Tesoro Estadounidense (7T-bond) y del retorno
anual promedio de una muestra de bonos corporativos con calificacion Baa. El retorno del activo
riesgoso se construy6 como el retorno del indice S&P 500, mientras que el retorno del activo libre
de riesgo se determiné como el promedio simple de los retornos de los T-bills, T-bonds y del retorno

medio de la muestra de bonos Baa.

Dado que estos retornos son nominales y el modelo considera retornos reales, se ajustaron empleando
la inflacién anual. Esta dltima se calcul6 usando la serie del indice de precios al consumidor medio
para todas las ciudades de Estados Unidos de la misma fuente que la serie del consumo (U.S. Bureau
of Labor Statistics, 2021). Los datos originales del indice de precios tenfan frecuencia mensual, y

se ajustaron a valores anuales usando medias simples.

La figura (6.2) muestra los retornos netos calculados del activo riesgoso y del activo libre de riesgo.

En ella se observa que ambos presentan las caracteristicas esperadas segun su tipo: el activo ries-
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goso muestra una alta volatilidad y frecuentemente alcanza valores negativos, aunque sus valores
maximos superan significativamente a los del activo libre de riesgo. Este ultimo presenta menor

volatilidad y oscila generalmente en rangos positivos.

20000 +

10000 -

Consumo per ¢

1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

=
o
1

Inflacion media anual (%)

1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010
Afno

Figura 6.1: Arriba: consumo real per capita (1948-2019) para Estados Unidos en ddlares encadenados
de 2012, con ajuste estacional; las observaciones originales (trimestrales) se ajustaron a datos anuales
usando medias simples. Fuente: U.S. Bureau of Economic Analysis (2021). Abajo: inflacién media anual
para Estados Unidos, calculada como el cambio porcentual en el indice medio de precios al consumidor
(1948-2019) para Estados Unidos con base 1982-1984=100, con ajuste estacional; las observaciones
originales (mensuales) se ajustaron a datos anuales usando medias simples. Fuente: U.S. Bureau of
Labor Statistics (2021).

Por otra parte, el cuadro (6.2) muestra los estadisticos descriptivos de los retornos de ambos activos,
calculados para los periodos 1948-2000 y 1948-2019. Como se puede observar, la media del premio
al riesgo es de 7.90 % para el periodo comprendido entre 1948 y 2000. Este valor es cercano al 8.4 %
reportado por Mehra y Prescott (2003) para el periodo (aproximadamente similar) de 1926 a 2000.
Para la totalidad de los datos (1948-2019), el premio al riesgo medio es 6.81 %.
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Figura 6.2: Arriba: retornos reales netos anuales del activo riesgoso y del activo libre de riesgo para
el periodo 1948-2019, construidos a partir de los datos histéricos recopilados por Damodaran (2021).
Abajo: premio al riesgo real anual, calculado como la diferencia entre el retorno del activo riesgoso y el
activo libre de riesgo.

Periodo 1948-2000 1948-2019

Activo Riesgoso Libre de riesgo Riesgoso Libre de riesgo
Observaciones 53 53 72 72
Minimo -33.25 -10.39 -38.88 -10.39
Méaximo 52.01 16.95 52.01 16.95
Media 10.03 2.13 9.05 2.24
Desv. estandar 16.65 5.86 16.96 5.25
Premio al riesgo 7.90 6.81

Cuadro 6.2: Estadisticos descriptivos de los retornos reales netos anuales (en porcentajes) del activo
riesgoso y del activo libre de riesgo para los periodos 1947-2000 y 1947-2019, calculados a partir de
los datos histéricos recopilados por Damodaran (2021). El premio al riesgo corresponde a la diferencia
entre las medias del activo riesgoso y el activo libre de riesgo.
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6.2.2. Ajuste de la longitud del periodo de inversion

Las series de tiempo ajustadas contienen observaciones anuales, y el modelo considera tres periodos:
t = 0,1,2. Por tanto fue necesario determinar el nimero de anos que contienen los intervalos
t € [0,1] («corto plazo») y t € [1,2] («largo plazo»). Por simplicidad se ha asumido que ambos
periodos contienen el mismo ntimero de afios 7. En otras palabras: de t =0 a ¢t = 1 hay T afios, lo

mismo que det=1at=2.

Asi, dado un numero de afnios T, el consumo agregado del periodo se calculé como la suma de
los consumos agregados anuales, mientras que para ambos activos el retorno acumulado se obtuvo

como el producto de los retornos anuales.

Para el ajuste del modelo se consideraron las siguientes longitudes de los periodos: T' =1, 3, 5, 10.
A partir de este punto los resultados se presentan especificando la longitud de periodo T" a la que

se refieren.

6.2.3. Distribucién de Ac;

Uno supuesto clave del modelo es que la tasa de crecimiento del consumo Acy1 = ¢41/¢ sigue una
distribucién lognormal. Bajo esta hipétesis, los logaritmos de Acyy1 se distribuyen normalmente.
Para evaluar graficamente este supuesto, se calculd la serie de logaritmos de Ac;y1 y se graficaron sus
cuantiles (del 1 al 100, en incrementos unitarios), contra los cuantiles tedricos de una distribucién
normal. El resultado se presenta en la figura (6.3). Se observa que en general los datos parecen

ajustarse bien a la distribucion.

Adicionalmente, para cada valor de T se efectuaron dos pruebas estadisticas de bondad de ajuste
con respecto a una distribucién normal para el logaritmo de Acsy1: Shapiro-Wilk y Kolmogorov-
Smirnov. Los resultados se muestran en la tabla (6.3). La hipétesis nula es que la muestra proviene
de una poblacién distribuida normalmente, y en ningin caso se puede rechazar para niveles de

significancia o menores a 20 %.

Prueba T=1 T=3 T=5 T =10
Shapiro 0.24 0.88 0.79 0.96
Kolmogorov 0.83 0.94 0.92 0.99

Cuadro 6.3: Resultados de las pruebas de Shapiro-Wilk y Kolmogorov-Smirnov sobre el logaritmo de
Acyy1, para cada valor de T' =1, 3,5, 10. Los resultados reportados son valores p.

Como resultado de este breve anélisis, se puede concluir que es altamente probable que In Acyy1 se

distribuya normalmente, lo cual implica que Acyy; sigue una distribucién lognormal.
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Figura 6.3: Gréfico de cuantiles observados vs. cuantiles tedricos del logaritmo de la tasa de crecimento
anual del consumo, para los posibles valores de T' considerados. Los cuantiles tedricos corresponden a
una distribucién normal con pardmetros u, o estimados mediante la muestra.

6.3. Resultados

Con los datos presentados y el estimador dado por la ecuacién (6.1) se calculé la media estimada
por el modelo para el retorno del activo riesgoso y se comparé con la media observada. Antes fue

necesario determinar los valores admisibles de los parametros 5, v y m2.

= Para el caso del factor de descuento subjetivo 8, existe literatura que ha tratado de realizar
estimaciones, basandose tanto en la relacién tedrica entre el factor de descuento agregado y
el tipo de interés real (por ejemplo, Ahmed et al. (2012)) como en cuestionarios realizados a
individuos sobre sus posibilidades de ganar loterias distribuidas en el tiempo (por ejemplo,
Booij y van Praag (2009)). Para el primer caso, se encuentra un valor de § = 0.9683 anual para
Estados Unidos, usando datos en el periodo 1960-2010. Para el segundo caso, se encuentra un
valor de 0.06 mensual asumiendo composicién continua, por lo que el valor correspondiente
anual es f = exp(—0.06/12) ~ 0.9950. En cualquier caso, parece razonable suponer que 3
debe ser mayor a 0.9. Sin embargo, para considerar también casos extremos, se tomaron como
posibles valores de 8 a 0.10, 0.50, 0.90, 0.95, y 1.00.
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= Por otra parte, los valores del coeficiente de aversion relativo al riesgo v pueden variar desde
cero hasta cantidades arbitrariamente grandes. De acuerdo con el consenso generalizado en
la literatura (Mehra y Prescott, 1985), no es razonable esperar un coeficiente superior a 10.
Ademas, en el capitulo 2 se ha presentado una breve discusién sobre las implicaciones de un
coeficiente de aversién al riesgo «grande» en el comportamiento de los agentes. Sin embargo,

para probar el modelo, el rango de valores del parametro v fue de 0 a 150.

» El pardmetro my es la probabilidad subjetiva de no sufrir un choque de consumo (1 — 72 es
la probabilidad de si sufrirlo). Se consideraron los siguientes valores para mo: 0.2, 0.4, 0.6, 0.8
y 1.0.

Para cada combinacién posible de los pardmetros 8, v y 7 se obtuvieron valores para R, que es
el estimador del retorno medio anual del activo riesgoso. Estos valores estimados se grafican junto

con el retorno medio observado del activo riesgoso.

La figura (6.4) muestra el resultado de la estimacién para 5 = 0.95 y T' = 1, junto con las medias
observadas del activo riesgoso y libre de riesgo como referencia. Como se puede observar, para
ningin valor de my es posible alcanzar el retorno del activo riesgoso para valores razonables de
aversion al riesgo (7 < 10). Se requiere v > 30 para que el modelo alcance un retorno del activo

riesgoso estimado igual al observado. Este resultado es precisamente el acertijo del premio al riesgo.

Sin embargo, al aumentar el niimero de afios T' que contiene cada periodo, las estimaciones mejoran
sustancialmente. La figura (6.5) muestra el resultado de la estimacién en la regién 0 < v < 30 para
B = 0.95 y los cuatro posibles valores de T'. Se observa que para T = 10, conforme 79 disminuye
el retorno estimado del activo riesgoso aumenta. Sin embargo, aun para mo = 0.2, el modelo no

replica el retorno medio observado con un nivel de aversién al riesgo menor a 10.

Sin embargo, es importante observar que en este 1ltimo caso, la introducciéon de un choque de
consumo con 80 % de probabilidad (w2 = 0.2) disminuye el nivel de aversién al riesgo requerido

para replicar el retorno observado del activo riesgoso de v ~ 30 a v ~ 15.

Al variar el parametro 3, que es el factor de descuento subjetivo, los valores estimados por el modelo
no cambian sustancialmente. La figura (6.6) muestra los mismos resultados que la figura (6.5) pero
para un factor de descuento subjetivo = 0.10. El tnico efecto observado es una mayor dispersién
entre las curvas. La especificacién del modelo, por lo tanto, es poco sensible a variaciones en el

parametro 3.

A partir de los resultados obtenidos se puede argumentar lo siguiente.

1. Empleando periodos de inversion de un ano, el modelo no es capaz de replicar el retorno del

activo riesgoso para niveles razonables de aversién al riesgo. Conforme aumenta la longitud del
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Figura 6.4: Retorno estimado del activo riesgoso con f = 0.95, T =1y 0 < v < 150. El drea
sombreada () corresponde a la regién admisible para -, entre 0 y 10.

periodo de inversion, el modelo mejora la estimacién del retorno del activo riesgoso. Bajo el
supuesto de que un agente invierte con un horizonte de diez anos estimando una probabilidad
de 80% de sufrir un choque de consumo en dicho periodo, el modelo es capaz de reducir
aproximadamente a la mitad el coeficiente de aversion al riesgo requerido para replicar el
retorno observado. Sin embargo, aun en este caso extremo, dicho coeficiente es superior a 10,

lo cual resulta dificil de conciliar con el comportamiento que se observa en las personas.

2. En todos los casos, conforme aumenta la probabilidad de sufrir un choque de consumo, la
estimacién del retorno del activo riesgoso mejora, acercandose al retorno medio observado.
Esto sugiere que a mayor incertidumbre sobre el consumo futuro, los agentes tienden a exigir

un mayor premio al riesgo, lo cual es consistente con la intuicién econémica.

3. Las variaciones en el factor de descuento subjetivo no son importantes en la estimacién del re-
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Figura 6.5: Comportamiento del retorno estimado del activo riesgoso en la region 0 < v < 30, para
B = 0.95, obtenido al variar el niimero de afios T' que contiene cada periodo del modelo (T' = 1,3, 5,10).
El drea sombreada (/') corresponde a la regién admisible para -, entre 0 y 10.

torno del activo riesgoso. Bajo los supuestos del modelo, tienen mayor peso la probabilidad de
un choque de consumo y la longitud del horizonte de inversién. Incluso para valores del factor

de descuento subjetivo tan bajos como 10 %, los resultados no cambian significativamente.
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Figura 6.6: Comportamiento del retorno estimado del activo riesgoso en la region 0 < v < 30, para
B = 0.10, obtenido al variar el niimero de afios T' que contiene cada periodo del modelo (T' = 1,3, 5,10).
El drea sombreada () corresponde a la regiéon admisible para -+, entre 0 y 10.

6.4. Pruebas de robustez

Con el objetivo de evaluar la robustez de los resultados presentados respecto a variaciones en los
datos empleados para estimar el modelo, se llevaron a cabo dos clases de pruebas: en primer lugar,
el empleo de unidades de tiempo distintas a un ano, y en segundo lugar, el uso de datos de paises
distintos a los Estados Unidos.

6.4.1. Unidades de tiempo distintas a un ano

En la especificacién original del modelo, el niimero T representa la cantidad de anos que hay en cada
periodo del modelo. Sin embargo, no existe ningin motivo para que los periodos estén compuestos
por meses o trimestres (por ejemplo) en lugar de anos. Para probar este tipo de variaciones, se
ajustaron los datos a las siguientes frecuencias: 6 meses, 3 meses, 1 mes, 15 dias y 7 dias. En el caso

de las variables para las cuales la frecuencia maxima es mensual (es el caso del indice de precios y
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el consumo real per cédpita), los datos de frecuencias mayores se estimaron mediante interpolacién

lineal directa.

Un supuesto fundamental sobre el que esta construida la especificacién del modelo es la distribucion
lognormal de la tasa de crecimiento del consumo, por lo que los resultados de esta prueba de robustez
sélo pueden ser validos para aquellos casos en los que este supuesto se cumple. Para verificarlo,
se llevaron a cabo las pruebas de normalidad de Shapiro-Wilks y Kolmogorov-Smirnov sobre el

logaritmo de la tasa de crecimiento del consumo. Los resultados se muestran en la tabla (6.4).

Unidad Prueba T=1 T=3 T=5 T =10
6 m Shapiro 0.86 0.85 0.70 0.99
% Kolmogorov  0.97 0.85 0.77 0.99
3 meses Shapiro 0.00 0.19 0.66 0.70
Kolmogorov 0.00 0.87 0.87 0.77
1 mes Shapiro 0.00 0.00 0.10 0.58
Kolmogorov 0.00 0.00 0.35 0.87
15 dias Shapiro 0.00 0.00 0.00 0.10
Kolmogorov 0.00 0.00 0.00 0.35
7 dias Shapiro 0.00 0.00 0.00 0.00
Kolmogorov 0.00 0.00 0.00 0.00

Cuadro 6.4: Resultados de las pruebas de Shapiro-Wilk y Kolmogorov-Smirnov sobre el logaritmo de
Act11, para cada valor de T'= 1,3, 5,10 en la unidad de tiempo indicada (no son afios). Los resultados
reportados son valores p.

Se observa que, conforme aumenta la frecuencia de los datos, el supuesto de lognormalidad de
ci+1/¢t se debilita. Sin embargo, el supuesto es vélido (dado un nivel de significancia o = 0.05)
para los siguientes casos:

= Frecuencia de seis meses: T'=1, 3, 5, 10.

= Frecuencia de tres meses: T'= 3,5,10

» Frecuencia de un mes: 7' = 5, 10.

s Frecuencia de 15 dias: T' = 10.

= Frecuencia de 7 dias: ninguno.

Para todos estos casos, los resultados son consistentes con los obtenidos inicialmente: el modelo no
replica el valor observado del retorno del activo riesgoso, aunque su estimacion mejora conforme o
disminuye. Esto sugiere que el modelo y su especificacién es robusto respecto al uso de unidades
de tiempo menores a un ano. A modo de ejemplo, la figura (6.7) muestra el comportamiento del

modelo para datos semestrales.
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En todos los casos, el modelo estimado presenta la misma baja sensibilidad al parametro 8 que al

inicio.

Retorno neto anualizado (%)

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Coeficiente de aversién relativa al riesgo

—_— 1, =0.2 —_— 1, =0.8 ==+ Activo riesgoso (media)
— 1, =0.4 — =10  =eree Activo sin riesgo (media)
— ) = 0.6

Figura 6.7: Comportamiento del retorno estimado del activo riesgoso en la regién 0 < ~ < 30,
para 8 = 0.95, obtenido al variar el nimero de semestres T que contiene cada periodo del modelo
(T'=1,3,5,10). El drea sombreada (') corresponde a la regién admisible para -, entre 0 y 10.

6.4.2. Datos para paises distintos a Estados Unidos

De acuerdo con los datos presentados en el cuadro (2.1), se observa que el premio al riesgo existe
también en paises fuera de los Estados Unidos. Por lo tanto, para probar la validez del modelo para

estos casos, es necesario emplear series de datos no estadounidenses.

Se seleccionaron dos paises para llevar a cabo esta prueba: Reino Unido y Japén. Esta eleccién se
debe a la disponibilidad de datos y a la diferenciacion clara que tienen respecto a Estados Unidos:
uno de ellos es una gran economia europea y el otro es una economia emergente asiatica. Como
activo riesgoso representativo se eligieron indices accionarios sobresalientes de ambos paises (FTSE
100 para el caso del Reino Unido y Nikkei 225 para Japén). Como activo seguro representativo se

eligieron los retornos de bonos del gobierno inglés a 8 anios (Bank of England, 2021) y los retornos
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de los bonos JGB japoneses a 10 anos (Ministry of Finance, Japan, 2021). Los datos del consumo
real per capita y el indice de precios se obtuvieron de la base de datos del Banco Mundial (Banco
Mundial, 2021a).

El cuadro (6.5) muestra los estadisticos descriptivos de los retornos de los activos riesgoso y seguro
para ambos paises. Se observa que la informacion es consistente con lo esperado para los dos paises:
la media del retorno del activo riesgoso es superior a la del activo seguro (lo que indica un mayor
rendimiento), mientras que la desviacion estdndar del retorno del activo seguro es menor a la del
activo riesgoso (lo que indica una menor volatilidad, que se asocia directamente al nivel de riesgo

del activo).

Pais Japén Reino Unido

(1974 — 2018) (1988 — 2019)
Activo Riesgoso Libre de riesgo Riesgoso Libre de riesgo
Observaciones 44 44 31 31
Minimo -44.57 -2.91 -30.49 -1.41
Maéximo 56.18 5.69 32.33 5.99
Media 4.43 1.57 7.33 2.48
Desv. estandar 21.76 1.99 14.85 2.25
Premio al riesgo 2.86 4.85

Cuadro 6.5: Estadisticos descriptivos de los retornos reales netos anuales (en porcentajes) del activo
riesgoso y del activo libre de riesgo para Japoén y el Reino Unido. El premio al riesgo corresponde a la
diferencia entre las medias del activo riesgoso y el activo libre de riesgo.

En este caso también es necesario llevar a cabo las pruebas de normalidad sobre el logaritmo de la
tasa de crecimiento del consumo, para verificar que dicha tasa siga una distribucién lognormal. El
cuadro (6.6) muestra los resultados de estas pruebas. Para un nivel de significancia a = 0.05, en
ningun caso se rechaza la hipotesis nula de normalidad, por lo que puede suponerse que la tasa de

crecimiento del consumo es lognormal.

Pais Prueba T=1 T=3 T=5 T =10
Tanén Shapiro 0.76 0.70 0.54 0.81
P Kolmogorov ~ 0.99 0.91 0.89 0.99
. Shapiro 0.18 0.88 0.84 0.54
Reino U ¢ lmogorov 0,76 0.99 0.99 0.94

Cuadro 6.6: Resultados de las pruebas de Shapiro-Wilk y Kolmogorov-Smirnov sobre el logaritmo
de Acty1, para cada valor de T = 1,3,5,10 (en afios) para los datos de Japén y el Reino Unido. Los
resultados reportados son valores p.

Las figuras (6.8) y (6.9) muestran los resultados de la estimacion, para longitudes de los periodos

del modelo de 1, 3 5 y 10 anos, para ambos paises, usando un factor de descuento subjetivo de

41



Retorno neto anualizado (%)

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Coeficiente de aversién relativa al riesgo

—_— 1, =0.2 —_— 1, =0.8 — =+ Activo riesgoso (media)
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—_— I = 0.6

Figura 6.8: Comportamiento del retorno estimado del activo riesgoso obtenido con datos de Japén en
la regién 0 < v < 30, para 8 = 0.95, obtenido al variar el nimero de anos T que contiene cada periodo

del modelo (T = 1,3,5,10). El drea sombreada (/1) corresponde a la regién admisible para ~, entre 0
y 10.

B = 0.95. Se aprecia que conforme aumenta el nimero de anos T la estimacién mejora para valores

del coeficiente de aversién al riesgo menores o iguales a 10 (regién sombreada).

Los resultados al estimar el retorno del activo riesgoso son consistentes con los obtenidos inicial-
mente, lo cual indica que el modelo y su especificacién son robustos a variaciones provenientes de
datos de otros paises, al menos para la informacién disponible para Japén y el Reino Unido. Las
estimaciones muestran, al igual que para la especificacion con los datos originales, una muy baja

sensibilidad al parametro S3.
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Retorno neto anualizado (%)

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Coeficiente de aversién relativa al riesgo
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Figura 6.9: Comportamiento del retorno estimado del activo riesgoso obtenido con datos del Reino
Unido en la regién 0 < v < 30, para 8 = 0.95, obtenido al variar el nimero de anos T" que contiene cada
periodo del modelo (T = 1, 3,5,10). El drea sombreada (') corresponde a la regién admisible para =,
entre 0 y 10.

43



44



Capitulo 7

Conclusion

En este trabajo se ha presentado una clase de modelos de equilibrio general que introducen choques
de consumo en la vida de los agentes, modeldndolos como un problema de informacién incompleta.
Esta caracteristica es la diferencia fundamental que tiene respecto otro tipo de modelos donde los

choques exdgenos se introducen en forma de variables aleatorias en la restricciéon presupuestal.

Con el objeto de llevar a cabo una prueba lo més sencilla posible, se eligié una especificacion
elemental, que considera inicamente tres periodos de tiempo y una economia de intercambio puro.
Al estimarla y compararla con los datos disponibles para Estados Unidos, la observacién maés
relevante es que la estimacién del retorno de un activo riesgoso (y por lo tanto del premio al riesgo
esperado) aumenta conforme: (1) la probabilidad subjetiva de observar un choque de consumo en
el segundo periodo del modelo se incrementa; y (2) el horizonte de inversién del agente se hace
mas prolongado. Sin embargo, aunque esta estimacion constituye una mejora respecto al escenario
base que no considera choques de consumo, no es capaz de replicar el retorno observado del activo
riesgoso elegido para coeficientes razonables de aversion al riesgo, incluso para probabilidades de

choque tan altas como 80 %.

Hay, sin embargo, una observacién fundamental que se deriva de este resultado, y es que efectiva-
mente los agentes exigen un mayor premio al riesgo cuando consideran que es mas probable sufrir
un choque en su trayectoria futura de consumo. Es posible que la incapacidad del modelo para
estimar exactamente el premio al riesgo observado se deba a la simplicidad de la especificacién
elegida. Por tal motivo parece razonable esperar que al modificarla adecuadamente se obtengan
mejores resultados. En este sentido hay al menos dos direcciones obvias en las que el modelo se

puede extender:

1. Una primera posibilidad es aumentar el nimero de periodos del modelo. La especificacién

estimada en este trabajo es de tres periodos, pero se puede elegir un niimero arbitrariamente
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grande o incluso infinito.

2. Como segunda posibilidad se puede introducir produccién en la economia del modelo, de for-
ma que el consumo se vuelva una variable endogena. Bajo este tipo de modelo, los activos
riesgosos pueden considerarse como acciones (shares) cuyos valores dependen de la producti-
vidad de las firmas. La ventaja de una economia de este tipo es que al aumentar el ntimero
de pardmetros a estimar es mas probable capturar con precision los efectos que se buscan
modelar. La desventaja es que el tratamiento del equilibrio y su caracterizacién teorica se

vuelven ligeramente méas complejas.

Sin embargo, aun sin considerar estas extensiones, el objetivo planteado inicialmente se ha cumplido:
se ha probado que la informacién incompleta respecto a choques futuros afecta el premio que los
inversores exigen por adquirir activos riesgosos, y hay motivos para pensar que bajo especificaciones
ligeramente m&s complejas la relacién entre ambos puede fortalecerse. En un equilibrio general
bajo incertidumbre, esto determina el precio en equilibrio de los activos, y por lo tanto modifica su
retorno. Asi, —y esta es la observacién fundamental que se desprende del trabajo— parece factible
que la solucién al acertijo del premio al riesgo sea formulable en términos de un modelo de equilibrio

general bajo incertidumbre con informacién incompleta.

Desde la publicacién del trabajo clasico de Mehra y Prescott (1985), que utiliza como modelo fun-
damental la economia de intercambio propuesta por Lucas (1978), la literatura que trata el acertijo
del premio al riesgo ha crecido en complejidad, pues mientras los modelos mas sencillos han fallado
en explicarlo satisfactoriamente, se han propuesto gradualmente formulaciones méas abstractas, mas
generales y mas dificiles de interpretar, requiriendo frecuentemente herramientas matematicas me-
nos accesibles. En este sentido, una ventaja importante de la clase de modelos presentada en este
trabajo es que preserva la simplicidad de las aproximaciones «clasicas» al problema de valuacién de
activos, donde la tnica modificacién sustancial se encuentra en una funcién de utilidad esperada
dependiente del estado de la naturaleza y en los supuestos que se hagan sobre la distribucion de
probabilidad de dichos estados.
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Apéndice A
Apéndices

A.1. Solucion del modelo basico

En este apéndice se muestra el procedimiento para resolver el problema

mzéx E¢[u(er) + Bul(cist)] s.a. Ct = Yt — 2Pt

Ct+1 = Y1 + 2 X1

El problema se puede resolver optimizando directamente sin emplear multiplicadores de Largange.

La condicién de primer orden es

dettq
dz

de
E: U/(Ct)df; + Bu' (cr41)

Al derivar las restricciones presupuestales con respecto a la variable z se obtienen

deg
dz Dbt
degyr
= X
P t+1

Sustituyendo en la condicién de primer orden y resolviendo para p; se obtiene

_ BE U (er1) Xea] B! (cr+1) X1
M R (@) ‘Et[ () }
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Finalmente, haciendo myy1 = Su/(¢i41) /' (¢r), se obtiene

pr = Ey [mt+1Xt+1]

que es la expresion correspondiente a la ecuacién (2.3).

A.2. Derivacién de la cota para el premio al riesgo

En este apéndice se muestra el procedimiento algebraico para llegar a la expresion

[E[R—RT]| _ o(m)

<
o(R)  ~ E[m]
a partir de las siguientes dos ecuaciones:
1 = Ei[mu1Ri]
1 = R{+1Et [miq1]

Las expresiones anteriores implican simultdneamente que

Eimi1Rey1] = R{HEt [m241]
Ey[my 1| Ee[Riga] + covi(mirr, Ris1) = Rl Bylmep)
COVt(mtJr]_, Rt+1) = R{JrlEt[mtJrl] - Et [mt+l]Et [RtJrl]

La covarianza condicional de m;41 y Riy1 puede escribirse como

cove(mig1, Rir1) = pe(mis1, Rep1)oe(meyr)oe(Reg1)

donde pg(myy1, Rit1) es el coeficiente de correlacién condicional entre my41 y Ry, o¢(mey1) es la
desviacion esténdar condicional de my1 y 0¢(Ry+1) es la desviacion estdndar de Ryy1. Por lo tanto,
se tiene

pe(mis1, Re1)or(me1)oe(Ris) = R Eelmisn] — Eelme1|Ee[Resa]

Resolviendo para el coeficiente de correlaciéon condicional se obtiene

Rl \Ei[mes1] — Belmi1]Be[Reta]
o(m)o(R)

pe(myy1, Rey1) =

que puede escribirse mediante dlgebra simple (y advirtiendo el hecho de que R{ 41 es constante
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respecto a la informacién en ¢, lo que implica que Rf 1= E [R[ +1)) como

pt(myy1, Rey1) = Et[mtﬂ](R{H — E¢[Ri11]) _ _Et[mt+ﬂEt[Rt+1 — R{H]
+15 Fg ot(myg1)or(Rit1) ot(mit1)ot(Rit1)

El coeficiente de correlacién estd acotado entre —1 y 1, por lo que

~ Ei[my 1By [Rey — Rf,|]
ot(mi41)oe(Reqr)

<1

Dado que o¢(-) > 0y myy1 = Bu/(ceq1)/u (er) > 0 (esto se deriva del supuesto de que u(-) es
creciente), se tiene que
Exfme] e Res1 — RY ]|

<1
or(miy1)ot(Rit1)

Tomando los valores esperados (no condicionales) en ambos lados de la desigualdad se obtienen
términos independientes del tiempo que corresponden a los valores esperados (que se denotan sin

subindices):
m|R — RY|
— <1
o(m)o(R) —

Reescribiendo se obtiene
[R=RI| _ o(m)

oR) — m

que es la expresién buscada.

A.3. Derivacién de la aproximacién para o(m)/m

En este apéndice se muestra la forma en que puede derivarse la aproximacién

o(m)

~ vyo(Ac)

a partir de dos supuestos: (1) que la tasa de crecimiento del consumo Aciy1 = ¢i41/¢¢ sigue una
distribucién lognormal con media p y varianza o2(Ac), y (2) que la funcién de utilidad es isoeldstica
(CRRA): u(c) = (¢'=7 = 1)/(1 — 7).

En primer lugar se sabe que myy1 = Su/(ci1) /4 (¢r), 1o que implica que

M1 = 5UI(CH1) =0 (CtH)W = B(Acty1)”

u'(cy) ct
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Dado que Acgiq es lognormal, entonces Y = In(Act41) es normal con media py y varianza o2. A

su vez, esto implica que (Aci11)™ 7 = exp(Y) ™7 = exp(—7Y).

Entonces, la esperanza condicional de my4 1 es:

Eimip] = B [B(Acii1)]
= PE¢[exp(—Y)]
Bexp(—yE[Y] 4 7*var,(Y)/2)

Siguiendo un procedimiento andlogo, observamos que E[m?, ;] = 2 exp(—2yE[Y] + 2v2var,(Y)).

Con esto podemos calcular la varianza condicional de my1:

vari(mip1) = Ey[miy] — Eimiga]?
= BPexp(—2yE[Y] + 2v*vary(Y)) — [Bexp(—yEi[Y] + v2vary(Y)/2)]?
= B2exp(—27E{[Y] + 2v*vary(Y)) — B2 exp(—27E;[Y] + 72var(Y))

Tomando los valores esperados no condicionales (y recordando que E[Y]| = py y var(Y') = oy ) se

obtienen términos independientes del tiempo:

m = Bexp(—ypy +7%0%/2)
var(m) = B%exp(=2yuy +27°0% — B2 exp(—2yuy +7°0%)

(Es importante recordar que m denota el valor esperado del factor de descuento estocéstico, se

escibe sin el operador E[-]) para simplificar la notacién).

Por lo tanto:

o(m) \/52 exp(—2ypy +2720%) — B2 exp(—2yuy +7%0%)
m Bexp(—yuy +7%0%/2)

= y/exp(v?0%) -1

La funcién exponencial se escribe en forma de serie de potencias como exp(z) = > 7, 2% /k!, por
lo cual se puede aproximar empleando los dos primeros términos de la serie como exp(z) ~ 1 + x.

Entonces:

o(m)

o \/exp(’ﬂa%) -1~ \/(1 +72a%/) —1=~oy
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Finalmente, dado que Y = In(Aci11) &~ Aceyr1 — 1, entonces oy ~ o(Ac). Asi,

o(m)

~ A
- yo(Ac)

que es la expresién buscada.

A.4. Cuantificacion del efecto de la aversion relativa al riesgo

En este apéndice se muestra la forma de determinar la eleccién de un agente entre dos loterias,
dependiendo del nivel de aversién relativa al riesgo 7. Se asume que las preferencias del agente
estan representadas por la funcién de utilidad u(z) = (z'~7 —1)/(1 —~) (CRRA) y que la utilidad

esperada admite una representacién von Neumann-Morgenstern.

Se considera una loteria £ con dos posibles resultados o y 5. Las probabilidades de ocurrencia son
p, 1 — p respectivamente: £ = (po «, (1 —p) o 8). La utilidad esperada que obtiene el agente al

jugar la loteria L es

177_1 5177_1 1774_(1_ )6177_1

«Q po p

(£) =pu(a) + (1 —p)u(B) =p T +(1-p) T T

Para calcular los resultados del ejemplo considerado en el texto, suponer que existen dos loterias:
la loteria A ofrece $100 o $10, ambos con probabilidad 1/2 (lanzando una moneda por ejemplo);
mientras que la loteria B ofrece $11 siempre, sin riesgo (es una lotergia degenerada). Formalmente,
L4 =(1/20100, 1/2010) y Lg = (1 0 11). Las utilidades esperadas correspondientes son

1/2)1001=7 + (1/2)101—7 — 1 117 -1
(1/2)100'7 + (1/2)10  Ues) =
L=y 11—~

U(La) =

El agente prefiere débilmente L4 siy s6losi U(L4) > U(Lp), lo cual implica que U(L4)—U(Lp) >
0. Las expresiones para las utilidades esperadas pueden tabularse facilmente para diferentes valores

de 7. Al calcular la diferencia U(L4) — U(Lp) mediante un algoritmo de Python se obtienen los
resultados de la tabla (A.1).

Se observa que para y > 9 la diferencia U(L4)—U(Lp) es negativa, lo que implica que la preferencia
del agente es U(Lp) Z U(L4).
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vy U(La)—U(Lp) Loteria preferida
5 4.57 x 10706 A
6 2.42 x 10797 A
7 1.07 x 10798 A
8 1.88 x 10710 A
9 —4.19 x 10711 B
10 —8.43 x 10712 B
11 —1.14 x 10712 B
12 —1.36 x 10713 B

Cuadro A.1: Diferencia entre la utilidad esperada de la loteria A y la loteria B para valores dados
del coeficiente de aversion relativa al riesgo ~.

A.5. Solucién del modelo de equilibrio general

Se resolvera el problema
méx Eolu(c)) + Bu(ch) + mafu(ch)]

ri,sh
sujeto a
poch < pow + qro + ¢’ sh
prch < Xpri4 X'tfsi parat >0
ré + r’i + ré =0
sh+si+sy, = 0

donde u : Ry — R es estrictamente creciente y céncava.

Se observa en primer lugar que la funcién de utilidad se puede escribir como u(ch) + Eo[Bu(c}) +

WQBQu(cé)] pues el consumo en t = 0 es Fp-medible. La condicién de primer orden para ré es

i
dcy

i
;. 0ch
: —=
org,

- Oct
+Ey |8ul(e) 20 1 mypul () 2
0 0

u'(ch)

Empleando el conjunto de restricciones se encuentran las siguientes formas para las derivadas

parciales:

dch/ory = a/po
ocijorl = —X;/p: parat >0
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Al sustituir en la condicién de primer orden se obtiene

X X
u'(co)i -E [Bu’(czl) + BQU’(C’)ZI =0
Pbo 1 p2
y, resolviendo para ¢:
* Po 1/ 1 2 1/ Xo
= ; c1)— + mp u(cy)—
e [ﬁ (64) 5+ matu( >p2]

Dado que v’ (c(i)) es Fo-medible, se puede tratar como constante respecto al operador Eg. Asi, el

precio en equilibrio se puede expresar como

q*zpoEo ﬁU(C )Xl + 62“(012) X2 - F 5@6 (Czl) Xl g 52’&(012)&
w'(ch) p1 u'(ch) p2 w'(ch) pr W (c) pa

que es la ecuacion de valuacién del activo riesgoso, donde en la iltima expresién el precio del bien
de consumo en ¢ = 0 se ha normalizado a pg = 1. El problema respecto al activo riesgoso (al elegir

s() es simétrico, por lo que la solucién es andloga:

10y v A ¢
q;:Eolﬁu(cl)){l_’_ 52u( >X2]

u'(ch) p1 2 u'(cy) P2

Resta verificar que en el éptimo efectivamente se alcance un maximo. Para ello se calcula la condicién

de segundo orden para 7"6, que es

| ) e\ 2\
u” > (cp) (;()) +Eo | Bu” > (&) (p;) + mo B2 > (c ) <p22>

Dado que v” > () < 0, 8 >0y m > 0, la condicién de segundo orden es estrictamente negativa,
por lo que el éptimo (g*, q}) corresponde a un maximo de la funcién de utilidad. El caso respecto

a s; es idéntico.

A.6. Derivacion de los momentos centrales de o,

Se parte de las siguientes expresiones para 01 y do:
61 =BAcT, by =B*Ac; Ay
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y del supuesto de que A¢; tiene una distribucién lognormal con media p y varianza o2, y que sus
observaciones son independientes. Por lo tanto, Y = In(Ac¢;) tiene una distribucién normal con

media gy y varianza o%. Entonces, Ac; = exp(Y), y por lo tanto Ac; 7 = exp(—7Y).

Ademads, se sabe que si Y es normal N (,uy,a}?,), entonces el valor esperado de su exponencial es

Elexp(Y)] = exp(E[Y] + var(Y)). Con esto es posible calcular los momentos de 81 y do:

E[6] = E[BACI’Y]
= PE[exp(—7Y)]
= Bexp(—yuy +7%0%/2)

E[0)] = E[*Ac;"Ac”]
= E[fAc; "] E[fAc,”]
[61]7

I
=

= f2exp(=2yuy +%0%)

var[d] = E[6{] — E[61]?
= E[f*Ac; V] — B exp(—2vuy +720%)
= BPexp(—2ypy +27°0%)
—B% exp(—2vpy +770%)
= B2exp(—2yuy + 203 ) (exp(y’0y.) — 1)

var[dy] = var(B*Ac; " Acy”)
= var(d101)
= var2(61) + 2E[51]2var(51)
= B'exp(—4yuy + 29707 (exp(vPoy) — 1)
+28" exp(—4ypy + 29%0%) (exp(v05) — 1)
= Bexp(—4yuy + 2903 ) (exp(v20y,) — 1)(exp(v70%) + 1)
= Bhexp(—dyuy +29%0%) (exp(27°0y) — 1)
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Sin embargo, las expresiones de los momentos estan en términos de los parametros py y 032,. Se

observa que, por la definiciéon de Y,

MY—E[ln(Ct)} zE[Ct_Ct_l] —E[“—1] —E[Ac—1]=p—1

Ct—1 Ct—1 Ct—1

y analogamente para la varianza:

0% = var (ln <Ct>> A var (Ct_ct_1> = var <ct - 1) = var(Ac¢; — 1) = o2
Ci—1 Ci—1 Ct—1

Sustituyendo en las expresiones de los momentos centrales de §; y do se obtienen las expresiones en

términos de p y o

E[61] = Be~V(u=D+?0%/2

E[02] Ble~2(u=1)+70?
var(d;) = ﬁ2€_2’Y(“_1)+7202(6W202 )
var(8y) = Ble~hlu—D+2ie® (e qy
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