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A mis padres y hermano,

A Dn, José 0., Urbina.



Une fourmille de dix-huit métres,
Avec un chapeau sur la tete;
Ca n'existe pas, Ca n'existe pas...

...et pourquoi? pourquoi pas?

Vieja cancidn popular francesa.
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El presente trabajo fué iniciado estando prdoxima la primavera de 1971-
en la biblioteca del Colegio de México, en México, D.F. la primera intencidn
era probar una hifbtesis relacionada con una falla en el mercado de trabajo
con efectos en la distribucién de la produccidn, y que era originada por un
retardo en la respuesta de los centros productores de los diferentes tipos-
de trabajador, con respecto de las seflales de precios (sueldos y salarios)-
surgidas dentro de la misma organizacidn para la produccidn. A estas fechas
el asesor fué el licenciadoc Francisco Javier Alejo L.

En el transcurso del iltimo bimestre de la maestria, el segundo ase -
sor, Dr. David Barkin, hizo ver que el trabajo que se estaba intentado rea-
lizar requeria de la elaboracidén de un modelo de equilibrio general para el
mercado del trabajo que, dada la poca experiencia del autor lo limitado -
del tiempo (se suponia se debia utilizar el {iltimo semestre de la maestria-
para realizar esta investigacidn), era practicamente imposible de llevar a-
cabo.

Para aprovechar el material leido vy lo que se habfa avanzado, se refor
muld el proyecto de investigacibén hacia "un método para evaluar, en forma -
indirecta las modificaciones de los coeficientes elasticidad producto en -
una funcidn agregada de produccidn: el caso de la Cobb-Douglas".

En esta etapa fueron estimulantes las criticas del Dr. Safil Trejo Re -
ves y del tercer asesor el profesor Guillermo Vitteli, por parte de los pro
fesores de E1 Colegio de México y, asimismo de un estimado amigo, miembro -
de la primera generacidn de maestros en Economia Industrial del I.P.N. (y -
el iltimo de los asesores) el Lic. Jorge Ramirez Cruz, actual director de -
la Escuela de Economia de la Universidad Autdénoma de San Luis Potosi.

Debe hacerse un reconocimiento a todos ellos, y en forma muy especial-
y por separado al Actuario Miguel Cervera, cuya colaboracidn en los aspec -
tos matemlticos fue definitivo.

Antes de dar por terminadas estas primeras lineas, se debe dejar cons-

tancia de que los errores contenidos en la investigacidn son de la entera -
responsabilidad del autor.

Guadalajara, Jal., 1973

J., T. Vives Urbina.
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En los Gltimos afios, en México, ha sido creciente el inte
rés en disefiar politicas orientadas a resolver los problemas que plantea -
una inequitativa distribucidn del Ingreso (tanto poblacional factorial como
geogridficamente) sin embargo, para diseflar tales politicas es necesario con
tar con estudios que ayuden a definir y dimensionar la magnitud de tal pro-
blemdtica en el tiempo; es decir, que la toma continua de decisiones .acerca
de los problemas citados arriba requiere de una revisidn continua, de estos
fendmenos que son dindmicos; tal como lo es, en lo particular, la explota -
cidn relativa entre los factores productivos trabajo y capital.

Asi mismo en otras ocasiones es interesante indagar sobre
la explotacidn relativa entre las diversas ''calidades" de fuerza de traba -

jo.

Ahora bien para la realizacidn oportuna del flujo de estu
dios mencionados en el parrafo anterior, dadas las "herramientas" de inves-
tigaci?n de que, nos proveen algunos de los estudios econémétricos més cono
cidos ,2/generalmente se requiere de la existencia de una cierta cantidad de
informacidn Estadistica, que, en paises como el nuestro no existe o es di -
ffcil de obtener. Ademds de la relativa estaticidad de los resultados cbte-
nidos mediante estos métodos.

El propbsito de este trabajo es disefiar un instrumento al
ternativo de analisis, para observar el comportamiento de fendmenos del ti-
po de los descritos en los primeros parrafos; el cual presente el minimo de
problemas en cuanto a requerimientos de informacién estadistica y ademds, -
permita, oportunamente, tener una idea de la dinadmica de tales fendmenos.,

Por supuesto, lo que se pretende, tal vez, implica sacri-
ficar un cierto grado de precisidn y algo de la integralidad que ofrecen -~
los métodos mds completos y sofisticados, sin embargo, como afirma Ricardo-
Carrillo 2/refiriéndose a 1lds técnicas y objetivos de la planificacién en -
un pais determinado "cae dentro del terreno de la responsabilidad de sus =
respectivos economistas, que deberidn adaptar, modificar, sustituir o dise -
flar, de acuerdo a las condiciones particulares a que se enfrenten, las téc-
nicas adecuadas de la planificacién, ya sean de aportacidn original u obte-
n idas del acervo tecnoldgico internacional que habiendo sido edificado sobre
el supuesto general de simplificaciones universales, necesariamente deberdn
de ser redisefiadas de acuerdo a lo que de ellas se demande en cada caso par
ticular”.

Con base en el Gltimo parrafo se debe aclarar que con el presente tra-
bajo no se pretende dar a luz algo nuevo o completamente diferente a lo que

1, Ver, por ejemplo, Segura j. "Funcidn de Produccién, Macrodistribucién y
Desarrollo”" Ed. Tecnos. Madrid (1969) Pags.
37 y 38.

También ver, Brown M. "A measure of the change in relative Explo-
tation of the capital and labour'.« Review-
of Economice and Statisties. (1968)

2, Ricardo Carrillo Arronte. Ensayo Analftico Metodoldgico de Planifica-
cibn Interrigional en México. Fondo de Cul-
tura Econémica (1973)
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ya existe, sobre el tema; sino que se trata de un esfuerzo por resolver el-
problema metodoldgico apuntado en los pérrafos anteriores, utilizando algu-
nos conceptos e instrumentos econométricos lo mas adecuadamente posible.

Ahora bien, seglin lo que aquf se propone cabe hacerse una pregunta, -
i qué tan validas son las aplicaciones de los andlisis de origen tedrico a -
los fenfmenos reales? Muchas de las veces, su valor es casi nulo_ll pero -
por supuesto, ello no implica que no se deban seguir haciendo intentos por-
acercarse, a esa zona formada por los puntos en donde la teoria y la reali-
dad "deberfan" coincidir.

Se esta, pues, consciente de las dificultades que el tratamiento del -
tema presenta, y de la limitada capacidad de que se dispone para resolver -
las.

En la primera parte del trabajo se intentard precisar los objetivos ex
poniéndolos en una forma explicativa, Asi tambi&n, se precisarén las iz
mitaciones, inherentes a los supuestos tedricos que aquf se manejan; todo -
ello se hari con el ocbjeto de informar al lector en cuanto al alcance real-
de lo que aqui se discutira.

Posteriormente se hari un resumen scbre la forma como se empleardn los
conceptos tedricos que serviréin como base formal de apoyo del método de -
anflisis que se propondra.

Antes de entrar en el andlisis, que propiamente constituye el esfuer -
zo del autor, se presentard la funcién produccidn Cobb-Douglas y se sefiala-
rén las caracteristicas que de esta funcidén se aprovecharin para fundamen -
tar algunos puntos proposicionales del esquema que se expondri en el capitu
lo tercero. -

Una vez que se haya desarrollado la parte medular de la tesis se some-
terd el anflisis propuesto a un caso que simule un fenfmeno real para obte-
ner de ahi algunas conclusiones con las que se dard por terminado el traba-

jo.

1/ En este aspecto, Julio Segura en su libro "Funcidn de Produccidn, Macro-
distribucidn y Desarrollo” (1959) dice en la p8gina 174: ",..el cuidado-
80 estudio de los errores, de las hipStesis falsas y de las incorrectas-
utilizaciones en el anflisis econdmico a lo largo del tiempo as el dnico
medio de que dispone o) economista para conocer el proceso de desarrollo
de la ciencia econfmica, que no se basa sino en la sucesiva proposicidn-
de hip8tesis explicativas, instrumentos de anélisis y teoremas significa
tivos que poco a poco, van depuréndose por medio de la experiencia y del
an8lisis empirico, elimindndose unos, modificéndose otros y dando como -
consecuencia un cuerpo de conocimientos cada vez mds perfecto”.
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A. LOS OBJETIVOS.

De las dos facetas, que sobre la explotacidn relativa factorial, fueron
mencionadas, se selecciond la segunda (sobre las diferentes calidades de -
trabajo) como el término de referencia para desarrollar el método que aqui-
se propondri: ya que, como se verd mas adelante, el instrumental para anali
zar este aspecto esta incluido en el que se necesita para analizar el refer
ente a la explotacién relativa entre trabajo y capital.

A continuacién se propone la idea sobre la posibilidad de que los coe-
ficientes elasticidad producto de los diferentes tipos de trabajo (segiin -
su calificacidn) manifiestan alguna variacibn significativa a través del -
tiempo; asi,se puede suponer que, cuando se trata a estos diferentes tipos
de trabajo como un factor homogéneo, las variaciones de los coeficientes -
elasticidad producto de los diversos tipos de trabajo no pueden ser observa
dos; pero que dichas variaciones pueden ser percibidas si el comportamiento
de cada coeficiente puede ser aislado.

Todo lo anterior puede expresarse de la siguiente manera:

Si suponemos la existencia de una funcién preoduccidn de la forma:

: Bn
1 IJ2 IJ3 * ° » I.ln

en la cual denominamos L1 trabajo altamente calificado, L2 trabajo de cali-

ficacidn media y asi hasta Ln que expresa el volumen de trabajo no califica
do empleado. Entonces 81, B PR B representardn sus correspondientes coe

ficientes elasticidad producto. Ahora bien, si no se puede observar la pri-
mer funcidn propuesta por no existir los datos necesarios para ello./ enton
ces el analista se ve obligado a considerar a L1, L ...Ln como un solo tipo

de trabajo "L" con lo cual la funcidn inicial queda como q = AK* LB y por -

ello, aunque existan cambios de valor entre los Bi, &stos, no pueden ser -
percibidos porque se han globalizado tales coeficientes elasticidad produc-
to en una sola B.

Asi pues, impulsado por un deseo de aproximarse al conocimiento de lo-
que suceda con los coeficientes mencionados, el autor propone el asquema de
andlisis que en los capitulos siguientes sera desarrollado.

1/ Julio Segura. Funcién de produccidn, macredistribucidn y desarrollo.
Ed. Tecnos, 1969, pags. 37-38. En el anexo 1 se amplfa esta discusién.

2, Existen algunos datos aislados (de calidad estadistica dudosa) peroc en -

ningfin caso son suficientes como para calcular regresiones; ademis es -
precisamente sujetos a esta restriceidn que queremos desarrollar nuestro es
quema analitico.
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Antes de seguir adelante debemos aclarar que el método que se propondrd
no pretende encontrar valores absolutos de los cambios en los coeficientes,-
sino conocer sus tendencias.ly tal vez, alguna aproximacién acerca de la in-
tensidad de dichas tendencias./ Por otra parte, se debe dejar asentado que -
la aplicacifn misma del método y su 1nterpreta¢ividad son simples, (puesto -
que simple es la informacidn con que se cuenta) lo que seguramente si resul-
ta un poeo complejo, es el mecanismo para formalizar el sentido econdmico in
herente a la metodologfa; el cual, & su vaz, nos dard las herramientas de in
terpretacidn a ser empleadas en el Mmismo método; es decir, gran parte de la-
utilidad de este trabajo es la posibilidad que brinda para elaborar, elimi -
nar y corregir hipstesis; por medio de su material para la interpretacién.

1/ Siguisndo lo concluido en el estudio de Julio Segura (1968) op. ecit. pég.
176 en donde utiliza la funcidn produccién, enfocada el problema macrodis
tributivo, y en donde afirma que s8lo pueden hacerse enunciaciones como:=
"La tendencia de la participacién relativa del trabajo en la renta nacio-
nal es de una determinada clase'.

2 Debido a la definicién misma de "funcién de prodnecién, donde estd impli-
cito lo estdtico del estado de las artes, existe una pparente contradic -
cién con la pretensién dinimica de conocer la tendencia de cambio de los-
valores de los parémetros de la funcidn misma., Anteriormente se considera
ba que el valor de estos parfimetros era relativamente estable; en la ac -
tualidad no". Véase Enrique Cosfo Pascal (1987) Funciones de Produccién y
Madicién del Cambio Tecnol8gico (tesis) pég. 7.
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B, LAS LIMITACIONES.

Muchas veces y por alguncs de los mejores economistas han sido trata -
-das las limitaciones que surgen ante la aplicacisn de la teoria neoclésica-
para el anflisis del mundo econdémico, real, actual, por lo tanto aqui solo-
se seflalan las principales criticas refer;das a los supuestos tedricos cen-
trales incluidos en el planteamiento de este método; y asi, sin pretender -
rebatir tales sefialamientos criticos, se intentard justificar en lo posible
2ste trabajo.

Al proponer un método para observar el comportamiento de ciertos pari-
metros estrictamente asociados con el sistema de distribucidn basado en la-
teoria de la productividad marginal de los factorea; debe hacerse implici -
‘tos los supuestos de:

a) Competencia perfectal/los cuales ya han sido criticados -
ampliamente por J. Robinson (en sus trabajos sobre competencia imperfecta)-
y J. Chamberlin (en sus estudios sobre competencia monopolistica).

b) De entre los supuestos2/implicitos, en el supuesto gene -
ral sobre la existencia de competencia perfecta; destaca el de "perfecta mo
vilidad de los factores"; el cual ha sido fuertemente atacado, debido a que
(en cuanto a la adaptabilidad del faetor capital) ello implica que la eceno
mia que se analiza se encuentra en un "estado estacionario” o sea que la re
lacién capital/trabajo se mantiene constante. En el mundo real ninguna de -
estas cosas es cierta.

¢) No obstante la orftica mds relacionada con el método que-
aqui se estudiard proviene de Kaldor3{..!'resulta arbitraria y artificial -
cualquier distincibén tajante entre un movimiento a lo largo de una funcidn-
de produccién, con una situacién dada de conocimientos, y un desplazamiento
en la funcidn causado por un cambio en la situacién de conocimientos", pero,
de este hecho, como afirma Segura, ya estaban conscientes quienes han utili
zado la funcién de produccidn en el campo de la dindmica (aunque en nuestro
caso particular se trate de estdtica comparativa); el mismo Kennedy4/desta-
cd cémo una innovacidn ahorradora de mano de obra podia resultar estimulada
por una disminucidén del precio relativo de este tipc de miquinas, por lo -
que es dificil distinguir entre desplazamientos de la funcién debidos a la-
innovacidn y el movimiento sustitutivo de un factor por otro debido a la va
riacibn relativa de los precios. Sin embargo estas limitaciones no lo lleva
ron a rechazar la utilizacién de la funcidn neoclésica.

1, Esto es necesario para poder concluir que a los factores se les retribu-
ye de acuerdo a su productividad marginal,

Esta critica estf relacionada con la intencién de aplicar un instrumento
de andlisis para fenfmenos estdticos al campo de la dinémica.

Mencionado por Julio Segura (1969) op.cit. pdg. 153; pie de pigina # 128.

Kennedy: The Character of Improvements and of Techinical Progress en -~
"Economic Jourpal” 1962, pdgs. 907 y ss; citado por Segura (1969) op. -
cit. plg. 154.

N

L
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Con respecto a esta filtima limitante, debe decirse que gran parte del-
esfuerzo realizado en la elaboracién del presente esquema, lleva implfcito-
el intento de eliminar, en cierta medida, "la arbitrariedad” en la interpre
tacidn de lo que acontece con los pardmetros de la funcién Cobb-Douglas -~
cuando ocurren movimientos scbre la funcifn y los desplazamientos de la mis
ma.

Por filtimo, deben mencionarse dos limitaciones importantes adicionales
al uso de la funcidén de produccidn; d) La dificultad de medir tedricamente-
el capital; la cual se ve agravada cuando se trata de un andlisis a largo -
plazo ya que el simple paso cuatitativo del uso de una cantidad cualquiera-
de capital a un monto mayor implica necesariamente una reorganizacidén del -
proceso productivo, es decir, que ambas cantidades son cualitativamente dig
tintas.

e) E1 supuesto de que la oferta de factores productivos es infinitamen
te eldstica; el cual tal vez pudiera tener cierta validez si el perfodo a -
ser analizado, mediante el instrumeéntal propuesto, es extremadamente corto.
Con este supuesto al mismo tiempo se estd pretendiendo que la demanda de -
factores (implfcita en la funcibn) es la finica determinante de los precios-
y cantidades que rigen en los mercados de factores. A este respecto, apunta
Julio Segura, como unoc de los importantes campos abiertos para continuar -
los estudios de la funcidn de produccidn: "El andlisis del comportamiento -
de la oferta de factores productivos que nos permita dotar de contenido em-
pirico a sus limitaciones y analizar la influencia de éstas en los modelos-
de desarrollo"”. En el "entretanto" aquf se ofrecerf un alternativo método -
de anflisis que, aunque lleva implicitos todos los inconvenientes apuntados,
se propone enh el apoyo de las palabras de un gran conccedor de esta mate -
ria. . . "Nunca he pensado en las funciones de produccidn macroeconémicas -
como un concepto rigurosamente justificable. A mi modo de ver, son, o bien-
una parfbola ilustrativa, o, de lo contrario, un simple dnstrumento para ma
nejar datos, para utilizarlo en tando d& buenos resultados empirices y aban
donarlo tan pronto como ocurra lo contrario o como aparezca algo mejor".l

1/ Palabras de Robert M. Solow en su critica a la obra de J.R. Hicks "Capi -
tal and Growth".:
Citado por Julio Segura (1969) op. cit.pég. 178.
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RESUMEN DE LA FORMA EN QUE SE
EMPLEA EL MARCO TEORICO
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El conjunto de los puntos en el plano PAGO AL FACTOR - CANTIDAD DE FAC
TOR UTILIZADA debe estar relacionado con el conjunto de posibles alteracio-
nes en el valor de los parémetros de la funcibn producciénl/ (lo anterior im
plica que la forma explicita de la funcidn no cambia, sino s6lo el valor de
sus pardmetros).

La ruta pretende encontrar la coleccién de normas o reglas que sistemd
t icamente relacionan ambos conjuntos (el primero seria el definido por la -
funcidn produccidn; el segundo por la funeidn de productividad marginal de-
cada factor). De esta manera al observar un par de puntos en el plano del -
segundo conjunto (correspondientes, cada uno, a fechas diferentes) podamos,
més o menor organizadamente, inferir, lo que tuvo que suceder dentro de la-
funeibn de produccidn misma; para que tal cambio de valor ocurriera.

Por supuesto los cambios que nos interesard, preferentemente, identifi
car; serén los de los valores de los coeficientes de elasticidad producto?]

El procedimiento a seguir es el siguiente:

1) Definir alguna forma de funcidn produccidén agregada3{ después-
( aplicando la teoria de la distribucién)i/

2) Seccionar la funcidn de tal manera que se pueda analizar cada-
factor por separado, pero sin perder de vista lo que ocurre en simultanei -
dad con los demdsd

3) Observar el comportamiento de la funcién de productiwidad mar-
g inal de cada factor, bajo las siguientes condiciones®s

Ver Ferguson: Microeconomic Theory (1969) figura 6.2.2. pég. 150,
Ferguson (19569) Op. Cit. seccidn 5.4.c pdg. 140.

Tomando en cuenta lo discutido en Lester B. Lave Technological Change -
its Conception and Measurament (1¢66) pdg. 13-15 supondremos una funcién
Cobb-Douglas. Ver Ferguson (1969) Op.Cit. apdo. 5.4 pég. 137-143; Yamane
T. Matemdticas para Economistas pdg. 98; Enrique C. Pascal (1967) Op.Cit,
pég. 3-8

5, Aunque aqui se le observa como una funcidn micro-econémica, la idea es -
similar, Ferguson Op. Cit. (1969) cuadro 6.1.1, p&g. 147, figura 6.2.1.-

pdg. 149 y figura 6.2.2 plg. 147, la forma de agregar esta funcién puede
verse en Julio Segura (1969) Op. Cit. pég. 27-28.

6/ Viéndolas por separado y combinando dichas condiciones.

et



a. Ante un incremento del volumen de todos los insumos utili
zados, sin modificar las elasticidades-producto.

b. Ante una modificacidn de la elasticidad producto del fac-
tor analizado. '

c. Ante un cambio en todos los valores de las elasticidades-
producto y en las cantidades de insumos.

4) Traducir estas curvas de productividad marginal de manera que-
representen curvas de valor de la productividad marginal (v.P.M.)1y

5) Considerar que los empresarios son maximizadores de beneficios 2
y por tanto, que el V.P.M. es igual al pago al factor empleado§£

6) Considerar que de la funcidén-produccidn agregada propuesta, se
ha generado la curva de la demanda total del sector por cada factor analiza
do.

7) Aplicando lo encontrado en el punto tres, tratar de definir al
gunos puntos sobre las curvas de demanda potenciales(de cada factor por se-
parado) y ver si es vilido hacer comparaciones (dados los supuestos) entre-
dichos puntos, suponiendo que la oferta se situari en donde las condiciones
de la demanda lo determinan. Estas comparaciones nos indicardn la direccidn
de un posible cambioc en el valor de los coeficientes elasticidad producto -
y tal vez algunas otras caracteristicas de dicho cambio.

A continuacisn se har& un paréntesis para presentar la funcién produc-
cidn Cobb-Douglas, para descender, en el capitulo subsecuente, el andlisis-
del C.E.P. as personas que ya estdn familiarizadas con esta funcidn pueden,
s in perder la hilacifn del tema central, omitir la lectura del capitulo si-
guiente, sin embargo es recomendable leer lo referente al anilisis del coe-
ficiente elasticidad producto.

1) Ferguson figura 13.21 Op. Cit. pég. 362.

2, Una critica fuerte a este supuesto la constituye el libro de Alfred Lau-
therback: Men, Motives and Money; (1954).

3/ Ferguson Op. Cit. pie de pdgina 10 en la p&gina 364.

Teniendo una curva de demanda para un insumo; si hay otros sectores que-

compitan por los insumos con el sector analizedo, y los precios relati -

vos entre ellos (los insumos) se modifican, entonces se podria considerar
hecho el ajuste que es necesario cuando varios insumos variables son con

siderados, es decir, tomar en cuenta el efecto producto, el efecto subs-

titucidn y el efecto maximizacibn. Ver Ferguson Op. Cit. pégs. 364-368.

Los supuestos en los puntos (4) y (5) equivalen al supuesto de Solow -
(1957) Technical change and the Agregate Production Function. Review of-
Economies and Statistics. P&g. (320); también para una funcién agregada.



CAPITULO 1III
LA FUNCION PRODUCCION COBB-DOUGLAS
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La forma explfcita de la funcibn es: 1/
a=kK1h ...

en donde q es el valor agregado; K representa'el capital y L el insumo de ma-
" no de obra. Los coeficientes =y 3 son los coeficientes elasticidad producte de-
los insumos capital y mano de obra respectivamente.

Cuando =+ B= 1 entonces la funcidn es homogé&nea de primer grado 2/; lo -
cual tambidn implica que existen rendimientos constantes a escala, Esta carac-
teristica de la funcidn es clave para el procedimiento a proponer, como se ve~
rd mds adelante.

Ahora bien; si (« + g) »1, existen economias de escala, y si (« + 8) <1,
entonces, Habra desconcmias de escala.

Los rendimientos medios de los factores son:
k= k5T 1B

/L = K* LB - 1

los cuales en el caso de homogeneidad de primer grado (que es el que nos inte-
resa) pueden escribirse:

-%- R Tl =(-§-) N O3

G- KL %= ()
L K L = (- K ) L ] » L] L ] » » » L ] L ] » L . » L] » * [ ] » » L ] L] (3)
Los rendimientos marginales son:

a _ .
BK - o K » ] . ] ] . ” » » » ] [ [] [ ] [ ] ] [ » ] ] . » ] . ] » . (u)

.g.g.=(1-«)—§-=s_§-.................... (5)

por lo tanto las elasticidades producto con respecto a los factores pue -

den expresarse:

K 3 R
() B =

* » . Q . L] » » » » » » . » * * » » » » L] [ » » (6)

1/ lLa presentacién de la funeidndeberia ser q = AKX~ LB en donde A es un pard

metro de escala cuyo valor depende de las "unidades'" en que sean medidas -
las variables; para simplificar,nosotros,lo supondremos igual a la unidad.

2/ Ver Ferguson (1969) Op. Cit. pdgs. 137 a 139.
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L P _ &) =
"q—”'a"'i'" R e N ¢ )|

tomando (2) y (4) tendremos:
3q

<+

] » » 3 o s 3 > . 5 e 5 8 & 3 » s 0 * s » 8 .(8)

y tomando (3) y (5) tendremos:
— = B

e )

para las isocuantas se tiene en forma genérica:

”

3 9g .
—51!2— dK + aL d L = 0 o s s 3 v * [ s > s » * (10)

la tasa marginal de sustitucidn de capital por mano de obra (TMS)LK 1/
se puede obtener a partir de (10),

3

dL _
B S P
oL
tomando (4) y (5) tenemos: L. 3-"
x (=) '
- K .= L
(TMS) = — (). (11)

(1-2) () (1-)
Como sc puede observar en (2), (3), (#), (5) y (11), las productivida -
des media, marginal y la (TMS)LK estdn en funcifn de las cantidades relativas-
de Ly K (o sea L ); por lo tanto, es de sumo interés conocer cémo seria un -

K . 2
c.1mblo de i como censecuencia de un- cambio en (TMS)LK. Al coeficiente gue mide

g
i

-31 relacidn se l¢! lama (@) elasticidad de sustitucidn.

P

La cantidad de mano de obra que es necesario agregar a la ya existente,
ruando el capital se reduce en dK, para mantener g constante.
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o representa la definicidn general de la elasticidad de substitucidn.

Para el caso Cobb-Douglas; partiendo de (11) diferenciando totalmente:

T [ . —
d (THs) 4 ()
dividiendo ambos lados de la ecuacidn por expresiones equivalentes, te-

nemos :

—_— 3 (2

d (THs) 1 - «

x L
(TMS )LK —TT"(T)

lo cual implica que:

L
d(—)
a(TMS)LK _ X
(TMS)LK (_L_)
K
de donde:
d (-é-)
L
w = K = 1 [ ] [ ] [ ] ] (] * » » L] » [ ] L ] [ ] [ ] » [ ] . (13)
d (Tms)LK



N
>

En condiciones de equilibrio la productividad marginal de cada factor de-
iermina el valor de venta por unidad de factor; si r és el valor de renta del-
capital y w e3s el monto del salario, entonces:

de la definicidn general de (TMS)LK en la ecuacidn (10); tenemos que:

29

R
- T . 3 ] ] ] ] 1] ] ° ] ] » . . ] .(1’-})

y sustituyendo (14) en (11) vemos que

r « Ly _

T - 'I—_‘E (_K-) - por lO tanto

rK b =

WL=1-3=T .o--u--uuuuuou--u.uuu(ls).

La cual indica que un cambio proporcional en los precios relativos de -
los factores implica un cambio compensatoric en la relacidn de insumos; lo -
cual significa que si la elasticidad producto del capital es mayor que la del-
trabajo, la participacidn del factor capital en el valor agregado serd propor-
cionalmente mayor que la que va al trabajo y viceversa.



CAPITULO IV.

ANALISIS DEL COEFICIENTE ELAS
TICIDAD PRODUCTO
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Prod. marginal

R .1' » = $
ecordando que el C.L.P Prod, medio

; analizaremos el numeracor.

23, y -99-: observan el comportamiento del factor,con relacién al pro -
oL 2K

ducto, desde el punto de vista de cada una de las unidades de factor que se -
estin empleando; es decir, que este cociente describe el efecto, que refleja-
do en el producto, produce el aspecto "calidad” del factor respectivo.

Por otra parte, q/L y q/K observan el comportamiento del factor de que se
trate, con respecto al producto, tomando en cuenta a todas las unidades de -~
factor que se utilizan; es decir, que estan considerando el efecto que el fac-
tor correspondiente tiene en el producto desde el punto de vista cuantitativo-

) )

del) factor analizado., 4. i
Por lo tanto los cocientes: 3K y L

+ T

que son los coeficientes elasticidad producto,estdn evaluando la importancia -
comparativa que tienen ambos aspectos, el cualitativo y el cuantitativo, en -
términos de sus respectivos efectos sobre la produccidn.

Conforme sea mayor la contribucidn al producto, del aspecto cualitativo-
de un factor, si hay sustituibilidad entre los factores, (tal como se ha su -
puesto) entonces se preferird la utilizacidn de una cantidad mayor de tal fac-
tor, con lo cual, el coeficiente elasticidad producto crece por los dos movi =~
mientos complementarios de su numerador (que crece) y su denominador (que dis-
minuye o que crece mds lentamente que si no se incrementara el nfimero de unida
des de factor utilizadas). N

Una vez observado el coeficiente en términos estidticos lo haremos en tér-
minos dinamicos.

En el transcurso del tiempo la productividad marginal de un factor se modi
fica, =llo lo podemos representar como:

3 (=29.) 5 (=29 )
aK oL
y
3t : t

donde t representa la variable tiempo.

Asimismo debido a esta modificacifén interna de cada elemento del factor
empleado, se genera una alteracidn de la productividad media en el transcurso-
del mismo periodo d= tiempo la cual se representaria:

5 (=2 3 (=2)
K L
y
3t ot
por lo cual el cociente:
3
> () > (-2-) > (29
ot . % s oL
3 ) 3 () > ()

at
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que seria un indice de la intensidad con que.se modifique el valor del coefi -
ciente elasticidad producto, nos dice que, depende de la rapidez comparativa -
con que se modifiquen los aspectos cualitativo y duantitativo de un factor pa-
ra que le corresponda una mayor o menor participacidn en la produccidn a dicho.
factor. '

Lo anterior nos indica que conforme las facilidades de sustitucidn inter-
factoriales sean mayores (existiendo diferencia en la rapidez con que se modi-
fiquen cualitativamente los factores de la preduccidn) la distribucidn del pro
ducto serd mds inequitativa. -

Discutiendo todo esto en términos de estdtica comparativa podemos obser -
var lo siguiente:

Supongamos un incremento de o,es decir, a; > ¢, O sea:

(=29 (<29
que 3K 1 N 3K © . ahora bien, si a(-&—) > o esto impli
(—L) (-3-) ! |
K ’1 K,

9 3 . .
ca que (_3§-)1 es mayor que (—3%-)0 en tal magnitud que ni aiin la pondera -

cidn de la productividad media del tiempo t, puede contrarrestar el fuerte cam
. oc
bio de (-5%-); esto se puede ver asi:

Do .
(_%%_) > K (’%-)1
! (3,

por supuesto que debe existir un factor de igualacidn (3) tal que haga que:

(22 (L)1

x(-%—) = 3K K__

-3-),

cuyo valor seria:

(290 (L)1
2K X e‘o

q 3 2"‘:L
( K )o (‘sﬁ—)l

¥ 1



30

(esta Anos recuerda un indice de deflactacidn), por lo cual podemos decir que
=1 -wdonde C < w < 1 por lo cual se deduce que (3q/3K) se incrementd en -
un pecrcentaje w, e tal manera que hizo que a; > a . El valor de dicho por-

centaje es:

w= |-

]

Por otra parte, si estd operando en condiciones de rendimientos constan -
te a escala, entonces el paso de a @ o, implicé un cambio en R de tal mane

ra que Bo > 81, es decir, disminuye en un porcentaje ¢ cuyo valor es

¢ = 5— - ] 3 donde obviamente ¢ > o

De lo expuesto hasta aqui, se deduce que ambas productividades (de K y L)
pueden crecer, pero si hay una diferencia en la rapidez relativa con que di -
chas productividades se incrementan, entonces continuard haciéndose m3s ine -
quitativa la distribucidn de lo producido.,

A partir de lo anterior se puede decir que un sistema econdmico sujeto a-
una funcién de produccidin de rendimientos constantes podria operar con creci-
miento de los niveles absolutos de bienestar de los contribuyentes a la pro -
duccidn; y sin embargo, continuar con una creciente e inequitativa distribu -
cidn del ingreso.

Asimismo se puede afirmar que las inversiones en R &€ D1/ y la acelera
¢idn de la tasa de ahorro tendrin el efecto de hacer variar la rapidez relati-
va de cambio de las productividades marginales de los factores, en favor del -
capital; por lo cual las politicas tradicionales de fomento del desarrollo -
econdmico, conducen a un deterioro de la distribucidn del producto generado.

Con base en el pédrrafo anterior se podr8 afirmar que un crecimiento? sip--
problemas (o por lo mencs con menos probabilidades de no tenerlas) de tipo -
distributivo del producto, s8lo puede darse cuando se consiga que la funcidn -
agregada de produccidn de un pais pase a ser de rendimientos crecientes; con-
locual el R & Dy la tasa de ahorro podrén incrementarse haciendo crecer el -
coeficiente elasticidad producto del capital; sin necesariamente afectar el del
factor trabajo.

Tal vez, aqui.mismo se podria asentar que un pals tendrd caracteristicas-
de "sub desarrollado” mientras la funcidén agregada de produccidn bajo la que -
opere sea de rendimientos constantes; todo ello independientemente de los ni-
veles absolutos de bienestar de que gonen sus pobladores; pues el clima socio-
politico-econdmico: de injusticia s8lo cs generado por las diferencias en los -
NIVELES RELATIVOS de bienestar.

1 Researchr and Development,

2 Como el instrumento die andlisis supoae una economia en equilibrio, el creci
miento d.:1 aue aguf se habla se pueds tralucir como una comparacidn de dos-
estados de ecqguilibrio de una misma economia (en dos momentos diferentes) en
los que, 21 uno, el nivel de.ingreso es mayor que en el otro.
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Cabe concluir este apartado conuna pregunta :

¢Qué condiciones particulares sociales politicas y econdmicas debe -
rén darse para que la funcién agregada de produccidn de un pais pase a ser una
de rendimientos crecientes 2 escala?




CAPITULO V

LA EVALUACION INDIRECTA DE LAS-
VARIACIONES DE LOS COEFICIENTES
ELASTICIDAD PRODUCTO
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Como se dijo antes, la idea principal del presente trahbajo, es tratar de-
encontrar un procedimiento o un método mds o menos razonable, que nos permita,
al observar algunos puntos en el plano ( pago al factor- cantidad de factor -
usada) inferir qué ha estado sucediendo con el coeficiente elasticidad produc-
to del factor analizado; suponiendo que son las condiciones de demanda (en el
mercado de cada factor) las Gnicas determinantes de la situacibn que guarden -
los puntos en el plano correspondiente.

Para comparar los puntos observados entre si, debemos tener nocidn de las
posiciones que deberian guardar en el caso de que se cumplieran algunas condi
ciones especificadas de antemano; por tanto debemos ver algunas posiciones al-
ternativas (determinando el punto o el "area" donde deberd situarse el punto -
observado) para inferir de esa manera que se pueden estar cumpliende aquellas
condiciones supuestas con anterioridad.

De esta manera teniendo sélo 2 & 3 datos en el plano mencionado podriamos
inferir cudl es la tendencia (aunque no el valor) que ha seguido el coeficien-
te de elasticidad producto que pretendemos analizar.

A continuacidén expondremos los resultados de la investigacidén asi plantea
da, tratando de ser lo mis explicitos posible; y para ello daremos sdlo los re
sultados netos con la explicacidn que creamos pertinente y no incluiremos las
pruebas matemé@ticas de lo que se vaya proponiendo, sino %ue remitiremos al lec
tor a un apéndice con dichas pruebas, es decir, el anexo

Primeramente trataremos de localizar un punto tedrico (To) que nos sirva-
de referencia; para ello, necesitamos que esté€ bien determinado sobre . una po-
tencial curva de demanda que previamente hayamos generado, y que ademds sea -
comparativa con la curva en la cual suponemos estd el punto observado (los pun
tos tedricos para cada insumo serfan Tok y Tol segfin se trate del capital o -
del trabajo; los puntos observados serdn ObK y ObL respectivamente).

Para simplificar el andlisis supondremos que al trabajar con la curva de-
productividad marginal para cada insumo, estamos trabajando con su respectiva-

- i
curva de demanda, ya que hémos supuésto que E‘ (-39—) Wy que p (-%%-) =p &
Una vez hecha esta aclaracidn, detallaremos los pasos a seguir,

1), A la superficie continua de produccidn que hemos supuesto; haremos -
2 cortes perpendiculares al plano (L, K) quedando, por lo tanto, las-
2 curvas de rendimientos decrecientes de ambos factores.

2). Derivando cada una de estas curvas generaremos las de productividad -
marginal correspondiente a cada una de ellas.

1/ Donde p es un indice de precios, w representa salario y la r el pago al -
capital, es decir, la tasa de interés. Todo lo anterior implica, por lo me
nos, una tendencia hacia el equilibric en ambos mercados.



34

3). Observaremos un tipo de desplazamiento de cada una de ellas (aumento
del uso de insumos) de tal manera que no se modifiquen las producti-
vidades medias y por tanto tampoco las productividades marginales 1/;
pero estando asociadas (dichas productividades) con vollimenes de pro
duccidn diferentes. -

4). Veremos que para la curva (aq/BL)l, lo mismo que para (aq/ak)i
cada uno de sus puntos se genera agregando,ea(aq/aL)o y (aq/aK)o

respectivamente; un porcentaje fijo; es decir que:

(9‘1/3L)1 = Ea‘l/aL)0 + % (3q/aL);|

donde x es ese porcentaje mencionado. En las grdricas (a) y (c) se considera
al factor trabajo (L) como el factor fijo; en las grdficas (b) y (d) se supo
ne que el capital (K) es el factor fijo. -

GRAFICA I
9

{(c)

0
~lo

1/ Ver demostracidn I en el apdndice matemftico, Anexo~.

2/ Ver demostracidn II en el anexo setfialado.
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Recalcando lo dicho (expresado en la prueba matemidtica 1) la productivi -
dad media es igual en el punto (KO’ qo) que en ﬁki, 9, ) consecuente- -~ --

mente las rectas SS y UU son paralelas; y con una pendlente mayor que las pa

ralelas w' Yy YY puesto que el trabajo se - usa en un volumen proporc1onalmeg
te mayor. Hemos generado, pues, los puntos tedricos Tok y Tol a partir del co-
nocimiento del punto observado (KO’ qo) y del volumen, observado también Q5 -

por tanto el volumen de insumo usado L, (o K, en su caso) seria el volumen que

se habria empleado si se dieran las condiciones supuestas, Pero, como vere -

mos més adelante, las coordenadas (K —%ﬂ— ) observadas Y asociadas con el vo

lumen de produccidn Q5 pueden estar en s1tuac1ones muy distintas, segin las-
condiciones prevalecientes.,

A continuacién presentaremos las situaciones (coleccién de supuestos) al-
ternativas a que nos referimos en la primera pagina.

Como sabemos, -para el caso de la funcidn Cobb-Douglas la Bq/BL y aq/B.K -
son o estdn en funcidén de la relacidn K/L y lo mismo q/L y gq/K; por otra par-
te sabemos que:

Ly «- (2
’ a%/x,) ¢ q/al% X) de esta

manera, al analizar el caso en el que 8 se modifique (y por tanto también «)ello
se debe ccmplementar analizando el caso en que se modifique la relacidn K/L. 1

Por locualla siguiente pregunta a contestar es: ¢qué sucede con la fun -
cidn q cuando By «se modifican? Esto 1o veremos analizado graficamente en 2 -
cortes a la superficie de produccidn: uno perpendicular y otre transversal al-
plano (L, K) (aunque en realidad el que més nos interesa es el andlisis del -~
corte perpendicular, ya que de ahi observaremos lo sucedido con las funciones;

(aq/aL) y  (29/3K) De cualquier manera, el segundo corroborari al primero).
En el corte perpendicular se puedan observay los siguientes hechos:

1), Si se aumenta el coeficiente de elasticidad producto de un factor, -
su correspondiente '"curva de rendimientos decrecientes" tiende a -
abrirse haciéndose mé@s plana, y en el limite (cuando el coeficiente -
sea igual a la unidad) se transformard en una recta. (Ver prueba mate
mitica III  Anexo 2) que pasa por el origen con pendiente positiva.

2), Si se disminuye el valor del coeficiente de elasticidad producto 2/ -
de' la curva de rendimientos decrecientes del factor correspondiente, -
ésta tenderd a hacerse mds cerrada, o mejor dicho, tenderd a tener -
una curvatura mds pronunciada.

i 09no se verd mas adelante, tiene cierta influencia el hecho de que el coefi
cienle clasticiuad produclo que se incrementa sea ol del factor intensive.o
21 del no intensivo, por lo cual cuando se habla de cambio en la relacifn --
“/L se retiere a la situaci®n comparativa de dos economias en las que la in
tensidad del uso de ios factores en una, es totalmente contraria en la otra.

< En este punto hay que hacer notar gue, como B +x= = 1, entonces al crecer uno
de los coeficientes el otro disminuye.
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3). Al mismo tiempo que ocurre 3o dicho en los puntos 1), y 2) (arriba -
mencionados) las nuevas curvas (o sea despuds de cambiar el valor de-
los coeficientes), gradficamente cortarén a las curvas iniciales en un
punto determinado. Este punto queda definido conociendo el Stock o -
monto de factor que se ha considerado "fijo" para generar la curva de
rendimientos decrecientes del factor complementario correspondiente.-
(Ver prueba matemdtica IV) en el Anexol.. Lo anterior queda més claro
en la exposicidn grafica,

4). Al crecer el coeficiente de elasticidad producto, la funcidn (®3/51)-

& (aq/aK) tiende a moverse hasta hacerse paralela al eje del dominio-
de la funcidn o sea tiende hacia un valor constante (que es la pen -
diente de la recta hacia la cual tiende la curva de rendimientos de -
crecientes, seglin lo explicado en el punto 1), es decir, la elastici-
dad de la demanda por este factor aumenta hasta hacerse perfectamente
elastica.

§). For otra parte, la nueva funcién de 1/ productividad marginal Elamé -
mosla (°%/51) se cortard, también, con la anterior (aq/aL)O en un
punto del cual podemos decir lo siguiente: (Ver prueba V en el Anexo-
2).

a). Dependeraé del valor o la magnitud del monto del factor que hemos-

considerado fijo 2/, pero también de la magnitud de la variacidn-
en el valor del coeficiente elasticidad producto respectivo.

b). Por lo anteriormente dicho, el punto donde se cortarian (aq/BL)O
y (aq/aL)1 serd variable dependiendo de la magnitud de la varia -

cidn del coeficiente mencionado,

c). Por Gltimo podemos asegurar que el valor que se adquiera en el do
minio de la funcidn del punto donde se cortarian las curvas, es -
un porciento del valor que tenga el monto del mismo factor que he
mos considerado fijo, y que dicho porciento serd mayor conforme -
sea mis fuerte la variacidn con el coeficiente respectivo.{Para -
aclarar los puntos b) y ¢), ver grafica III).

Todo lo antes expuesto quedard resumido gréficamente de la sjguiente mane
ra:

1/ Para el caso del factor trabajo (L).

2/ Tal como sucedid para una variacidn del mismo coeficiente, al analizar la-
funcidn cortada perpendicularmente al plano (L, K),
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~ Teniendo una economia intensiva en trabajo supondremos un aumento en el -
valor de B(y por tanto una disminucidn en el valor de a),

GRAFICA II

29, 23
3K al
%
Ge)
34\
._-(3 k/\
o K

Notas: donde Kj = Lo; Lj = KO; Kn =aL°; Ln = bKo para o <a, b< 1
oy 1
El valor de "b" en tdrminos de alfas serfa b = (-;—-) a,-a,
2

El valor de "a" en términos d» betias puede verse en la prueba
matemitica V en el Anexol:
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Teniendo una economia intensiva en trabajo aumentaremos sucesivamente B -
de tal manera que partiendo de un valor B; alcanzaremos un B, > B; y despuds-
un B3 > B y por ende B3 > B,

GRAFICA I
q CON Bs
~con 3,
A
A con &, donde: Lj = ak  para
© <a <1
“ L', = a'K_ para
3 o
// | o <a' <1
/25 | donde as (‘-ﬁ&-)
4 |
// | = (-E-)B—B"‘
|
o W
.‘i.. L
3%
2L
\\'
\\\\'\. (‘OV\_Bg
~
~ Con B,
con B,
) [

Nota: Se puede demostrar que a, a' y b tienen valor mayor que cero y menor que
uno. {Ver prueba matemitica VI en el Anexo 3l ),
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A continuacidn confirmaremos lo sucedido en los cortes perpendiculares -~
(al plano L, K) de la funcidn; a través de una investigacidn de lo que ocu -
rre con las isocuantas de produccidn.

Corroborando lo queu sucede con los cortes perpendiculares al plano (K,L);
en las isocuantas pasa lo siguiente:

1). La nueva  isoc:anta (cuando hacemos crecer el exponente o coeficiente
elasticidad producto correspondiente al factor medido en el dominio-
de la funcitn) tiende a hacerse mds ineldstica respecto al eje horizon
tal (o mds perpendicular a dicho eje) al mismo tiempo que va cortando
a la isocuanta anterior en diferentes puntos, dependiendo de la inten
sidad en el cambio de los coeficientes; por lo tanto la tasa marginal

aK

oL

2 una 8 cada vez mayor, (Ver prueba VII), Lo anterior quedard aclara-

do con la grdfica IV.

de sustitucidn de L por K ( Jse va incrementando conforme se pasa

GRAFICA IX
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Haremos el andlisis de localizacidn de &reas comparativas a los respecti

vos puntos tedricos 1/ (en el plano 83/5L como variable en contradominio de -
la funcidn y L en el dominio) suponiendo una economia intensiva en trabajo. 2/

El primer caso sera el de una modificacién en loas coeficientes, tal, que
se aumente el correspondiente al factor intensivo (y por tanto, que disminuya
el otro); al mismo tiempo que se aumenta el uso de insumos y se pasa a un es-
tado en el que el aparato productivo sigue siendo intensivo en el uso del fae

tor trabajo. Este caso puede ser concretizado gréficamente de la siguiente -

manera: .
GRAFICA Y

° ' kK ° oy

3
1/ En el plano (K3 9/3K) para el factor respectivo.

2/ Al intercambiar los nombres en los ejes, el andlisis servird para una eco
nomia intensiva en capital.
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En las pruebas matemdticas VIII y IX puede verse la comprobacidn de que-
los puntos observados (en el caso de cumplirse las condiciones supuestas) de-
ben estar: abajo y a la izquierda, en el caso del factor no intensivo, y arri
ba y a la izquierda (para el otro factor) respecto de los puntos tedricos 'de~
comparacidn. (Tok y Tol respectivamente).

Las observaciones, resultado del an@ilisis del primer caso, las daremos -
una vez Que hayamos analizado el caso 2.

El segundo caso consistird en una modificacifn en los coeficientes, tal,
que se aumente el valor del C.E.P. 1/ correspondiente al factor no intensi -
vo; al mismo tiempo que se aumenta el Stock total de insumos utilizados, y la
economia continfia siendo intensiva en el mismo factor. (Trabajo).

El plantamiento de este caso tambi&n lo haremos graficamente y después-
sistematizaremos lo encontrado y lo expondremos conjuntamente con las observa
ciones encontradas en el caso uno,

%
* GRAFICA XTI

Y
P

|

w
~

° - K ° b

1/ C.E.P. = Coeficiente Elasticidad Producto.
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Como se puede ver, las pruebas matemiticas VIII y IX tambi&n confirman -
las posiciones de los puntos Obk y Obl respecto de Tok y Tol, respectivamente.

Debe mencionarse que, aparte de los dos casos analizados, existen otros-
2 casos posibles (aunque seguramente mis dificiles de ser observados en la rea
lidad) que son:

3er. caso. Aumento en el Stock de ambos factores con aumento en el C.E.P.

del factor intensivo (inicial) y con cambio en la relacidn de
insumos empleados es decir, considerar el paso de una econo -
mia intensiva en uno de los factores, a ser intensiva en el -
otro,

bto. caso. En esta situacidn se supondrian las mismas circunstancias que

para el 3er. caso s8lo que, el C.E,P. que aumentaria su valor
seria ¢l del factor no intensivo.

Estos dos Gltimos casos no los analizaremos pues el cambio de intensidad
en el factor utilizado «n una economfa es paulativo, ( a largo o mediano -
plazo) y seguramente no podria aplicarse esta metodologia 1/.

A continuacidn expondremos las observaciones hechas a los casos unoy =~

s,

1).

2).

3).

Cuando se aumente el valor del C.E.P. correspondiente al factor inten
gsivo (y por tanto que se disminuya el valor del otro C.E.P.) se aho-
rrardn ambos factores (respecto de lo que se hubiera utilizado sin -
cambiar los valores’de los coeficientes). Es decir 1la productividad-
melia de ambos factores es mayor, por otra parte, si el pago a los -
factores se anvoxima (o es) el pago a su productividad marginal fisi-
ca, las diferencias entre los pagos a los factores tiende a reducir -
se.

Ln cambio si se aumenta el valor del C.E.P. del factor no intensivo,-
por una parte, la productividad media es menor de lo que hubiera sido
sin modificar el valor de los coeficientes y por otra parte, la dife-
rencia entre el pago al factor trabajo y el pago al capital tiende a-
crecer,

En ambos casos aumenta la productividad marginal 2/ del factor cuyo -
C.E.P. aumentd y con el otro factor sucede lo contrario.

Si observamos la segunda conclusidn (concentrada en la grdfica VI) nos da
mos cuenta que podemos utilizarla para formular las siguientes hipdtesis:

Primera. Si el ararato productivo de una economia estd regido por cier -
tas condiciones de producecidn que pueden ser representadas por una fun -
cidn del tipo Cobb-Douglas (en todas las implicaciones inherentes a este-
hacho) y si el factor que se usa intensamente (comparativamente en-

Debido a la necesidad estadistica de darle un 8rea de holgura a los puntos

Tede

Tod,

W se reffeps 8 1o funclfn de produetiyldad marginal aino & un punto sobre
la funcién, correspondiente al Stock de insumo necesario para obtener el -
volumen de producto q.



mayor proporcifn) es el trabajo, el cual experimenta un desarrollo de su
productividad marginal comparativamente mds lento 1/ que el crecimiento-

de la yroductividad marginal del factor capital, (como es el caso de la-

impertacidén de bienes de capital por parte de paises subdesarrollados) -

entonces se presentard una brecha creciente en la reparticidn del produc

to generado en favor del factor no intensivo, debido a que la productivi

dad marginal de este factor (bajo estas condiciones) se desarrolla més -

rapidarente que su productividad media 2/.

Segunda. Si la primera hipStesis tuwviera alguna validez, entonces se po-
drfa afirmar que la "explotacidn" econdmica que el factor capital hace -
del factor trabajo no es resultado de una accidén turbia y premeditada de
un grupo confabulado para llevar a cabo ese "siniestro objetivo'", sino-
que ¢s un efecto impersonal de las condiciones objetivas bajo las cuales
se lleva a cabo la produccidn: por lo cual, este fendmeno "no equidistri
butivo" puede presentarse dentro de cualquier forma de organizacidn so -
cial para 'a produccidn.

Ahora bien; si paszmos del nivel de distribucidn factorial al de distri-
bucidn poblacional, encontramos que, debido a la existencia de institu -
ciones como la propiedad ilimitada y la herencia ilimitada de bienes; -
los propietarios del factor capital son, comparativamente, muy pocos con
respecto 3 los propoietarios del factor trabajo y como la mayoria de los-
articulus generados por la funcidn produccidn dependen del consumo per--
cdpita 3/ que se haga de dichos articulos, entonces es factible que se-
presente la acumulacidn de inventarios. (Este fendmeno, actualmente, pa-
rece haber sido countrarrestado principalmente mediante la expansidn del-
crédito por parte del sistema financiero, un movimiento mds intenso de -
las mercancias en el mercado internacional, la destruccidn sistemdtica de
lo producido mediante conflictos b&licos administrados, y los, cada vez-
mis importantes, programas de gasto gubernamental orlentados a la genera
cidn de una demanda efectiva H/) En el caso de que se pretendiera - Mco~
rregir" este efecto impersonal del proceso productivo, podria hacerse sé
lo, a travds de la invalidacifn de las instituciones propiedad ilimitada
y heren01a ilimitada de bienes; y después proceder a la distribucidn de
lo producido segiin lo indicado por alguna "funeidn de bienestar social”
que sca generalmente aceptada 5. Al parecer el proceso tedrico matemati
co parcial, para explicar el caso No, 2jconduce, a partir de una colec -
cidn de supuestos marginalistas y utilizando su propio instrumental, a -
una conclusién Marxista. ,

Habiendo hecho este paréntesis, de interpretacidn preliminar de los re -
sultados, continuaremos con nuestro objetivo planteado en el capitulo I.

1/ Debido a un deficiente sistema eduﬁatlvo, por ejemplo.
2/ Recufrdese la definicibn de o = VA ) S
q/K

3/ La demanda de biencs de capital es una demanda inducida,

u/

Con todas estas acciones, ha sido contrarrestado el "potencial'" "efecto -
desempleo” de los recursos productivos,

Algo que tiene que asegurar esta 'funcién de bienestar social” es que con
tinfie existiendo una proporcidn adecuada de la produccidn destinada a la-
investigacién y aplicacidn de las innovaciones técnicas.



CAPITULO VI

LA UTILIZACION DEL METODO
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La aplicacidn de esta metodologia consiste en ver la funcidn produccidn
de tal manera que el factor trabajo lo podemos descomponer en 3 tipos de cali
ficacidn, por lo que, para el caso de la Cobb-Douglas, la funcidn quedaria:

donde arbitrariamente llamaremos:

Ly = trabajo directivo (altamente calificado)
L, = empleados (calificado)
L, = obreros (no calificado)

Posteriormente, se analiza cada tipo de trabajo por separado suponien -
do, en cada caso, un "factor compuesto" K,, tal, que posea un coeficiente elas
ticidad producto o, el cual cumpla con la condicidn a, =1 - I Bi donde Bi se

ria el coeficiente clasticidad producto de alguno de los tipos de trabajo. En-
otras palabras; si tomamos como ejemplo:

o % a . Bl

- B
K = X'L;0 L3

1 3

(para el caso en el gue analicemos las variaciones de B2) entonces
Qg = a+B1 + 83
con lo cual K, debe estar relacionado con Ly y L3 de tal manera que
o a Bl g3
Kp =K Ly L,
« B2

Asi la funcién a analizar serfa q = K, L,

Como se puede ver al "factor compuesto” K, no es necesariamente cuan -
tificable: puesto que s8lo analizarfamos lo que sucede en el plano:

para hacer la comparacidn de dos volfimenes de Li asociados con dos montos de -

produccibn (digamos L, en 1960 asociado con q en 1960, comparado con L, en -

2
1965 asociado con q en 1965),

Inicialmente describiremos la primera parte del procedimiento, 1la cual-
consiste en la localizacién del punto tebrico (To L, en este caso) para compa-
rarlo con el punto observado (Ob L2). La localizacidn del punto tedrico se ha~

ce calculando el monto de L2 que seria necaesario para obtener el volumen de -
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producc16n en 1965, en el caso de que las productividades media y marginal de-

L2 en 1960 no se modifiquen,

 Posteriormente se procede a la comparacidn de los valores que definen ~-
a los tres puntos Ob L, (1960), Ch L, (19€5) vy Tol, (1965); para ello utiliza-

mos la identificacidn de ocho aresas distinguibles untre si a partir del punto-
tedrico T012, éstas se pueden ver en la gr&fica VIIT,
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Las 8reas denominadas con las letras A a la H pueden identificarse -

cuantitativamente con la siguiente tabla; (Hoja siguiente).

Nota. Como se podrd ver, la localizacidn de algiin punto observado en cuales -
quiera de las ocho éreas (en relacidn con el punto tedrico o eje), También -
indicaria cierta diferencia en la "intensidad" del cambio en el valor del coe
ficiente elasticidad producto.



TABLA DE VALUACION DE LAS POSIBLES VARIACIONES DE LOS C.E.P,

Area Identificacidn Comparativamente  Est8 asociado
Cuantitativa (i=1,2, , .n) a este 1/ factor al caso:?
se le puede consi
derar.
Si —Qﬁi—— AL No intensivo 2
A wi z 1 *
si aAwi AL1
B wil < Li No intensivo. 2
si A < AL% Intensivo 2
Cc Wi Li
si Wi < ALi
D wi L1 Intensivo 2
si gwi yLi
E wl 2 Li No intensivo 1
si ywi vLi
T wil < i1 No dntensivo b
si awi yLi
G wi < L1 Intensivo 1
i AWl yLi
H * w3 > 713 Intensivo 1

Como se puede ver, a partir de esta tabla se deben asociar las condicio-
nes supuestas en el esquema analitico expuesto en el capitulo III y tener un-

punto de partida para la formulacidn de alguna hipStesis.

Existen, ademds cuatro Areas de referencia adicionales que pueden ser

deducidas a partir del supuesto de la forma hiperbdlica de la funcidn de pro-

ductividad marginal (demanda por el factor).

factor trabajo

?/ En las péginas
ce referencia.

1/ Este aspecto es més preciso, 0 por 1o menos mds claro,cuando se trata del-
homogéneo (L).

47

34-36 se detallarcn los zasos 1 y 2 a los que el cuadro ha



48

| GRAFICA YIIT
Wi 1
|
|
\
\
\
\
Z \\ v
-\
-\
\
\
Y
N
N b 4
N |
Y Nl

por la forma supuesta de la funcidn; se puede decir lo siguiente:

a). Si el punto ObL, (1965) estd en el 4drea Y o V, entonces se puede ase

gurar que hubo un desplazamiento de la funcidn; pero no se puede de-
cir nada sobre un posible deslizamiento sobre la funcién.,

b). Si el mismo punto estd en el &rea Z o X, entonces se podria afirmar-
que hubo un desplazamiento sobre la curva pero nada se podrd decir -
sobre un desplazamiento de la funcidn,



CONCLUSIONES



lo.

20.

3o.

bo,

50,

to.

To.

50

El método propuesto, tal como se dijo en un principic, es extremadamen
te simple ya que estd sujeto a querer resolver un problema de "estima-
e¢ién”, dado el conocimiento de un volumen de irnformacidén estadistica,
también, extremadamente sencillo.

Lo que tiene cierto valor (como instrumental de interpretacifn para la
deduccidén y comprobacidn de hipdtesis) es el proceso tedrico mateméti-
co en que se apoya el método de estimacidn de las tendencias de los -
coeficientes elasticidad producto.

El método tiene mayor valor en la interpretatividad cuando se trata de
una funcidn que considera sblo dos factores productivos.

Se puede hacer una complementacidn de este método si se hace una esti-
macidn 1/ del "factor residual” (indicador del cambio tecnoldgico) -~
usando, por ejemplo, el mecanismo propuesto por Robert M, Selow en su-
articulo Technical Change and the Agregate Production Function. Review
of Economics and Statistics (1957) ya que el punto de interseccidn (de
giro) de las curvas de rendimientos decrecientes al factor, al cambiar
el valor de los coeficientes, estd sujeto a los valores que adquiera -
dicho factor residual con el tiempo.

Si fuera posible hacer comparables cifras estadisticas con varias dece
nas de afics de diferencia, serfa interesante agregar al procedimiento,-
aquil propuesto, el caso en ei que se modifica la intensidad en el uso-
de los factores.

De los andlisis estrictamente de tipo tedrico-matemdtico se deduce una
coleccidn de @ cuestiones y proposiciones; algunas ya expresadas por -
diversos autores, entre las cuales se hace necesario destacar la nece-
sidad de prever los efectos distributivos de las politicas de creci -
miento basadas en el mejoramiento del factor capital y en el incremen-
to de la tasa de ahorro,

Por {iltimo, seria interesante, profundizar en las implicaciones tedwi-
cas, deducibles de las pruebas matemiticas asociadas con el caso 2; -
ya que, aparentemente aportan alguna luz en ciertas discusiones entre-
las llamadas corrientes de pernsamiento "Nee-clésico-Marshalliana" y -~
"la Marxista'.

Por supuesto es contradictorio con la restriccidn, a la que deciamos es -
tar sujetos, de ausencia de informacién estadistica suficiente.
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APENDICE MATEMATICO.
Prueba 1.

Tenemos las siguientes relaciones 1/

(e/L) - A -(--%—)occ que es la funcidn de productividad media y

?- )O ® que es la funcién de productividad marginal.

39q _ )
(1,0, = BA L

Combinando ambas,tenemos que:

(—g%—)o = B(Q/D) e v e (D)

por otra parte si hablamos de las mismas funciones, pero en el siguiente pe -

riodo (es decir el periodo 1); tendremos:

(23) =8a/L)y v v e (@)

Ahora bien; si suponemos que de un periocdo a otro las productividades me -

dias no varfan; es decir que:

(q/L)o

),

Usando este mismo razonamiento se puede probar para

(q/L)1 entonces, observando (1) y (2), tendremos que:

(—%%-)o las productividades marginales tampoco varian,

(a/0), y (),

-.—.-
Prueba II.

Por una parte tenemos que;

(-%%—)o = 8 —;ig:—g- s+ s s s o+ s »(1) y por otra parte

AK

] 1 : .
( ), = B e o s s s s« +(2); aBimismo sucede que
-1 T

1/ NBtese que estamos denominando (—%%—)i y (-%--)i a las funciones de pro-

ductividad marginal y media en el periodo o tiempo i en cambio qolLo a5~
la productividad media en un punto sobre la funcidn (q/L)o R



Kl“ K1 o .
(K u) = (‘R—) e & ® 6 o 5 e » 2 » 0(3) Si multiplicams (3) (1)
© ° x [+ =3
K « A, K AK |
(=) (=) =p—21-2 s gt = (D)L W)
L 7o « 1 -8 1.8 oL "1
° K L L
o X,
por otra parte K,> K  por lo tanto > 1 por lo cual podemos afirmar -
x X
X o :
que 1¢ = 1 + %, Si volvemos a multiplicar (3) (1) entonces:
X
o
% 29 -+, 29
—= (2 = @) (5 [ orx (2 | = e
X, oL | o oL 1

sefgun lo visto en (4),

Usando este mismo razonamiento se puede probar para (-%%—)i

-9 -9 -
Prueba III.
2. - 1"68
En la funcidén q = AK° L™ cuando Ryl sucede que
g=aK Tt = AL

la cual es una recta con pendiente A que pasa por el origen.,

Prueba IV. - e

Tomando el corte perpendicular al plano (K,L) de la funcidn, es decir, -

q = AK0 L” ; y suponiendo 2 valores de g que sean By Y B tales que

= By + o donde c >o; veremos qué gucede con la relacidn:

1-R. B
g con (®1) _ A, 1L
q con (B,) _
2 AX 1 62 LSQ
)
KK "B 18
K x “Bymc By te
00
C
Ko
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De lo anterior podemos deducir que los valores que adquirird la funcidn -

q con (Bl) con respecto a q con (82) serdn los siguientes:

K®

q con (Bl) >q con (%2) cuando 'Z > 1 o sea cuando K_ >L
:

q con (®1)= q con (*2) cuando 2. = 1 o sea cuando K, =L
L
: o S

q con ("1)< q con ("2) cuando —= < 1 o sea cuando K <L

) L

Usando el mismo razonamiento se puede probar para el otro corte de la = -
B .
o

funcidn q = AK” L
-9 =~ 9 ~

Prueba V.

Tenemos la funcidén de productividad marginal para el factor trabajo:
K 1-8

en forma general: (-%%—)o = BA(~f2—)

en la cual modificaremos un valor particular de B o sea Bi; ¥ pasaremos a -

otro valor 82 = 81 + ¢ donde c>o, Asi pues tendremos la misma funcidn con los-

diferentes valores en sus respectivos coeficientes elasticidad producto

con B : 3 ' .
d3q 1 K 1-8 con @ K 1-8 -c
( ) - ) 1 ? 2 .. o 1
5L "o =By & (=) y (=), =(8y+c) A& ()

las igualaremos para saber si hay un punto donde se intersecten.

X 1- 8 KX 1- B, - ¢
o 1 (o} 1
31 A (—f—) = (Bi +c) A (-E-)
K 1-8 K 1-8, X -C
o 1 _ 0 1,0
Bi A (—E- = (81+c) A (—:—) ‘-r-)
K =-¢ L c
By = (By+e) (=) = (B +e) (=)

K
o
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LC
R, =(B,+c)
1 =By y
@]
B
Lc - Koc 1
B, + ¢
1 % 1
B 1/c
1
L = (KO° ) = K 1 ) By By
81+c 81+c
1
B
Lz K (e Pp _ By
°© g
2

Usando el mismo razonamiento se puede llegar a determinar que este pun-
to, para la funcidn (—g%-)o es:

Prueba VI.

8
La raiz endsima de cualquier nfimero positivo (como El—') es un nimerc po
2

sitivo por tanto:

8 1
(—T%i—.) 82-81 > o0
2
By 1
Por otra parte sabemos queB, > B, entonces —~—— < 1 y QqUE —eee > 0
B
-3 1 - »
llamemos B2 =ay §;:§; = b por tanto a ¥1 y Db >0:

Usando las propiedades de los logaritmos, tendremos:

log éb = b log a; perb el logaritmo de un niimero menor que la uni

dad es negativo por tanto;

b log a <0 y entonces log ab <0 por lo tanto tomando antilogaritmos ab<~1

que es lo que queriamos probar.
B

Ahora veremos qub sucede sip disminuye o sea si B,<B,; entonces ( 31 )» 1
: 2
y para que -E—%E-' sea un nfimero positivo usaremos - E—%E- por tanto-
21 21
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B1 1

aqul tenemos que Vo= e . = } <0 poOr lO .
Q q > = 5 >1 8, 7B, 0 por lo que;

log ab = b log ay como b <0 entonces; b log a < 0 por lo que log ab <0

y por lo tanto ab <1,

Ahora volviendo a la prueba V podemos asepurar que aunaue B aumente o =~

dismipuya siempre se cumplird que:

B1 LA o 1
. - < —— - <
Ko ( 6 ) By - B K,y aue L ( " ) ap - oy L,
i
- . e m Bl \ ‘—QT: -" H.E:;.l Y »
En relacidn don la misma expresién ( - ¥ 7~ 7 debemos investigar

B2
qué sucede con «1 valor de dicha expresiér si B crece aGn mds ( digamos has-
1

ta B, donde By = B, v 1 < <§—-) dicha investigacidn la haremos utili-
32

«

zando el cociente identificado con el T: ( si llamamos B1 = a; B,.=by 33 =b’

2

entonces tendremos):

a 1 a 1
b - —_ b - a
(—5~) = [73)
A S TS SIS ¢ 9
—.—-1——-‘
_TE_,,. bm - a
b' - a
(-2 —2)
b’ bm
1 1 1
b- a bm - a bm - a
= a e . —— - m ——— ] b m
S i
b - a bm - a
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1 _ 1
b ~-a bm - a
.
a bm - a
® m
1 - 1
b-a bm - a
b
bm - a->b + a
1 (b - a) {(bm -~ a)
- bm-a a
bm - a -b + a
b (b - a) (bm - a)
1
- m‘ a bm - b e » o & 5 o ® 9 o (II)
- m (~—S*) (b~a) (bm-a)

Tomando esta Gltima expresidn, la supondremos mayor que la unidad (I > 1);

y ademds la llevaremos a su forma logaritmica.

—_1'— log m + bm =z b lOg (%)o » * e . » (III)

bm - & (b - a) {bm - a)

por lo tanto III> O
y para que esto suceda es necesario quef
log (-{}J > 0 y por lo tanto que 0{;—) >1 ., ... ... IV
Ahora bien si suponemos que I < 1 entonces serd necesario que ;
log.(—~%—) < 0 y por lo tanto que (—%—) 2 S 4D

por otra parts; para que IV ocurra es necesario que a > L asimismo pard que-

Y sucsda, me nagenlts gqie b > 8,

Lo expuesto en V implica exactamente los supuestos que hicimos al elaho-

rar el cociente (I) por 1o tanto queda demostrado que: (Ver hoja siguiente),
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1 1
b ~-a a b' - a
(=) < (=)
bl
- % - 8 -
Prueba VII.
. 1-8 .8 . .
En la isocuanta a AK L” haremos variar los exponentes de 81 a 82;

donde 8, = @, + c donde ¢ > 0 (o sea R, >B,) dicha isocuanta (para el vo -
lumen especifico de produceidn qo) la veremos en el plano (K1 L), por lo tan-
to, la variable K estard en el contradominioc de la funcidn; despejando la va-

riable K denotaremos como K(1),a la isocuanta con los parametros expohenciales

B, v a,; y como K a la misma isocuanta pero con exponentes 8, y a,, des-
1 1 (2) K (1) 2 2
puds, trabajando con el cociente -—-——=" de las expresiones mencionadas, ve-
(2)

remos cudndo dicho cociente es mayor, igual o menor a la unidad; lo que signi
fica saber, cudndo la funcidn (vista como) K(i) pasa por arriba, cuando corta,

y cuande pasa por abajo de la funcidn K(Q) .

L "=K por lo tanto en forma general:

_1-8 \\//rﬁo -8 _ %, 718 1-8
K = i TL -(T) L

seglin nuestros propdsitos tendremos:

-8
1
1
1-8 5 5, ., % TS Ll h
K = 1 L1 = (/) 1 ‘ y
(1) Y, A A
3 0, o At.c
_1aB -c\\/// o =B -c oy 1-B,-c T
K(2) 1 7~ L1 = () p 1-B1-¢
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por lo tanto:

q 1 1
o, 1-8 1-8
Ky _ g~ 8,
B
K 1 - 1-¢
(2) %
() TByme o TR
- B¢ B e
descomponiendo L 1-8, = 1 "B p 18y
simplificando comparando con el numerador :
@ e
o -B
K _x2
K 1 -cC
(2) ( qo) 1 B8,-¢ I- B
S L !
q 1 c
(*] 1-8 1 -8
_ ( ) 1 L 1
1
1- 81 -c
q
0
(—2)
%, ‘)
llamando (—— ) = T; +tenemos que =i K(l) > K(Q) entonces > 1
A
K “2)
por lo tanto log (1) > 0, Por lo cual tomando logaritme a nuestra expre-
K62)
sifn arriba tendremos:
r 1 7
. }
?-———:L——-— iog T + £ log Li- 1 log T» 0
i - -1- { -8, =
Ll By 1-8, ! 1-8) -c ‘J
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—C — log L2 s —1 HiggTs0
1—31 1-31 -c 1 -31
S log L. > ( 1 - 1 ) log T
1 -31 1 By = ¢© 1 - By
log L > 1-81 1 - 1 ) log T
c 1 - 31 -c 1 - 31
entonces:
. A =B (oL Sty
L <(A0) [o] 1-51“«’.‘. 1—61

pero el exponente del lado derecho de la ltima expresidén se puede simplifi-

car de la siguiente manera:

1- 5 [1-51-1-31“:}:[ e 1 1%
c (1-8) (1-8-cf La-8) (-8 -c

1

1 - 51 -c

Por lo tanto la funcidn K{l) tiene valores mayores que.los de la fun -
cidn K(,) para aquellos valores de L (contra dominio de la funeidn) que son-

mayores que el valor de la expresidn:
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Por otra parte las funciones K(l) y K(2) se cortaran en un valor Li

determinade tal que 1

0 o
= (— ‘%
L, (A )

y por filtimo K(i) pasard por abajo de la funcidn K (2) para los valores

1
L < (==2) %

ndtese que conforme 82 es més grande gque 81 entonces 82 serd crecientemente
mds chica que @,; por lo tanto el punto_donde se corten las funciones K (1)
y K (25 serd variable dependiendo de la intensidad en el cambio .de los coe-(
ficientes elasticidad producto.

-9 =~ 9 =
Prueba VIII.

En la prg;ente demostracidon se pretende probar que

v s
j;g 9. e
,.:3_‘_“ -
A 39_ 3q 3g -
’f}' BL > BLB > BLC y asimismo que
LA
:,.5/*
4 9% . __8%q . _23q
/ L LA! LB! LC!
..

a partir de la funcidn q = ak® LB el corte transversal seria q = AKO

1-8 . B
AKo L

o LB _

L] » » L] » L] L] » » L[] » » » » » L] L] . » » L] L] . » .(I)

fijando un nivel de produccidn q, = AKo - B B y despejando L tendremos
q . =
_2 = 1f por lo tanto L = (——2-) 8 . (I1)
ak 17 B 1-8
o AK
°
8 -8 g~1
por otra parte sabemos que —7ﬁf— T AK BL . o o (IID)
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Sustituyendo en (III) el valor de L (II) tendremos:

q e

° _y B .. @
ax 1B
o

Q9 v 4., 1-B
(-.—5%—)- Bax_ T

obtenemos asi la —2%— para algiin valor de L con una gdada. Ahora debemos -

ver cuil serd el valor de —%%— en el caso que el valor de laB cambiara ag '
donde B'> B es decir B' = pd donde 1< d< —%— (esto es asi porque, si B' =gd

8 . e ! B' 1
g~ = dysidllega a sumiximo valor —— > ——= —— DB’ = 1)

=

"Asi pues escribiremos una funcidn (V) cong' =gd > 8

_ q B' -1
=R -
aq = B’ AKO 1 B (——%.—'B_T‘) B' *« 3 e A o .(V)
3L AK
A °

que podrd ser "comparada" con la funcidn (IV) es decir

9q g 3q
oLy aLC

Como se ve la demostracidn consistird en comprobar qué requisitos deben-

reunirse para que

y si &stas coinciden con los planteamientos a priori (expuestos en el texto -

de la tesis) entonces 9, %
BLA oL

B



Asimismo para ————— que tendrd que ser menor que la unidad.

Asi pues suponemos que:

63

q -1
1-8 o B
BAKO (W‘ )
1- B4 q Ba-i
BdAK ( L ) 8d
AX
o)
9
llamando. 2 C tendremos:
A
4 -1 Bd - 1 (B~1) (g-1) (8d- 1) (g3-1)
L Wid o —5— - ——3— 3 - BT
o) 0
buscamos un comiin denomihador para el exponente de C
' 2
1 K Bd-B 62d -Bd -B2d + B ( B- 1)2 + ( BRd ~ 1)
& o c 2 Ko 8 gd "
B d :
1 8 - Bd 2 -8 g2 a? -2Ba+1 82 - 28+ 1
c T3 K g T ¥
d g7 a o) o) Bd B
1 B(1-d) 5(a-1) . 8%% + 26%- b+ p%a-28% a + ga
C : K X -
d [1,2(1 o] o 82 a

trabajando ahora con la filtima KO de la expresidén tenemos:



B4

p(-B%® +8%ava-1) _ -32a° +8% a4 + d-1

K K
[#) B2d | o] Bd

. ~8
tomando ahora la otra variable Ko Bd- tenemos

_ . 2 _ '
sap B sefava-1 %% -pla-p’a®4pfava-e

X Bd K Rd
[+] . O

por lo tanto toda la expresidn nos queda:

1-4d,
2 ’£2f:—gl’.. (d-21) .2 (-9 ga o también
d C Bd K gd d K
o [
d-1
K R4 q
2o (=2 P recordando que C = —~2—
d C A
3g .
d -1
BLB 1 A KO
= ( ) Rd
39 d qo
BLA
4 AR, dB; :
Por lo tanto demostrando que —< ( ) <1
d q
o
demostraremos que 29 > 29
BLA BLB
AK
Como q >AK ~ entonces —2 <1
%



Por otra parte, como 0«8 y d > 1 tenemos que

-1, 03 lo cual implicalque

Bd
AK __2_:_£
(=) gd <1
%
: ' 1 1, M dBc-ll'
Asimismo sabemos que — < 1 por lo cual — T ) ' <1 qué era
: d d (o)

lo que desefbamos demostrar

En forma andloga se demostraria que N %4

c s

por lo tanto se tendria que:

2, M, %

oL oL oL

A B
Prueba IX -0 -0 - ¢ _
Ahora blen; si g < AK (es decir si la recta q = qg corta las curvas en la

' . AK '
parte inferior al punto de interseccidn comin) entonces 2 >3,

Q.

Por otra parte, como d >1 y K > o entonces  tendremos que & §7i B

d-1

. d-1
1 Ao &
por lo cual si sabemos que para que —— ( ) >1 se
d %
AKO Bd
debe cumplir que ( ) v d -1
Q- |
__gsl_» |
y ‘como d 1, 1 entonces
‘ T d-1 T : '
A T —
Ko 8d AK

(

2o

) 51 8f —=2 1

4 : ’
? )”
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