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En este trabajo de tesis se aplican una serie de t@cnicas de

-y

la tearia de control a wun tipo gspecifico de problemas de
politica econtmica. Dichos problemas gue surgen cusnds se
desea gue ciertas variables econ®micas alcancen un cierto
valor determinado por los disefladores de la politica
econCmica. Las t€cnicas de control utilizadas son la teoria

sobre contrcl nolinsal con objetivae de seguimiento de

trayectorias v la teoria del control adaptable con este tirpo

de seguimnlenio también. Se supone gue el pPracesa de
arwesulacion de una sortiedad dada ests regida por el '‘modelo

unisertorial neoclisico de crecimiento econdmico. Se explica
¥ s& diseBa un contrclador nolineal para que la economia en
cuestidn alcance cualguier trayectoria deseada por ios
disefadores de la politica econdmica. Ademds se plantea el

problema de que la economia en cuestidn slcance un valor del

consumc por unidad de trabajo miccimo. Esto se logra por
medic del uso del contralador nolineal diseflado. Se  efectds
wna simwlacién para ejemplificar esto. Se compara el

controlador nalineal con los principios de la teoria del



control Sptimo. Por Titimo s considera que el modelo

econtmico en cuestidn posee un pardmetro diffcil de estimar,
por 1o tanto incierto. Para lograr controlar modelos con
estas propiedades se hare indispensable el wso del control
adaptable. Se explica vy se disella un controlador adaptable
con el fin de gque ciertas variables econfmicas alcancen
valores deseados por los disefadores, aun cuando el modéla

posse incertidumbre parametrica. Se realiza una simulacidn

para ejemplificar esto.
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1. Introducci®n.

Coma es conocido, el uso de las técnicas de control en la
ciencia econdmica es amplio. Estas aplicaciones han
consistido en la utilizacidén de los diferentes instrumentos
de la teoria de control, tales como las técnicas de control
Sptimo, control estocastico y otras mas. El uso especifico
de ciertos principios analiticos de la teorfia de control,
depende del planteamienta del problema econtmico a  resolver.
Asi, cuandx el objetivo es diseflar una travectoria éptima en
donde se esté cptimizando un ciertd criterio econdmico, la
utilizacidn de la teoria de control Sptimc es la adecuada.
En concordancia a esto, en este trabajo de tesis se muestran
algunas aplicaciones del instrumental telrico mds reciente de
las técnicas de cdntrol nolineal con objetivo de seguimiento
de trayectorias y del control adaptable también. Eso es asi,
porgque en este trabajo se plantea la sclucidén de una cierta
clase de problemas de politica econfmica. Problemas de
politita econmica gue surgen cuando los disefladores de la
politica econdmica fijan metas desesadas o trayectorias
deseadas para ciertas variables econdmicas y el modelao

utilizado para analizar el comportamiento de estas variables



tiene caracter!{sticas nolineales y ademis algunos parimetros
del modelo son dificiles de cuantificar. Como es obvio, el
objeltivo del control nolineal es la de controlar modelos
nclineales y la vocacidn del control adaptable es 1la de
tratar con modelos en donde algunos de los  pardmetros  del
modelo son inciertos, esto es, hay dificultad de estimar el
valor numérico de alguncs parametros. Estas caracteristicas
se presentan frecuentemente en los modelos econtmicos
complejons vy "reales” gue se estudian hoy en dia. For lo
tanto, el objetivo de este trabajo es el de mostrar la
utilidad de ciertas técnicas de control para la solucién de

una cierta clase de problemas de politica econdmics.

Comas es sabido, la teoria de control utiliza las entradas del
modelo para controjiar las ‘salidas de dicho mwmodeld. L&
manioulacitn de las entradas tiene en general el objetivo que
las salidas del modelo tiendan y alcancen asintdticamente con
respecto al tiempo unas trayectorias deseadas, seleccionadas
por los disefladores de la politica econdmica. En otras
palabras se desea que 1a5 salidas del wmodelo tiendan
asintSticamente a las salidas deseadas. Este es el
planteamiento general de 1los problemas de control con
cbjetivo de seguimientc de trayectorias. Por lo tanto aguf

se utilizan estas técnicas de control para la solucién de

V)



problemas de politica econimica en donde el “Ministerio de
Programacidn® desea que la economia se dirija hacia 1los
objetivos (trayectorias) deseados por la sociedad,

considerados por los disefiadores de la politica econd®mica.

Para este fin se supone que el crecimiento econfmico de
nuestra economia en cuestidén esta regida por el modela de
crecimienta presentado por Solow (1956). Hay que aclarar
que las técnicas de control nolineal y de control adaptable
fueron aplicadas al modelo de Soiow (1956) en Kelly,

Césares y Garza (1988), pero con swpuestos y objetivos

diferentes.

La organizaci®n del trabajo es la siguiente: en la secci®n
Il se presenta el modelos de crecimiento econdmico de Solow
(1356) dentro del contexto de la teorfia de contral. En 1a
seccion IIl se plantean algunos problemas de politica
econdmica y su solucidn utilizando las técnicas de control

nolineal vy del control adptable, vy finalmente en la seccidn

IV se presentan las conclusiones.
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IT. EL CRECIMIENTO ECONOMICO.

e supone que el procesa de acumulacidn de capital de una

[2)]

cierta economia est2 regida por el modelo de crecimiento
de Solow (1956). Excelentes presentaciones se encuentran
en Burmeister y Dobell (1970) y Jones (1975). Los

supuestos que se utilizan son los siguientes!

Al La fuerza de trabajo con progresc t&cnico crece & una
tasa constante dada exégenamente!
E/E=n+ A ; x = dx/dt
donde !
E: fuerza de trabajo con progreso técnico & trabajo
efectivo.
n: tasa de crecimiento de la poblacién dada
exégenamente. (L/L = n, donde L es la fuerza de

trabajo).

AN: tasa de crecimiento del progreso técnico también

dada exdgenamente.

B Se utiliza una funci®n de produccidn CES (elasticidad

de sustitucidn constante)

/

i o]

Q=ALMP+ (1 -&L*FI1?



en donde:

Q: producto

A: estada de la tecnoloafa. A>0

K: acervo de capital

& parametro distfibutivo, 0 <6 <1

0. elasticidad de sustitucibn. o = 1/ (1 + o)

p > -1.

La produccidon por unidad de trabajo efectivao (g), {una
funcidén de produccion  de produccidédn con rendimientos

constantes a escalal) sera:
a=8 [ 6kP+q -6 171/P (z.1)

donde & es la relacin capital trabajo efectivo.

- C) Se utiliza una funcidn de ahorro proporcional: § = sG,
donde s es la tasa de ahorro. La trayectoria de la relacién
Capital - trabajo efectivo (K/E), entonces estid regida por la

siguiente ecuacidn diferencial:
k/k = sf(k) /k - E/E

en donde f{k) es una funci®n de producci®n per cipita
neoclasica de buen conmportamiento é de rendimientos

constantes a escala.



Esta ecuacidn diferencial da la evolucién en el tiempo o
trarectoria de 1la relacién capital-trabajo efectivo (k).
Dada una condicién inicial de 1la relaci®n capital—-trabajo
efectivo (ko) y unos valores de los pardmetros, la soluci®n
de la ecuacidn diferencial esto es k tenderd a un valor de
equilibrio también conocide como el valor de k en el estado
estable (k*)- Este valor se alcanza cuando 1la tasa de
variacidén de la relacidn capital-trabajo efectivo es cero
{Elk = ). Esto es, cuando se tiene una k constante. Una vez
alcanzado el estado estacionaric, la ecuacidn (2.1) dice que
la economia se encuentra en una situacidon de plenc emplec de
los factores productivos (del capital y del trabajo). Ya que
en una situacidén de equilibric, la ecuacidn es la condicién
de pleno emplea, que viene dada por la igualdad entre la tasa
garantizada de crecimiento (g) y la tasa natural con progreso
técnico (0 + X). La tasa garantizada (g} como es sabido estd
definida como el cociente entre la tasa de ahorro (s3 y 1la
relacidn capital-producto (v = K/Q)Y c sea g = s/v . Esta
trayectoria de equilibrioc de rpleno empleo, es una trayectoria
estable, ya que si por cualquier razén el valor de k se
desvia de su valor de equilibrio, la relacidn capital-
trabajo efectivo regresard a su senda de egquilibrio. Bajo

nuestros supuestos esta ecuaci®n diferencial queda como:



Esto es una ecuaci®n diferencial nolineal en k. Por lo tanto

el modelo econdmico nolineal completo seri:

sAaf 6k P a1 -6 1Y _fnerlk (2.2

oyl
1}

a=ACL &P+l -6 1P (2.1
Desde el puntoc de vista de la teorfia de control, la

variable de control serd s, la variable de estado k y 1la
salida del mcdelc gq. Sabemos que si la tasa de ahorro

aumenta, auvmentaria k y a su vez q. Esta es 1la relacitn

basica entre las variables.



ITI. OQEBJETIVOS DE FOLITICA ECONOMICA

IIT.1. Planteamienta:

Se plantean 3 objetivos de politica econdmica en una
econamia donde el proceso de acumulacidén de capital esta
gobernads  por el modelo de crecimiento presentadc
anteriormente. Primeramente se desea utilizar la variable

s coma variable de control, para controlar 9. Esta es, se
desea llevar a la economia hacia wna trayectoria de g
deseada (qd). Fara 1lograr este fin, también 1lamada
objetivo de control, se utilizardn las técnicas de control
nclineal para el disefio de un controlador nolineal. La
funcidn de dicho controlador nolineal serd la de controlar
el proceso de acumulacidn y llevar a la economfia hacia
dicha U

Una vez disefiada el controlador nolineal, se propone el
siguiente objetivo. El segundo objetivo consiste en situar a
la economf{a en una relacién capital-trabajo (k) efectivo,

k), v producto-trabajo efectivo, (q), que isplique una

relaci®n consumo—trabajo, (C/L), miximo.



Para realizar este fin se aplica el principio de la regla de
oro de la acumulacidn, Phelps (1961); explicaciones
interesantes se encuentran en Nagatani (1981) y Blanchard vy
Fischer (1333). La regla de orc dice cuanto deberian ser los
valores de 9 v k que garanticen un valor maxime de la

relacién consumc — trabajo.

For lo tanto, para situar a la economia en una trayectoria de
crecimiento estable, en donde se esté logrande un valor
maAximo de todos los posibles valores de C/L que puede lograr
nuestra economfa en cuestidn (dado el valor de los
parametros}, es necesario Unicamente éalcular la regla de oro
de ia acumulaciodn y a partir de ella deducir la travectoria
deseada. En este punto hay que aclarar gue el objetivo de 1la
politica econdmica no es el de diseflar un controlador Sptimo
por medio de las técnicas de programacidn dindmica y/o Teoria
de control oOptimo, sino mds bien el de utilizar el
controlador nolineal para llevar a la economia de uwna g

cualquiera hacia una q, que implicaria que el C/L es el

d
miximo posible de entre todos los estados posibles de 1la
economia (dado el valor de los parametros). Para ejemplificar

los resultados tedricos se presentarin uma serie de

simulaciones.

Por Ultiwo, como tercer objetivo, se supone desconocida el

valoar de un pargmetro del wmodelo, de por sf dificil de



cuantificar: el progreso técnico. Por lo tanto en esta etapa
del trabajo se hace pertinente el uso del control adaptable,
vya que este tiene como vocaci®n el controlar sistemas con

parametros desconocidos.

10



111.2 Control Nolineal!

En esta parte del trabajo, el disellc del controlador estéd
basado en los mds recientes avances sobre linealizacidén por
retroalimentacidén nolineal de estado (Sastry y Bodson, 1989).
Esta técnica de linealizacidén consiste en que unidos el
controlador ¥ el modelo, ambos forman un sistema
estrictamente lineal y no una aproximacidn lineal. En
nuestro caso se utilizar2 el concepto de linealizacién desde
la entrada al estadac. Esta técnica tiene enormes ventajas
metodolégicas,‘ya que la teoria sobre sistemas lineales esta
bien desarrocllada v los sistemas lineales son facilmente

manejables.

Para determinar el controlador que por medio de 1a variable
de contral s logre el objetive de seguimiento, esto es, qit)
> qd(t) cuando t » © , se procede de la siguiente manera. El

modelo econdmico formado por las ecuacicnes (2.1) y (2.2)

tiense la forma:

x=f (x) + g9 (x) u

Y =h (x) - (3.2.1)

donde: x = k, 2 = s, Y = q. Por lo tanto:

11



f (x) =~[n+ X 1Kk

AL kP 4+l -6 17VP

g (x)

1/p

F() =AL Sk P+ (t-61

(3.2.2)

Suponiendo que g9(x) es diferente de Q para todo x, la ley de

control estad dada por:
p="""""" [ —f (x)+v ] (3.2.3)

en donde v es una nueva entrada que sera definida

posteriormente. Sustituyendo (3.Z2.1) en (3.2.3) se obtiene:
x =V (3.2.4)

que es una ecuacitn diferencial lineal. Si en el modelo,
h'(y) y oh '/7dy estan definidas y a, =Y ya = Y, son

funciomes continuas y acotadas, la nuweva entrada puede

seleccionarse como:

x, + 3 (xd - x) (3 > 0)

<
I

-1

x =h (yd) (3.2.5)

Reemplazands (3.2.5) en (3.2.4) se obtiene:

X 2-
f

-8 x

12



en donde X = xd - X.

Esta es una ecuaci®™n diferencial lineal cuvas soluciaones son
exponencialmente decrecientes & cero cuanda 2 > 0. Por 1o
tanta =(t) » xd(t) y y(i) » yd(t) cuanda t -+ o®. Para el

modelo de Solow (1358), se tiene que sustituyendo (3.2.3) vy

(3.2.5) en (3.2.3) se cbtiene el controladar nalineal:

[n + 21 k 1 . }
s = - — - —= [k, + k]
Ak Pec1-611"P  arsk Peci-sy1 /P d
(3.2.6)
qd—P -~ a P1-63 ~u/p
k= e (3.2.7)

en daonde: k = kd— k

Notese gue sustituyendo (3.2_65 en (Z.23 se obtiene:

k + (% =0

la cwal es una ecuacidn diferencial lineal exponencialmente
convergente a cera. Esto quiere decir que ;(t) + 0 cuando t
+ @ vy que k(t) » k_ vy alt) » qdcu' cuande t + o Por lo
tanto el objetivo de control se cumple. Esto es que la
economi{ia se dirigird hacia las trayectorias de qd deseadas

tpor los disefladores de la politica econdmica. El primer

13



objetivo se ha logrado: el disefo de un controlador nolineal.

IIT.32 Regla de Oro.

Ahora se plantea el problema que la economia se dirija
hacia un valor del productoc por unidad de trabajo efectivo
en donde se loare el maximo consumo por unidad de trabajo,

dado el valor numeérico de los parameiros.

Aqui hayv gque seflalar que son equivalentes la maximizaci®n del
consumo por trabajo (C/L) y la maximizacidn del consumc por

trabajo efectiva (C/E), ya que C/L = ext C/E.

Se conoce por t@cnicas de optimizacid®n que la regla de orc de

la acumulacién se puede obtener por medic de:!

At
C/L = e L f(k) — sf(k) 1

y en condiciones de equilibric, en donde k/k = 0, se tiene

que ;

sf (k) (n + X Dk

por lo tanto:

c/L = e"t’ L f<k) = (n + Ak 1

14



derivanda con respecta a k!

2
a{C/Ly/ék = e”t L f'Ck) = {n +X) 1 =20

despejanda se obtiene la llamada regla de oro de la

acumulacidn:

k)

n+ X (3.3.1%

En dande (k) es la productividad sarginal del capital.

Se supone que la elasticidad de sustitucitn es o = 1
(supuesta simplificador). Esto implica que p = 0, pero, aun
cuando la divisidn por cerc no esta perhitida, es bien sabido
que cuando p » O la funcidn de produccidn CES se aproxima
a la funcién de producci®n Cobb—Douglas. Por lo tanto se

tiene gue!

cuando £ + 0 y recordando que o0 = &

Calculando la productividad marginal del capital:

(o0 ]
A

oaq/dk = f' (k) = Aok

15



Sustituyends este valor en la ecuaci®n (3.3.1) se obtiene la
regla de oro de la acumulacidn para el casoc de una funci®n de

produccison Cobb—-Douglas: Aaka~1 =n + A. Despejandoc k de

Ack™ ™ = n + A y sustituyendola en la funcién de produccidn

Cobb—-Douglas se cbtiene!

o/

Por lo tanio se tiene la qd como |

o/

Este es &l valor constante de 9 que se desea que la econamia
alcance vya que este valor de g9 implica un maximo valor de

(C/L), dado el valor de los parametros.

Bien pudo haberse planteados uwun problema en  términos de
programacién dindmica y/o tecoria de control éptimo.
Recordando que en el equilibrio la maximizacién de (C/L)
maximiza también (C/E), se tiene!

4
19

f
Mace J W {C/E) dt
o

16



s.a. k/k = 77777777 - I{n+Xx1
4 k =fk) — ((C/E) — L n+ XN 1Kk

X
kCOY) > 0 dado; k(%) = k 2 0. En donde k(Q) es la condicidn
inicial v k* es la condicidn terminal. k* puede ser ceroc y el
problesa tendrd entonces horizonte infinito. W es una funcidn

de utiliidad social oo ponderada.

Un problema wuy particwlar es la de comsiderar gue la
condicidn inicial k(0) sea la misma para toda pericdo de
tiempo, esto es: k(0) = k{t) para todo >0 y ademds gque el
nivel de k{(0) sea logradc por medio de capital gratuito (esto
es capital recibido sin costo por alam medic). Este valor de
k, constante para todo t, corresponder& al que resulte de la
solucidn de este muy particular problema de crecimienﬁo
X

éptismo si se considera un horizonte finito largo, esto es, k

= k(t) = k{0).

La soluci®n de este problema muy particular nos daria wuna
trayectoria optima en donde se estaria maximizande el flujo

del consumo por trabajo efectivo y precisamente la regla de

[
.

org es la condicidn que maximiza dicho flujo: j; U(C/Lidt,
Branson (1973). Justamente en el ejercicioc anterior, en

donde se utiliza la regla de oro como trayectoria deseada, no

17



se esti planteando un tipo de maximizacidn del flujo del
consumo por trabajo efectivo, vya que el controlador nolineal
no fue disefado para optimizar ningun criterio, solamente se
estd llevando, en forma asintdtica al stock de capital, k, al
valor deseado obtenido al apliicar la regla de oro, es decir
al valor que maximiza la funcidn de utilidad. No es Gptimo en
el sentido de que el stock de capital per—-cipita obtenido por
el controlador no maximiza la funcidn de wutilidad en un
horizonte. Esto no es sorprendente ya que el controlador no
lineal fue diseflado para cumpliir con el abjetivo de
sequimientoe vy na de optimizacidn. No obstante al alcanzar 1la
trayectoria deseada y al estar siempre la sconomia, por medio
del controlador nolineal, en una trayvectoria de crecimientao
de la regla de oro, la travectoria de la economia serd
también una travectoria <ptima. El, controlador nolineal
estari generando la tasa de ahorro necesaria para mantener a
la economia en una trayectoria de regla de oro o wna
travectoria optima. Aungque verdaderamente este es wun caso
particuiar, va que la trayectoria deseada es la regla de oro.
Es evidente pues gque el controlador nolineal diseRfada no es

optims.

Ademis, hay gue recalcar que es claro que la reqla de oro es
la soluci®n muy particular de un problema de crecimiento
optimo. Pero es muy importante seflalar gque dicha regla de

aoro s el valor al gue tienden asintdticamente (solucidn



limite de crecimiento Sptimo) los problemas mis generales del
crecimiento Sptimo (programacidn dindmica y/o tedrica de

control Sptimo), en donde k(0) > 0 es dado ¢ heredado del

tiempo pasado, Jones (1975).

II1.3.1. Simulacidén 1.

En esta seccidn se presentan resultados de sismuwlacitn del
modelo de Scolow descrito por las ecuaciones (2.2.1), el
controlador no lineal, (3.2.6) y 1la trayectoria deseada

obtenida de la apliczcidn de la regla de oro en (2.2.7).

Se reslizaron dos simuiaciones, modificanda el wvalor de
algunos de los pardmetros con el fin de i1lustrar gue el
controlador no lineal siempre lleva asintdticamente a  las

variables a sus valores deseados.

En el primer caso 91 valor ma@rico de los parémetros fue
seleccionado de la siguiente manera! la tasa de crecimiento
de la poblacidn, (n), en 0.03; la tasa de crecimiento del
proareso técnico, (M), 0.02; el estado de la tecnologia, (A),
0.1; el parémetro distributivo, (£, 0.666; para la

elasticidad de sustitucidn (o = 1 / 1+2), se considerd para 2

13



un valor de .001; la relaci®n capital/trabajo efectivo
inicial, ( k(0) ), 10 y el parimetro de dise%% S8 en 0.1. La
grifica 1 muestra el comportamiento que ha de sequir la tasa

de ahorro en el timepo y las grificas 2 y 3 muestran las

trayectorias del capital/trabajo efectivo (k) Y
producto/trabajo efectivo (q), respectivamente. Note que una
vez alctanzado los valores deseados de kd y qd el controlador

estabilece que la tasa de ahorrc permanezca constante en el

tienmpo.

1 s s (tasa de ahorro?

6.2 P
é.6
a.4
8.2/
y
%]
6 0 48 63 89 1@e
Grifica 1. Tasa de ahorro. (2 = .0012

20



o

e
L )
»
"

8 2@ 4R od 89 100

Grifica 2. Capital/trabajo efectivo. (2 = .GO1)

g5 1l=q 2:=4q
2.4
2.3 2 2 = % 2 3
2.2
] 20 45 8 86 1088

Grafica 3. Producto/trabajo efectivo. (g =.001)

El segundo caso de simulacidn realizado fue considerando un
valor de p mas cercade a cera (o = .Q000001), es decir
equivalente a que el modelo econCmico sea descrito por una
funcion Cobb-Douslas. Ze tomaron los mismos valores num@ricos

que en el caso anterior para los parémetros den, X, A, § y 3

Yy s& considerd que la economia partia de una situacidn

21
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Grifica 6. Producto/trabajo efectiva. (£ = .0000001)



II1.4 Control adaptable.

Abora se considera que el pardmetro A es desconocido. Por lo
tanto el problema de control no puede ser resuelto por los
métodos convencionales. Agqul se hace indispensable el usa de
las técnicas del control adaptable. Excelentes restmenes
sobre control adaptable se encuentran en Astrom (1983) vy

Astrom (1987).

La ley de control abora es:

n+61Kk 1 . B
s = — ~ + — — [k, + fK3
ALk Pec1-631"P Atk Peci-sy1 /P 4
(3.4.1)
qd"" - A Pa1-8) -1/p
K, = - (3.4.2)
A Ps
k =k - k

-~

donde hay que estimar €. Para este fin se propone la

siguiente ley de adaptaci®on tipo integral (algoritmo de

24



estimacidén paramétrico):

il G ; 8 =y kk (3.4.3)

Do
It

~

en donde! £ es el error k; ¥ es un escalar positiva  1lamado
ganancia de adaptacidn y ¢ una sefal que puede ser obtenida

de las entradas y salidas del modelo econdmico, en este casc

¢ = ~k. El error paramétrico se define coma: 6 = 6 - 6* en
donde 6* = A. Sustituyendo (2.4.1) en (Z2.1):
k =k + L kd + &1 - Ak
~ ¥
y como 8 =8 - @8 tenemas |
k = ke + L kd + k1 (3.4.4)

A partir de las ecuaciocnes (3.4.3) vy (3.4.4) se obtiens el
llamado modelo del error, el cual es utilizado para demostrar
estabilidad en el sistema adaptable y para probar que el

objetivo de control se cumple.

Notaﬁda que 6 = 6 tenemos que!

k + %k = -8k (3.4.5)
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y k k (3.4.6)

@© 2
}

Las ecuaciones (3.4.5) y (3.4.6) son el llamada modelo del
error. Este posee la misma estructura que el presentada en

Kelly et. al. (19288). Enunciemos el siguiente teorema:

TEQREMA: Considérese el modelo econ®mico descrito por 1las
ecuaciones (2.1) y (2.2, la ley de control (2.4.1)
y la ley de adaptacidn (3.4.3). Supdngase que A
es una constante desconocida, entonces:

a8 eL
[ 3]

~

by kel _nNnL
2 oy

) - el n
¢ qd 9 2 LO)

d) k(t) » O cuando ¢t » m

e) Iqa(t) - q(t)| » 0 cuando t » ®

en donde!
o , 1/2
L2 = X : R* - R | [ Io | x"| dt ] < ®
r b
L = { % i R +R | ess sup | x(t) | < o '}
wm +
t € R

*

El siguiente lema serd de utilidad para la demostracifn del

tecorema.
26



Lema: Sea f: R+ R. 81 fy fe Loo y f € L2 . entonces f(t) =

O cuando t » o. (Desoder y Vidyasagar, (1975)).

Demdstracion: Se propone la sigquiente funcidn de Liapunov

para el modelo del error:

-
Lo

V(t) = 8 “+ ¢k ° 20 - (3.4.7)

cuya derivada es:

V(t) =200 + 2y kKk
sustituyendo los valores de 6 ¥y k  del modelo del error se
obtiene:

V() = -2y Bk 2 <0 (3.4.8)

De (3.4.7) v (3.4.8) seg tiene que 0 s L00 y k e L0° y Coma
V(t) es una funcidén positiva no creciente se tiene que V(0O) =

V(t) para todo t 2 0, integrando (3.4.8) tenemos:

t”
V(L) —WO0) =-27 8 jo k 2(T) dr

-

y como V(O) ~ VYit) se tiene:
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Fror lo tanto k € Lz' Y por los resultados anteriores k € LG

L.
00

Esto demuestra los incisos a) y b). De las ecuaciomes (2.1)
y (3.4.2) v del hecho que k = kd -k yde que k e Lz N Lw

secomnprueba el incisc ¢). For medio de c) y como qd esta

acotada se deduce también que g estid acatada. Utilizando la

ecuacidén (2.1) deducimos que si q esti acctada, k esta
acotada también. Utilizando (3.4.5) y como k, ;_y g estan
acotadas esta implica gue ; estd acotada tambisn.
Aplicando el lema enunciado anteriormente tenemos que ;(t)
40 cuando t » ®, con lo cual se demuestra el inciso d). El

inciso e) se sigue imnmediatamente. Por lo tanto se demuestra
que el abjetivo de control es logrado estc es que q(t)y =

qd(t) cuando t » o,

Se ha logrado diseflar y comprobar la estabilidad de un
sistema adaptable. Aqu! hay que resaltar que el controlador
adaptable es capaz de generar las entradas necesarias para
lograr el objetive de control con Onicamente informacidn
disponible de k, obviamente ésta no puede provenir del modelo

econdmico, ya que un parametro de €1 es desconocido. La
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informacién de k tendrd que ser medida de fuentes directas o

generada bor otra modelo.

IIT.4.1. Simulacidon I1.

Al igual que en el caso del contreolador no lineal se
realizaron para el control adaptable dos simulacioneé para
ilustrar la efectividad del controlador para llevar las
Qariables'a sus Qalnres deseados. En estas simulaciones se
utilizaron las ecuaciones del modelo de Solow en (3.2.1), el
controlador adaptable (3.4.1), la ley de adaptacidn (3.4.3) vy

la trayectoria deseada en (5.4.2).

En las grificas 7, 8, 9 v 10 se presentan los resultados de
la simulacidén para la tasa de ahorro, la relaci®n
capital/trabajo efectivo, producto/trabajao efectivo y 1la

evolucién del pariametrao 8, respectivamente. Los valores

numéricos utilizados fueron los siguientes: Fara los
parametros del modelo: n = 0.03, A =0.02, A= .1, 6§ = _€666,
p = .001, la condici®n inicial k(0) = 10 y los parimeiros de

disefo: 2= .05 y y = .00005.
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1 s (tasa de ahorpro)

8.3

8.6

8.4

8 58 198 150 200

grafica 7. Tasa de ahorro. (2 = _001)

18
N 3 2 2 2
0
9 58 168 130 268

Grifica 8. Capital/trabajo efectivo. (2 = _001).

3.3 L=¢ 2:-q
3.4\
\\
:\ n a n a " 2
4.3 = : 13 17 _——_;__ PP L]
e

3.2
4.1

Q .

) 39 168 156 2c8

Grifica 9. Producto/trabajo efectivo. (2 = .001).
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@.83. 1 - teta 2 = lamhda

6.62] g a 2 2 2 %

2.01
a

-8.81

-9.82
8 53 100 158 208
Grafica 10. Parémetro 2. (g = .001)

Note gque en este caso, en virtud de gque el modela contiene un
parimeiro desctonccido, las trayectorias gque siguen las
variables k y 9 aunque tienden asintdticamente a las valares
deseados, kd y qd, oscilan en la etapa de transicidn. Esto es

debida a e el pardmetra 8, estimacidn del pardmetiro

desconocide, oscila hasta alcanzar el valor verdadero de .02.

Las graficas 11, 12, 13 y 14 muestran el comportamiento de la
tasa de ahorro, la relacidn capital/trabajo efectivo,
producto/trabajo efectivo y el parametro 8, respectivamente.
Para este caso se utilizaron los mismo valores para n, A, Ay
& que en el casa anterior y £ = .0000001, es decir
considevando que el modelo econtmico se comporta con una
funcién de prdduccién Cobb~-Douglas. Se supusa para esta

simulacidn que la economia partia de una situaci®n inicial de
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k(0) = 1.3 y los parimetros de disello fueron seleccionados a

los siguientes valores: 2 =01y y = 0.1,

s (tasa de -ahorro)

8.6
"/"'FI. TT—
8.4
/j
8.2 /
/_I
__/
@
6 29 4% 69 30 108

Grafica 11. Tasa de ahorro. (p = .0000001).

1=k 2=k
1.4
1.2
A
3 n A 2 — —_— L
1 — 2 J}_‘_ﬁ- 3 — z
5. 7
R
9.8 :
8 28 46 29 83 138

Grifica 12. Capital/trabajo efectivo. (2 = _0000001).
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Grifica 12. Producto/trabajo efectivo. (g =
a7 L= teta Z:= lanhda
3 —_ B g
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Vs
8.21
¥
\ £
e |
7] 28 48 n8 8@ (R3]

Grafica 14.

Pardmetro 8. ( £ = .0000001).

.0000001) .



IV. CONCLUSIONES.

En este trabajo se ha mostrado el usc de diferentes técnicas
de control para la solucidn de varios praoblemas de politica
econBmica. Se utilizaron las técnicas de control nolineal
para el disefic de un controlador nolineal con el objetivo de
que este llevara a ciertas variables econdmicas a ciertos
valores deseados por los disefladores de la palitica
eccndmica. Se demostré que el sistema formado por el
controladar nolineal y el modelo econdmico es estable. Esto
implica que se puede loagrar alcanzar cualguier trayectoria
deseada. Asimisme se mostrd que este controlador puede
conducir a la economia hacia la trayectoria en donde se
alcanza wun nivel maxime del (C/L). También se mostrd
ectabilidad global para el sjistema de control adaptable en el
casc en el que ~un pardmetro del modelo econdmico era
desconocido. Lo anterior muestra la utilidad de ciertas
herramientas de la teoria de control para la manipulacidn de
un cierto tipo de modelos econdmicos. El_benefiéio tedrico y

empirico para la teoria econdmica es evidente.
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