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Resumen

En la primera parte del trabajo se hace una revisién de los resultados en
teorfa de subastas referentes a la implementacién y a las rentas obtenidas por
los participantes en una subasta. Para los casos de subastas de un solo bien
se revisan los resultados obtenidos en Myerson (1981). Para subastas de varias
unidades de un bien se tienen dos casos; el primero es con demandas unitarias
(Maskin y Riley (1989)) en donde se obtienen generalizaciones de los resultados
de implementacién y del teorema de equivalencia de rentas; el segundo es cuando
las demandas no necesariamente son unitarias, para este caso también se puede
generalizar el teorema de equivelencia de rentas.

En la segunda parte del trabajo se analiza el caso de subastas de varios bienes
no homogéneos. En este caso las condiciones de primer orden inducidas por la
condicién de compatibilidad con incentivos no se resuelven trivialmente, de hecho
se prueba que para tener solucién se tiene que cumplir, que las derivadas parciales
cruzadas de las funciones de probabilidad de asignar un bien sean iguales. Fsto
nos permite tener condiciones necesarias para la implementacién de subastas y
hacer explicitas algunas de las condiciones que deben cumplir las funciones de
probabilidad, para poder extender el teorema de equivalencia de rentas como lo

hace Engelbrecht-Wiggans (1987).



1. Introduccién

Una subasta es un conjunto de reglas explicitas que determinan la asignacién y los precios
de los recursos, basandose en pujas hechas por los posibles compradores. El caso m4s simple
de subastas es cuando se subasta un solo bien entre compradores neutrales al riesgo, con
valoraciones privadas e independientes. Para éste, Myerson (1981) obtiene las condiciones
necesarias y suficientes para que las subastas sean implementables, esto es, todo posible
comprador espera rentas no negativas por participar en la subasta y tiene incentivos a com-
portarse como lo predice su verdadera valoracién. A partir de estas obtiene el “Teorema de
Equivalencia de Rentas” que dice, que cualesquiera dos subastas que asignen el bien de la
misma forma dardn las mismas rentas esperadas al vendedor y a los posibles compradores’.

Si pensdramos en subastar varios bienes en una sola subasta, ;se podria extender el teore-
ma de equivalencia de rentas? Siguiendo con los supuestos de posibles compradores neutrales
al riesgo y con valoraciones privadas e independientes Maskin y Riley (1989) estudian el caso
de subastas de mas de una unidad del bien. Ellos caracterizan a las subastas implementa-
bles, cuando los posibles compradores demandan a lo mas una unidad del bien, y extienden
el teorema de equivalencia de rentas para este caso. Posteriormente Branco (1996) hace lo
mismo para el caso de demandas no unitarias.

En el caso de subastas de K bienes no homogéneos, tomando compradores neutrales al
riesgo y con valoraciones privadas e independientes, el mecanismo m4s tivial para subastar
los bienes es realizar K subastas de un solo bien, sabemos que en éstas si se cumple el teorema

de equivalencia de rentas por lo tanto el teorema se extiende para este caso. Sin embargo,

1S6lo necesitamos que para alguna valoracion, digamos la minima, los jugadores esperen pagar lo mismo
en las dos.



el vendedor no tiene porque limitarse a subastas independientes de los K objetos cabe pues,
preguntarse hasta que punto podemos asegurar que cuando se haga una sola subasta y se
tomen en cuenta las valoraciones de forma agregada suceda lo mismo.

En el siguiente trabajo se analiza esta situacion y se llega a la conclusién de que sélo
en ciertos casos se podrd generalizar el teorema de equivalencia de rentas, a subastas de
K bienes. Se ha encontrado que las funciones que asignan la probabilidad de llevarse los
distintos bienes, tienen que cumplir necesariamente que sus derivadas parciales cruzadas sean
iguales para que la subasta sea implementable, y en este caso el teorema de equivalencia de
rentas también es védlido. Engelnrecht-Wiggans (1988) también estudié la extensién del
ieorema de equivalencia de rentas, pero no dio explicitamente las condiciones de regularidad
que deberfan cumplir las funciones de probabilidad para la extensi6n del teorema. En este

trabajo se encuentran explicitamente algunas de estas condiciones, lo que complementa su

estudio.

2. Revisién de resultados anteriores en teoria de subastas
2.1. Subastas de un sélo bien

Supongamos que se quiere vender un bien y se tienen varios posibles compradores cuyas
disponibilidades a pagar por el bien pueden ser desconocidas. Una subasta es un conjunto
de reglas explicitas que determinan la asignacién y el precio del bien sobre la base de las
pujas que hacen los posibles compradores. Para estudiar los modelos de subastas tomaremos
primero el mas simple, éste supone agentes neutrales al riesgo, con valoraciones privadas e

independientes y simétricos.



Cada comprador i tiene una cierta valoracién del bien, que denotaremos por v;. El com-
prador es el unico que conoce su valoracién. Para los demés compradores ésta es una
variable aleatoria. Supongamos que los compradores piensan que la variable aleatoria se
distribuye de acuerdo con cierta funcién denotada por F; : [v;,%;] — [0,1] donde v, y %;
son las valoraciones mfnima y méxima posibles. Si los compradores son simétricos, enton-
ces F, = F : [v,9] — [0,1] para toda i = 1,..., N. Hablamos de valoraciones privadas e
independientes cuando las distintas v; se distribuyen independientemente.

En una subasta se tienen que definir reglas que determinaran la asignacién del bien y
el precio del mismo basidndose en las pujas o, en general, acciones hechas por los posibles
compradores. La puja de cada comprador dependera en general de cuanto valore el bien.
Un ejemplo de subasta es la subasta inglesa, en la que los posibles compradores hacen sus
pujas de manera ascendente y oral hasta que alguien ofrezca un precio que no es superado
por ningin otro comprador, en cuyo momento se otorga el bien a este comprador y al precio
ofrecido en su puja. Sin embargo, existen mnchos otros mecanismos posibles.

En su forma mds abstracta, una subasta es un mecanismo indirecto de asignacién en
el cual cada posible comprador tiene un conjunto de acciones S; y ciertas funciones de

resultados;

2(S) : Six---xSy—RN

@(S) : Sy x---xSy— RN

que describen el pago de cada uno de los participantes y quien se llevard el bien, todo ello

como funcién de las acciones elegidas por los compradores. Estos eligiran sus acciones de



acuerdo con su valoracién. Una estrategia para un comprador serd entonces una funcion
50) : [v, 7] — Si.

De entre todos los mecanismos definidos en esta forma, denominamos mecanismos directos
de asignacion a aquéllos en que los posibles compradores tienen como conjunto de estrate-
gias, el conjunto de sus posibles valoraciones. Es decir, se pide al comprador que revele su
valoracién y se determinan los pagos y asignaciones en funcién de éstos valores revelados. En
nuestro caso, un mecanismo directo es pues, un conjunto de funciones, {p;(v), ¥;(v)}iz12..~,
que determinan el pago que el participante 7 hard al vendedor p,(v) y la probabilidad con
la que se llevara el bien ¢,(v), donde » = (vy. vy, -+, vn), Zfil Y;(v) <1y N es el nimero
de posibles compradores. Como se habfa notado anteriormente el comprador 7 no conoce la
valoracién de los demés compradores, que son para ¢l variables aleatorias. Es por esto que,
para decidir qué valor revelard, debera tomar en cuenta el valor esperado de las funciones

de pago y de probabilidad. Por lo tanto, definamos V_; = X jen, %l v;,75] ¥

pi(v:) = Ey_i[p;(v)] = / p:(81y -y Vi, ...8N) dF1(81)...dF;_1dFi4,...dFn(sn)

V_i

JI,‘('U,‘) = Ev_,'[‘(/)i(’v)] = L ‘1/).'(81, ooy Ui ...SN)dFl(Sl)...dE_ldR+l...dFN(SN)

pi(v;) y zi(v;) son las funciones de pago esperado por entrar en la subasta y la probabili-
dad esperada de ganar la subasta, respectivamente. Notemos que si los compradores son
simétricos entonces [v;,%;] = [v,7] y F, = F paratodai=1,..., N.

Las funciones que acabamos de definir dependen s6lo de la valoracién del comprador

y son estas funciones las que tomard en cuenta un posible comprador para decidir qué



estratégia usard. En los mecanismos directos las distintas estrategias s;(-) para cada uno
de los posibles compradores consisten en revelar un cierto valor para cada valoracién real v,
esto es, 8;(-) : [v,7] — [v,7].

Dado un mecanismo directo de asignacién, si la estrategia s}(v;) = v;, para cada posi-
ble comprador i, (revelar la verdadera valoracién) es una estrategia de equilibrio, entonces
diremos que el mecanismo es un mecanismo directo de revelacion.

El siguiente resultado, tradicionalmente atribuido a Myerson (1981), simplifica el estudio
de mecanismos en general y de subastas en particular.

Principio de Revelacién: Dado un mecanismo irdirecto de asignacién existe un me-
canismo directo de revelacién que da a los posibles compradores y al vendedor las mismas
rentas esperadas que el mecanismo indirecto?.

La idea intuitiva detrds de la prueba es que si en el mecanismo indirecto la estrategia
s!(v;) es de equilibrio introduciendo un mediador que diga a cada comprador: “dime tu
valoracién y yo te asigno el bien de acuedo a s}(-) y al mecanismo indirecto”, entonces lo
que cada posible comprador hard serd revelar su verdadera valoracién v;.

El principio de revelacién nos premite restringir nuestra atencién, para el estudio de
subastas, a mecanismos directos de revelacién. Es decir, a mecanismos {p;(v), ¥;(v) }i=12..~
tales que, la verdadera valoracién maximize las rentas esperadas de cada posible comprador,

ésta es la llamada restriccion de compatibilidad con los incentivos;

(85 (vi))vi — pi(s7 (v:)) 2> zi(si(vi))vi — pil(si(vi))

’La prueba se encuentra en Dasgupta, Hammond y Maskin (1979). Esta versién es de Myerson (1981).



para toda s,(-) : [v,7] — [v, V], para toda v; € [v,7] y paratodai = 1, ..., N donde s} (v;) = v,.
Los posibles compradores pueden decidir participar o no en la subasta. Para que todos
los posibles compradores estén dispuestos a participar en ella, las rentas esperadas deberan

ser no negativas, ya que no participando tienen rentas esperadas iguales a cero. De esto

obtenemos la restriccion de participacion;

:c,-(s,(11,~)v,~ s p‘-(si(v.-)) Z 0 (21)

para toda v; € (v, 7).

Si un mecanismo cumple con las restricciones de compatibilidad con incentivos y de
participacién diremos que es implementable.

Estas condiciones y el principio de revelacién definien, por lo tanto, el conjunto de me-
canismos que un vendedor posee a la hora de vender un bien.

Ahora comenzaremos el estudio de las rentas esperadas para el vendedor y los compra-
dores en cada uno de los mecanismos. Como inicio daremos un resultado muy celebrado en
teoria de subastas.

Teorema de Equivalencia de Rentas: Con agentes neutrales al riesgo y valoraciones
privadas e independientes, si dos subastas (i1mplementables) asignan el bien de la misma
forma, esto es, tienen funciones z;(-) iguales, entonces el vendedor y los posibles compra-
dores esperan las mismas rentas en ambas subastas, dado que para alguna valoracién cada
comprador espere las mismas rentas en ambas subastas.

Generalmente la ultima condicién se reduce a que los pagos esperados por los compra-

dores, si tienen valoracién minima, sean iguales a cero en las dos subastas. Ya que de esta



forma, si la probabilidad de llevarse el bien para las valoraciones mfnimas es cero, entonces
las rentas esperadas en ambas subastas son iguales a cero.

Demostracién: Ya vimos que nos podemos restringir a mecanismos directos de revelacion.
Si tenemos una subasta implementable, entonces la verdadera valoracién de cada posible

comprador maximiza sus rentas y de las condiciones de primer orden tenemos

[zi(s:)vi = Pi(8i)]lsi=ws = O

ri(vi)vi = pi(vi) = 0 (2.2)

Integrando 2.2 obtenemos

pi(vi) = / "’ szy(s)ds + pi(v) (2.3)

v
esto indica que el pago sé6lo depende de la funcién de probabilidad z;(-) y de la condicién
inicial dada por p;(v). Sabemos que algun jugador espera ganar lo mismo en las dos subastas,
supongamos que éste es el jugador con valoracién v®. Esto implica que p;(v) es igual en ambas
subastas y entonces la funcién de pago también es igual en las dos subastas. Por lo tanto las

rentas esperadas por los posibles compradores

zi(vi)v; — pi(v;)

3Si no es asi, simplemente integramos desde la valoracién que tenga el jugador, que obtiene las mismas
rentas en las dos subastas, hasta v;.



y los beneficios esperados del vendedor

mi " pu(s:) dFi(s)]

son iguales en ambas subastas, y es en este sentido que decimos que las subastas son
equivalentes. &

Este resultado ademés de ser interesante por sf mismo es de gran utilidad para el estudio
de subastas, ya que nos permite reducir los mecanismos de asignacién al estudio de las
funciénes z;(-) (z = 1,...N) que determinardn los pagos p;(-). Muchas veces necesitamos
saber cudl es la mejor forma de vender un bien, esto es, la que dé més rentas al vendedor
(subasta optima). Gracias al teorema de equivalencia de rentas la solucién de este problema
se reduce a encontrar una funcién de asignacién de probabilidades que maximize las rentas
esperadas del vendedor.

Recordemos que los resultados anteriores estdn basados en el modelo més simple de
subastas en donde se vende solamente un bien. Ahora analizaremos el caso de subastas que

vendan K bienes.

2.2. Subastas de K bienes homogéneos

Supongamos que se quiere vender K bienes homogéneos con N posibles compradores neu-
trales al riesgo, simétricos, con valoraciones privadas e independientes y K < N. Ahora
tendremos que tomar en cuenta cémo son las demandas de los posibles compradores y de-
pendiendo de como sean éstas los resultados variardn. Primero estudiaremos el caso més

simple, que es el de demandas unitarias para luego entrar al caso de demandas no unitarias.



Supongamos que los posibles compradores tienen demandas unitarias, es decir, valoran
la primera unidad del bien en v; y las demdas unidades no tienen valor marginal para él.
Usando el principio de revelacién podemos identificar subastas con mecanismos directos
de asignacién, {p,(v),%;(v)}i=12, . ~, qQue determinan el pago que el participante i har4 al
vendedor p;(v), y la probabilidad con la que se llevar4 un bien ¥;(v) € [0,1], donde v =
(1,v2,- -+, UN), Z"il ¥;(v) < K y N es el mimero de posibles compradores®. Los posibles
compradores s6lo conocen sus valoraciones, por lo que escogeran su estrategia basandose en
los valores esperados, condicionados en su propia valoracién, de las funciones p;(v) y v,(v).

De esta manera

p,'(‘U,') = E.,_,-[p,-(v)] = / p,-(sl, . ...SN) dFl(Sl)...dF‘i_ldF,'+)...dFN(SN)

I,‘('l),') = Ev_,‘[’(,/}i(‘l))] = /‘; "d)i(sl, oevy Uiy ...SN)dFl(Sl)...dE_1dFI,+1...dFN(SN)

son el pago esperado en la subasta y la probabilidad esperada de llevarse una unidad del
bien.

Las restricciones de participacién y de compatibilidad con incentivos son iguales que en
el caso de un bien, 2.1 y 2.2, entonces la extensién del teorema de equivalencia de rentas
es trivial, ya que se vuelve a obtener 2.3, con lo que las funciones de pago sélo dependen
de la probabilidad de llevarse el bien y de una ciertas condiciones iniciales. Por lo que, si
dos subastas asignan el bien de la misma forma, y para alguna valoracién los compradores

esperan las mismas rentas en ambas subastas, entonces las dos subastas serdn equivalentes.

1Notemos que lo tinico que cambia, con respecto al caso anterior, es la funcién de probabilidad.
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Notemos que al tener varios bienes para vender, las subastas pueden ser secuenciales o
simultdneas, pero el teorema de equivalencia de rentas es independiente de esta caracteristica.

Supongamos ahora que los posibles compradores pueden tener demandas no unitarias,
h(q, v;) es la funcién inversa de demanda donde g representa el mimero de unidades del bien
y v; parametriza las preferencias del comprador. Ademés supongamos que h(-) es decreciente
en ¢ y creciente y derivable en v;.

Por el principio de revelacién una subasta es equivalente a un mecanismo directo de asig-
nacién; {p;(v), ¥;(v)}i=1.2,..~, que determina el pago que el participante 7 hara al vendedor
p,(v), y el mimero de unidades del bien que se llevard v,(v) € [0,1], donde v = (v, v9, -+ -, vy),
L) S K.

Definamos R;(z,v;) como

¥i(v-i,2)
Rilz,%) = E| / h(g, ) da]

esta funcién repesenta las rentas netas que el comprador 7 espera ganar si se comporta como
si z fuera el valor que parametriza sus preferencias, siendo que el verdadero valor es v;. Las

rentas esperadas para cada posible comprados son;
Ri(z,v;) — pi(2)
Entonces para que el mecanismo sea compatible con los incentivos, se tiene que cumplir que
O () = Fifw) = 0

11



De aqui que la asignacién del bien y las N condiciones iniciales son las que determinan el

pago esperado por los posibles compradores. Por lo tanto, el teorema de equivalencia de

rentas se extiende también a este caso.

3. Implementacién y rentas en subastas de K bienes heterogeneos

Supongamos que se quieren vender K bienes no homogéneos y tenemos N posibles com-
pradores sin restriccién presupuestaria significativa. El comprador ¢ tendrd una cierta
valoracién v; ; del bien j, denotaremos por v; = (v;y,---,v; g) al vector de valoraciones
del comprador 7. Al igual que en el caso de un sélo bien, las valoraciones del comprador
son informacién privada y para los demds ésta es una variable aleatoria, en este caso un
vector de variables aleatorias que se distribuye con una funcién conjunta Fi(s;, -, sx) :
[v,1.71]) % -+ x [v; k, Wi k] — [0, 1] donde v, ; Y Ui ; son las valoraciones minima y médxima
posibles del comprador ¢ por el bien j. Supongamos que los compradores son simétricos, esto
es, F, = F: [v,,7)] x -+ X [vg, k] — [0, 1] para todai = 1,..., N. Ademds supongamos que
los vectores de valoraciones son independientes, es decir, se distribuyen independientemente.

Por el principio de revelacién podemos restringirnos, para el estudio de subastas, a estu-
diar mecanismos directos de asignacién que cumplan las restricciones de participacion y com-
patibilidad de incentivos. Los mecanismos serdn conjuntos de funciones {p;(v), ¥, (v)}iz12. .~

que determinan el pago que el participante ¢ hard al vendedor,

pi(v) : ([, 5] x - x [ug, Tk])" = R

12



y la probabilidad con la que se llevard cada bien 7,
%i(v) : ([0, T1] % -+ x [ug, Tk])Y — [0,1]%

donde v = (v, V12, , Vik, "+ " ,UN1,UN2," "+, Unk) €s el vector de valoraciones de todos
los compradores por los K bienes. Como los jugadores son simétricos
(g, 7] % - x [y, TN = (w40, T X - X [wy, Tag] X -+ X [ung, O] X - X [un g, Tvie] -
Ademss [0,1]% = [0,1]; x --- x [0,1]x ¥ (XN, %;(v)); < 1 para j = 1,..., K y en notacién
vectorial ( (Zﬁl ¥;(v)); es la entrada j del vector le ¥;(v) ).

El comprador 7 no conoce las valoraciones de los demdas compradores, que son para ¢l
variables aleatorias. Es por esto que, para tomar sus decisiones, deberd tomar en cuenta el
valor esperado de las funciones de pago y de probabilidad. Sean V_, = X en, jzi([2y, 71] X

s [uge, O]V

pi(v) = Ey—ilpi(v)] = / Pi(S1, .y Viy...8N) AF(8y) - - dF(8i—1)dF (si41) - - - dF(sn)

V_i

.'L”,(‘U,) = E,,_,-[d)i(v)]) = ‘/“,—‘ w,(sl, eeey Uiy ...SN) dF(Sl) = %7 dF(s,‘_l)dF(SH.]) DACE dF(SN)

esto es, p;(vi) : [v),01] X - X [uk, Uk] = Ry zi(v;) : (v, 1] X -+ X [ug,Uk] — [0,1]K son
las funciones de pago esperado por entrar en la subasta y la probabilidad esperada de ganar
los K bienes respectivamente. De esta manera obtenemos funciones que dependen sélo de
su vector de valoraciones..

Ahora la estrategia del comprador i serd revelar un cierto vector de valoraciones, digamos

$i = (Sity -y Sikc) € [y, T1] X - -X[vg, Tk, que determinard su renta esperada z;(s;)-v;—p;(s;),

13



donde v; es su verdadero vector de valoraciones y z;(s;)-v; = Z;‘;,(zi(si)) ;15 es el producto
punto de vectores.

De la misma forma que en el caso anterior, tenemos que imponer ciertas restricciones
de participacién y de compatibilidad de‘incentivos al mecanismo. La primera es que el
valor esperado de las rentas sea no negativo para todos los compradores, esto es, para toda

i=1,.,N

zi(v:) - vi — pi(vi) > 0.

La segunda es que el mecanismo tiene que ser tal que revelar su verdadera valoracién
maximizard las rentas esperadas. Esto es, si v; = (v;, ..., Vik) es su veradera valoracion esta

tiene que ser solucién del problema

o equivalentemente, para j = 1, ..., K, v;; debe solucionar

k

M(I.’L'z'.). Z(xi(vﬂ, ceey Zigy ey 'U,'K))j‘l),' == p,'('l)“ y ey Zigy eny 'U.,'K)
=1

Si las funciones del mecanismo son derivables, podemos dar las restricciones de compatibili-

dad como condiciones de primer orden del problema anterior, que son para toda:=1,..., N

las siguientes:

Oi(vi)h | O@i(w))k ~ _ Opi(w)
0v;, Vi ke 0v;y Sk Ovyy

(3.1)

14



6(r,-('v,-))1_ Q(xi("i))K. api(vi)
Ovik koot i Ovi

donde v; = (vi1, ..., vik) ¥ (zi(v:)); es la entrada j del vector z;(v;).

De cada 7 obtenemos K ecuaciones. La pregunta es, bajo qué condiciones existe una funcién
pi(v:) : [vy, 0] % --- X [vg,Uk] — R tal que sus derivadas parciales cumplan con las K
ecuaciones anteriores, o lo que es lo mismo encontrar bajo qué condiciones el campo

H =(ﬂfé%m1;il R %é%)ivm,---,ﬂ%%vn + -+ ﬂ%%lg)ﬁvm) es conservativo.

Engelbrecht-Wiggans (1988) encuentré una ecuacién equivalente a las K ecuaciones en-
contradas aqui, ya que utiliz6 una parametrizaciéon de una curva en el campo y sobre ésta
derivo la condicion de primer orden. Para resolver esta ecuacién necesita que una cierta
integral de linea sea independiente de la trayectoria, lo que se puede reducir también a pedir
que el campo H sea conservativo. Enggelbrecht-Wiggans da por hecho que ésto sucede, lo
cual no necesariamente es cierto, como veremos méas adelante.

Con técnicas de cdlculo integral en campos vectoriales podemos encontrar condiciones ne-
cesarias y suficientes para que un campo vectorial G(z) : R* — R" sea conservativo, es decir,
exista una funcién derivable y continua ®(z) : R* — R tal que V® = (a%:—’), e %?) =
(Gi(z),...,Gp(z)) = G. Para esto necesitamos que las funciones con las que trabajemos

sean derivables continuas (clase C!). Por lo tanto, de ahora en adelante trabajaremos con

mecanismos {p,(v),¥;(v)}i=12...~ que sean de clase C*.

Teorema 1. Sea G un campo vectorial continuo y derivable definido en un dominio D, y

15



sean A y B cualesquiera dos puntos en D. Entonces la integral de linea
B B
/ GdR=/ G1d$1+"'+Gnd$n
A A

es independiente de la trayectoria que une Ay B si y s6lo si existe una funcién derivable y

continua ®(-) : D — R tal que V& = G.

Demostracién: Supongamos que G es un campo conservativo, esto implica que existe
una funcién derivable y continua ®(-) : D — R tal que V& = G , esto es 2%(z) =
C\(2),.n 22 (2) = Gul2)

Sean 2° = (zq),...,Zon) y ' = (Z11,...,Z1n) dos puntos en Dy sea R(t) = (z,(t), ..., zn(t))

(a <t < b) una curva suave C que une a z° y z!'. Por la definicién de integral de linca

/GdR = /Gldz1+---+G’ndx,,
c c
b 9%  dx, 0® dc,
= /a(a—m(x)—+"'+—($)gt—)dt

dt 0z,
b dd
- [
®(z,(t), ..., za(t)) [°

= <I>(:cu, ...,:E],,) — ‘I)(Im, ...,.’Bon)

De aqui que el valor de la integral de G = V@ es simplemente la diferencia de los valores de
® en los extremos de la curva, sin importar c6mo sea ésta. Por lo tanto, si Ges un campo
vectorial conservativo su integral de linea no depende de la trayectoria.

Ahora suponga que la integral [.G - dR es independiente de la trayectoria. Sea z° =
(zo1, ---, Ton) un punto fijo en D. Para cualquier punto z = (z,, ..., z,) construimos el campo
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escalar definido por la integral

&(z) = / Gi(81,--,Sn)dsy + -+ - + Gp(S1, ..., Sn)dSn (3.2)

sobre cualquier curva suave en D que una z° y z. A continuacién se demostrara que el
: : ; % 8%

gradiente de esta funcién es igual a G, esto es %lﬂ =G (z),..., T}? = Gal(z).

Como la integral definida por 3.2 no depende de la trayectoria podemos elegir cualquier

camino que una a z° y z, en particular uno que llegue hasta las wltimas n — 1 coordenadas

de z y después, dejando estas fijas, s6lo mueva la primera para llegar a z. Por la aditividad

de las integrales podemos escribir la integral ® como sigue:

(21,22, +Zn) (z1,22,...,n)
d(z) = / G-dR+/ G-dR
(

o (zm ..... :l.o,.) 21,X2,... I,.)
(z1,%2,..-,Zn)
= ‘I’(Z],:L‘Q.....In)-}-/ G-dR

(21,Z2,.--1Zn)
)

= @(Z],.’Bg,...,l‘n) ~+- Gl(sl,xz,...,a:,,)dsl

Z1

La tercera igualdad se da por que al permanecer constantes las ultimas n — 1 coordenadas

ds, = O para toda i # 1. Y derivando ®(z) con respecto a z; obtenemos

0%

a—zl(z) = GI(II,...,In)

de manera andloga se obtiene %(a:) = Gi(z,,...,x,) para todai = 1,...,n, y asi G es un

campo conservativo. ll

Ya tenemos condiciones necesarias y suficientes para que exista la funcién p(v;) que
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necesitdbamos, pero saber si la integral de linea no depende de la trayectoria es algo muy
dificil de probar, y nos gustarfa tener condiciones mas faciles de verificar en la practica. En
fisica es un problema comin comprobar si un campo es conservativo en R3. Lo que haremos

a continuacion serd generalizar la forma de resolver estos problemas en fisica para el caso de

R*.

Teorema 2. Sea G un campo vectorial derivable y con derivada continua en un domino

convexo D. La integral [,G - dR es independiente de la trayectoria C en D si y solo si

=

G o . .
9. (z) = 32(z) paratodai # j,ei=1,..,n

Demostracién: Suponga que las derivadas parciales cruzadas son iguales, esto es a_c:( ] =
aa—fl(:r) para toda i # j, ei = 1....,n. Escoja un punto z° = (zq), ..., Zon) en D y defina un
campo escalar ®(z) como la integral de linea de G de z° a = (en D) sobre el segmento de

Iinea que los une, que por ser convexo esta totalmente contenida en D. El segmento de linea

esta dado por R=2%+ (z — 2%t (0 <t < 1),y %8 =z — 2% lo que implica que

o(z) = /Gsl, —-dt
= /Gsl,..., ) - (z — z%)dt

/[Gms,,..., )(@1 = To1) + - + Gn(51, s $n) (Tn — Tom)]dt

donde s; = z¢; + (z; — zo:)t. Habra que verificar que la funcion @ es tal que Vo = G.
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Derivando ® con respecto a z, obtenemos

@ oG . !
g (z) = / [t—=—— l (x1 —zo) +--- + ta—G—(:z:,, — Zon)]dt + / Gi(s1y ..., Sp)dt (3.3)
) S1 0s; 0

como las derivadas parciales cruzadas son iguales

6G 1 0G,, 0G,

6G
($1—101)+ B3, - ZTon) = Bs; —(z1 —zo1) + - - .

Bs
= VGi(s1,...,8n) - (z - z°)

— Ton)

Definamos g(t) = Gi(s1, ..., Sn), y notemos que g(1) = Gy(z,...,z»). Entonces por la regla

de la cadena

g’(t) = VGl(Sl, ...,Sn) . (IL‘ = Io)

con lo que 3.3 se convierte en

gz(x) /Otg'(t)dt+/0 g(t)dt
g |
= /0 (g(t)tydt

9(1) = Gy(zy, ..., zp)

Anilogamente podemos probar que %(z) = Gi(z,, ..., z,) para toda
i = 1,...,n, y por el teorema anterior la integral de linea no depende de la trayectoria.

Supongamos que la integral de linea no depende de la trayectoria, construyamos el mismo
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campo escalar que en el teorema anterior

d(z) = / Gi(81y...y8n)dsy + - -+ + Gp(s1, ..., Sn)dsn

como ya se habfa demostrado se cumple que

continuas también se cumple

gf(l‘) = Gi(z). Ya que G tiene derivadas

TP (2) = 22 ()

61:,61,- - N Bz,-axj .
0G; G,
E(I) 6—3:,-(3:)

paratodai # jei=1,...n. W

De esta manera obtenemos condiciones necesarias y suficientes para que exista la fun-
cién p(v;) que son mds faciles de verificar. Regresando al problema original calculamos las

derivadas parciales cruzadas

Zaz(xk)z o(z k)J'
6:1:J = O0v;0v = Ov;

3G,

donde (z4), es la entrada z del vector zx. Para que =, = %—GJ-I‘ se tiene que cumplir

Z 32(1"::); a(xk)j _ Z z 3(%);-
0v, 311. Ov; av,av, 0v;
Ozx); (zk)i
o, 0w,

que se reduce a pedir que las derivadas parciales cruzadas de las funciénes z,(v;) sean iguales

para todat=1,...,K coni # j y paratoda k=1,...,N.
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De las demostraciones de los teoremas anteriores sabemos cémo calcular la funcién de

pago p(v;) que serd la integral de linea

_ O(zi(s)h O(zi(s))k
plv) = | s B, VAt T vk dsy et
da(s): 3(a:(s))x
67'11\ vaq +--c+ 811,,( '”xK] dSK

sabemos que si cumple que las derivadas parciales son iguales %f,{- = g—i}l, esta integral no
depender4 de la trayectoria. Lo que en nuestro problema significa que el pago s6lo depende
de la valoracién v; y de un cierto valor v° que puede ser v = (v, ..., ¥ ), y no de la trayectoria
que usemos para unirlos. De aqui tenemos que el pago es una funcién bien definida y depende

solo de las funciones que asignan la probabilidad de llevarse el bien z;(v;). Hemos obtenido

el primer resultado de este trabajo que se puede resumir en la siguiente proposicion.

Proposicién 1. Si un mecanismo de asignacior {p;(v), ¥, (v)}x=12. . n~, que determina el

pago que el participante 1 hard al vendedor y la probabilidad con la que se llevard el bien j

por medio de las funciones

pr(v) : ([vg, 0] X -+ X [k, ¥k])Y = R

V() : ([, 1) X -+ X [k, 5k])Y — [0, 1]

respectivamente y donde las funciones p,(v), ¥, (v) son de clase C!, es implementable entonces

las derivadas parciales cruzadas de las funciones zi(-) : [v;, 7] X -+ X [vg, Vx| — [0, 1],
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definidas como

xk('uk) = Ev_k[’d}k(‘l))]) = d;k(sl, cory Uky ...SN) dF(Sl) S dF(Sk_l)dF(sk+]) eio s dF(SN)

V-k

donde v = (v}, vy, ...,vk) es el vector de valoraciones del comprador i por los K bienes, son

iguales, esto es,

a(xk)J _ O(xk); .
o, 0v; (3.4)

paratodai=1,..,.K cont # j y para toda k = 1, ..., N, donde Q(g#)' denota a la derivada

parcial con respecto a v; de la i’ ésima entrada del campo .

Un corolario de este resultado, es la extension del teorema de equivalencia de rentas al
caso de subastas de K bienes heterogéneos.

Al igual que en subastas de un solo bien tendremos que las rentas esperadas de los
compradores y del vendedor serdn iguales en dos subastas que asignen los bienes de la misma
forma (si para alguna valoracién se paga lo mismo en las dos subastas)®. Por lo tanto, el
teorema de equivalencia de rentas sf se puede generalizar a mecanismos implementables de
K bienes heterogéneos. Las condiciones 3.4 podrian ser interpretadas como sigue, el cambio
en la valoracién del bien i afecta a la probabilidad de asignar el bien j de la misma forma

que afectard un cambio en la valoracién del bien j a la asignacién del bien i.

Proposicién 2. Si dos subastas de K bienes heterogéneos son implementables, asignan el

bien de la misma forma y para alguna valoracion los compradores esperan las mismas rentas

SEsto es equivalente a que K condiciones inicales, dadas por [ Zf=l g adt (vy, ..., 83, ..., UK )8:dS; ,S€an
iguales en ambas subastas para algin vg
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en las dos, entonces las subastas son equivalentes.

En el caso mds trivial, en él que la subasta de los K bienes se realiza como K subastas
diferentes, tendremos que Qg}-:‘-))i =0paratodaj=1,..,Kconi# jyparatodak=1,...,N.
Entonces se cumple la condicién de las derivadas parciales cruzadas iguales y asi también el

teorema de equivalencia de rentas, lo que concuerda con lo que se concluyé en las subastas

de un s6lo bien.

4. Conclusiones

En este trabajo se encontré que la venta de K bienes heterogéneos es implementable por un
mecanismo directo de asignacion s6lo si en el mecanismo el cambio en la valoracién del bien
1 afecta a la probabilidad de asignar el bien j de la misma forma en que afectara un cambio
en la valoracién del bien j a la asignacién del bien i. Esto complementa el resultado de
Engelbrecht-Wiggan dando explicitamente algunas de las condiciones de regularidad que tie-
nen que cumplir las funciones de probabilidad para que se cumpla el teorema de equivalencia
de rentas.

En resumen, hemos encontrado las condiciones necesarias para que un mecanismo de
asignaciéon de K bienes heterogéneos sea implementable. Con esta base pretendemos tra-
bajar en el futuro para definir condiciones suficientes que seguramente tendran que ver con
monotonfa de las funciénes de probabilidad. Estos resultados harin posible el estudio de

subastas 6ptimas para el caso de K bienes heterogéneos.
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