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Resumen 

En la primera parte del trabajo se hace una revisión de los resultados en 

teoría de subastas referentes a la implementación y a las rentas obtenidas por 

los participantes en una subasta. Para los casos de subastas de un solo bien 

se revisan los resultados obtenidos en Myerson (1981). Para subastas de varias 

unidades de un bien se tienen dos casos; el primero es con demandas unitarias 

(Maskin y Riley (1989)) en donde se obtienen generalizaciones de los resultados 

de implementación y del teorema de equivalencia de rentas; el segundo es cuando 

las demandas no necesariamente son unitarias, para este caso también se puede 

generalizar el teorema de equivelencia de rentas. 

En la segunda parte del trabajo se analiza el caso de subastas de varios bienes 

no homogéneos. En este caso las condiciones de primer orden inducidas por la 

condición de compatibilidad con incentivos no se resuelven trivialmente, de hecho 

se prueba que para tener solución se tiene que cumplir, que las derivadas parciales 

cruzadas de las funciones de probabilidad de asignar un bien sean iguales. Esto 

nos permite tener condiciones necesarias para la implementación de subastas y 

hacer explicitas algunas de las condiciones que deben cumplir las funciones de 

probabilidad, para poder extender el teorema de equivalencia de rentas como lo 

hace Engelbrecht-Wiggans (1987).



1. Introducción 

Una subasta es un conjunto de reglas explícitas que determinan la asignación y los precios 

de los recursos, basandose en pujas hechas por los posibles compradores. El caso más simple 

de subastas es cuando se subasta un solo bien entre compradores neutrales al riesgo, con 

valoraciones privadas e independientes. Para éste, Myerson (1981) obtiene las condiciones 

necesarias y suficientes para que las subastas sean implementables, esto es, todo posible 

comprador espera rentas no negativas por participar en la subasta y tiene incentivos a com- 

portarse como lo predice su verdadera valoración. A partir de estas obtiene el “Teorema de 

Equivalencia de Rentas” que dice, que cualesquiera dos subastas que asignen el bien de la 

misma forma darán las mismas rentas esperadas al vendedor y a los posibles compradores! . 

Si pensáramos en subastar varios bienes en una sola subasta, ¿se podría extender el teore- 

ma de equivalencia de rentas? Siguiendo con los supuestos de posibles compradores neutrales 

al riesgo y con valoraciones privadas e independientes Maskin y Riley (1989) estudian el caso 

de subastas de más de una unidad del bien. Ellos caracterizan a las subastas implementa- 

bles, cuando los posibles compradores demandan a lo más una unidad del bien, y extienden 

el teorema de equivalencia de rentas para este caso. Posteriormente Branco (1996) hace lo 

mismo para el caso de demandas no unitarias. 

En el caso de subastas de K bienes no homogéneos, tomando compradores neutrales al 

riesgo y con valoraciones privadas e independientes, el mecanismo más tivial para subastar 

los bienes es realizar K subastas de un solo bien, sabemos que en éstas sí se cumple el teorema 

de equivalencia de rentas por lo tanto el teorema se extiende para este caso. Sin embargo, 

  

¡Sólo necesitamos que para alguna valoración, digamos la mínima, los jugadores esperen pagar lo mismo 

en las dos.



el vendedor no tiene porque limitarse a subastas independientes de los K objetos cabe pues, 

preguntarse hasta que punto podemos asegurar que cuando se haga una sola subasta y se 

tomen en cuenta las valoraciones de forma agregada suceda lo mismo. 

En el siguiente trabajo se analiza esta situación y se llega a la conclusión de que sólo 

en ciertos casos se podrá generalizar el teorema de equivalencia de rentas, a subastas de 

K bienes. Se ha encontrado que las funciones que asignan la probabilidad de llevarse los 

distintos bienes, tienen que cumplir necesariamente que sus derivadas parciales cruzadas sean 

iguales para que la subasta sea implementable, y en este caso el teorema de equivalencia de 

rentas también es válido. Engelnrecht-Wiggans (1988) también estudió la extensión del 

teorema de equivalencia de rentas, pero no dió explicitamente las condiciones de regularidad 

que deberían cumplir las funciones de probabilidad para la extensión del teorema. En este 

trabajo se encuentran explicitamente algunas de estas condiciones, lo que complementa su 

estudio. 

2. Revisión de resultados anteriores en teoría de subastas 

2.1. Subastas de un sólo bien 

Supongamos que se quiere vender un bien y se tienen varios posibles compradores cuyas 

disponibilidades a pagar por el bien pueden ser desconocidas. Una subasta es un conjunto 

de reglas explícitas que determinan la asignación y el precio del bien sobre la base de las 

pujas que hacen los posibles compradores. Para estudiar los modelos de subastas tomaremos 

primero el más simple, éste supone agentes neutrales al riesgo, con valoraciones privadas e 

independientes y simétricos.



Cada comprador i tiene una cierta valoración del bien, que denotaremos por v;. El com- 

prador es el único que conoce su valoración. Para los demás compradores ésta es una 

variable aleatoria. Supongamos que los compradores piensan que la variable aleatoria se 

distribuye de acuerdo con cierta función denotada por F; : [v,,v;] — [0,1] donde v, y 7; 

son las valoraciones mínima y máxima posibles. Si los compradores son simétricos, enton- 

ces F, = F : (v,v] — [0,1] para toda i = 1,..., N. Hablamos de valoraciones privadas e 

independientes cuando las distintas v, se distribuyen independientemente. 

En una subasta se tienen que definir reglas que determinarán la asignación del bien y 

el precio del mismo basándose en las pujas o, en general, acciones hechas por los posibles 

compradores. La puja de cada comprador dependerá en general de cuanto valore el bien. 

Un ejemplo de subasta es la subasta inglesa, en la que los posibles compradores hacen sus 

pujas de manera ascendente y oral hasta que alguien ofrezca un precio que no es superado 

por ningún otro comprador, en cuyo momento se otorga el bien a este comprador y al precio 

ofrecido en su puja. Sin embargo, existen muchos otros mecanismos posibles. 

En su forma más abstracta, una subasta es un mecanismo indirecto de asignación en 

el cual cada posible comprador tiene un conjunto de acciones S, y ciertas funciones de 

resultados; 

PS) : S x---x Sy =R” 

v(S) : Si x---xSy —>R” 

que describen el pago de cada uno de los participantes y quien se llevará el bien, todo ello 

como función de las acciones elegidas por los compradores. Éstos eligirán sus acciones de



acuerdo con su valoración. Una estrategia para un comprador será entonces una función 

5: (-) : [vv] — Si. 

De entre todos los mecanismos definidos en esta forma, denominamos mecanismos directos 

de asignación a aquéllos en que los posibles compradores tienen como conjunto de estrate- 

gias, el conjunto de sus posibles valoraciones. Es decir, se pide al comprador que revele su 

valoración y se determinan los pagos y asignaciones en función de éstos valores revelados. En 

nuestro caso, un mecanismo directo es pues, un conjunto de funciones, [p,(v), Y, (W)h;i=12...m, 

que determinan el pago que el participante ¿ hará al vendedor p,(v) y la probabilidad con 

la que se llevará el bien 4,(v), donde » = (v,.vz,--+,Un), Se, Y¡(v) <1 y N es el número 

de posibles compradores. Como se había notado anteriormente el comprador ¿ no conoce la 

valoración de los demás compradores, que son para él variables aleatorias. Es por esto que, 

para decidir qué valor revelará, deberá tomar en cuenta el valor esperado de las funciones 

de pago y de probabilidad. Por lo tanto, definamos V_¡= Xjen, ¿gil U;, 05] Y 

pi(v;) = E.-:[p,(v)) = / Pil[S1,..., Vi, Sy) dF;(s1)...dF;_¡dF;+1...dFy(sy) 

Vi 

x;(v;) = E.-i[Y;(v)] = J Valsa, ... Yes ...Sy) dF;(s;)...dF;_1dF;41...dFy(sy) 

pi(v,) y z;(v;) son las funciones de pago esperado por entrar en la subasta y la probabili- 

dad esperada de ganar la subasta, respectivamente. Notemos que si los compradores son 

simétricos entonces [v,,1,] = [v,v] y F, = F para toda i= 1,..., N. 

Las funciones que acabamos de definir dependen sólo de la valoración del comprador 

y son estas funciones las que tomará en cuenta un posible comprador para decidir qué



estratégia usará. En los mecanismos directos las distintas estrategias s;(-) para cada uno 

de los posibles compradores consisten en revelar un cierto valor para cada valoración real », 

esto es, s;(-) : [v, 1] — (uv, 7]. 

Dado un mecanismo directo de asignación, si la estrategia s;(v,) = v;, para cada posi- 

ble comprador ¿, (revelar la verdadera valoración) es una estrategia de equilibrio, entonces 

diremos que el mecanismo es un mecanismo directo de revelación. 

El siguiente resultado, tradicionalmente atribuido a Myerson (1981), simplifica el estudio 

de mecanismos en general y de subastas en particular. 

Principio de Revelación: Dado un mecanismo indirecto de asignación existe un me- 

canismo directo de revelación que da a los posibles compradores y al vendedor las mismas 

rentas esperadas que el mecanismo indirecto?. 

La idea intuitiva detrás de la prueba es que si en el mecanismo indirecto la estrategia 

s!(v,) es de equilibrio introduciendo un mediador que diga a cada comprador: “dime tu 

valoración y yo te asigno el bien de acuedo a s;(-) y al mecanismo indirecto”, entonces lo 

que cada posible comprador hará será revelar su verdadera valoración v;. 

El principio de revelación nos premite restringir nuestra atención, para el estudio de 

subastas, a mecanismos directos de revelación. Es decir, a mecanismos (p,(v), Y,(v));=1.2....N 

tales que, la verdadera valoración maximize las rentas esperadas de cada posible comprador, 

ésta es la llamada restricción de compatibilidad con los incentivos; 

T:(s;(v;))ui — pils; (vi)) > z;(si(vi))v; — pilsi(vi)) 

  

?La prueba se encuentra en Dasgupta, Hammond y Maskin (1979). Esta versión es de Myerson (1981).



para toda s;(-) : [v, 1] — [v, 5], para toda v, € [v, 1] y para toda ¿ = 1,..., N donde s;(v;) = v,. 

Los posibles compradores pueden decidir participar o no en la subasta. Para que todos 

los posibles compradores estén dispuestos a participar en ella, las rentas esperadas deberán 

ser no negativas, ya que no participando tienen rentas esperadas iguales a cero. De esto 

obtenemos la restricción de participación; 

Ti(s¡(v;)u; — pi(si(v;)) > 0 (2.1) 

para toda », € [v, 1]. 

Si un mecanismo cumple con las restricciones de compatibilidad con incentivos y de 

participación diremos que es implementable. 

Estas condiciones y el principio de revelación definien, por lo tanto, el conjunto de me- 

canismos que un vendedor posee a la hora de vender un bien. 

Ahora comenzaremos el estudio de las rentas esperadas para el vendedor y los compra- 

dores en cada uno de los mecanismos. Como inicio daremos un resultado muy celebrado en 

teoría de subastas. 

Teorema de Equivalencia de Rentas: Con agentes neutrales al riesgo y valoraciones 

privadas e independientes, si dos subastas (1mplementables) asignan el bien de la misma 

forma, esto es, tienen funciones z;(-) iguales, entonces el vendedor y los posibles compra- 

dores esperan las mismas rentas en ambas subastas, dado que para alguna valoración cada 

comprador espere las mismas rentas en ambas subastas. 

Generalmente la última condición se reduce a que los pagos esperados por los compra- 

dores, si tienen valoración mínima, sean iguales a cero en las dos subastas. Ya que de esta



forma, si la probabilidad de llevarse el bien para las valoraciones mínimas es cero, entonces 

las rentas esperadas en ambas subastas son iguales a cero. 

Demostración: Ya vimos que nos podemos restringir a mecanismos directos de revelación. 

Si tenemos una subasta implementable, entonces la verdadera valoración de cada posible 

comprador maximiza sus rentas y de las condiciones de primer orden tenemos 

[r;(s:)o; — p;(s)lla=, = 0 

Il o z:(v;)u; — p; (vi) (2.2) 

Integrando 2.2 obtenemos 

pu) = | > saí(o)ds + pla) (2.3) 
v 

esto indica que el pago sólo depende de la función de probabilidad z,(-) y de la condición 

inicial dada por p;,(v). Sabemos que algún jugador espera ganar lo mismo en las dos subastas, 

supongamos que éste es el jugador con valoración v*. Esto implica que p;(v) es igual en ambas 

subastas y entonces la función de pago también es igual en las dos subastas. Por lo tanto las 

rentas esperadas por los posibles compradores 

2¿(v;)u; — p;(v;) 

  

3Si no es así, simplemente integramos desde la valoración que tenga el jugador, que obtiene las mismas 
rentas en las dos subastas, hasta v,.



y los beneficios esperados del vendedor 

E] “pás;) dE ds) 

son iguales en ambas subastas, y es en este sentido que decimos que las subastas son 

equivalentes. EM 

Este resultado además de ser interesante por sí mismo es de gran utilidad para el estudio 

de subastas, ya que nos permite reducir los mecanismos de asignación al estudio de las 

funciónes z;(-) (1 = 1,...N) que determinarán los pagos p;(-). Muchas veces necesitamos 

saber cuál es la mejor forma de vender un bien, esto es, la que dé más rentas al vendedor 

(subasta óptima). Gracias al teorema de equivalencia de rentas la solución de este problema 

se reduce a encontrar una función de asignación de probabilidades que maximize las rentas 

esperadas del vendedor. 

Recordemos que los resultados anteriores están basados en el modelo más simple de 

subastas en donde se vende solamente un bien. Ahora analizaremos el caso de subastas que 

vendan K bienes. 

2.2. Subastas de K bienes homogéneos 

Supongamos que se quiere vender K' bienes homogéneos con N posibles compradores neu- 

trales al riesgo, simétricos, con valoraciones privadas e independientes y K < N. Ahora 

tendremos que tomar en cuenta cómo son las demandas de los posibles compradores y de- 

pendiendo de como sean éstas los resultados variarán. Primero estudiaremos el caso más 

simple, que es el de demandas unitarias para luego entrar al caso de demandas no unitarias.



Supongamos que los posibles compradores tienen demandas unitarias, es decir, valoran 

la primera unidad del bien en v; y las demás unidades no tienen valor marginal para él. 

Usando el principio de revelación podemos identificar subastas con mecanismos directos 

de asignación, ([p,(w), Y,(v))i=1.2,...m, que determinan el pago que el participante ¿ hará al 

vendedor p;(v), y la probabilidad con la que se llevará un bien Y,(v) € [0,1], donde v = 

(v,,V2,---,Un), yq Y;¡(v) < K y N es el número de posibles compradores. Los posibles 

compradores sólo conocen sus valoraciones, por lo que escogerán su estrategia basándose en 

los valores esperados, condicionados en su propia valoración, de las funciones p,(v) y y,(v). 

De esta manera 

pi(v;) = E.-i[p,(v)] = / pi[s1, ...) Vis Sy) dF,(si)...dF;¡-1dF;+1...dFy(sy) 

z:(v;) = E.-:[(W,(v)) = ] Vilss, 0, Sy) dFi(s;)...dF;-¡dF;,1...dFy(spy) 

son el pago esperado en la subasta y la probabilidad esperada de llevarse una unidad del 

bien. 

Las restricciones de participación y de compatibilidad con incentivos son iguales que en 

el caso de un bien, 2.1 y 2.2, entonces la extensión del teorema de equivalencia de rentas 

es trivial, ya que se vuelve a obtener 2.3, con lo que las funciones de pago sólo dependen 

de la probabilidad de llevarse el bien y de una ciertas condiciones iniciales. Por lo que, si 

dos subastas asignan el bien de la misma forma, y para alguna valoración los compradores 

esperan las mismas rentas en ambas subastas, entonces las dos subastas serán equivalentes. 

  

iNotemos que lo único que cambia, con respecto al caso anterior, es la función de probabilidad. 
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Notemos que al tener varios bienes para vender, las subastas pueden ser secuenciales o 

simultáneas, pero el teorema de equivalencia de rentas es independiente de esta característica. 

Supongamos ahora que los posibles compradores pueden tener demandas no unitarias, 

h(q,v;) es la función inversa de demanda donde q representa el número de unidades del bien 

y v; parametriza las preferencias del comprador. Además supongamos que h(-) es decreciente 

en q y creciente y derivable en v;,. 

Por el principio de revelación una subasta es equivalente a un mecanismo directo de asig- 

nación; ([p;,(v), Y,(v));=1.2....w, que determina el pago que el participante ¿ hará al vendedor 

p,(w), y el número de unidades del bien que se llevará 4,(v) € [0, 1], donde v = (v,,v2, ++ -,Un), 

EX, uito) < K. 
Definamos R;(z,v;) como 

y¡(v_;,z) 

Rulz,05) = El / h(q,v;) de] 

esta función repesenta las rentas netas que el comprador ¿ espera ganar si se comporta como 

si z fuera el valor que parametriza sus preferencias, siendo que el verdadero valor es v,. Las 

rentas esperadas para cada posible comprados son; 

R,(z, vi) — pi(z) 

Entonces para que el mecanismo sea compatible con los incentivos, se tiene que cumplir que 

(0,0) — (ui) =0 

11



De aquí que la asignación del bien y las N condiciones iniciales son las que determinan el 

pago esperado por los posibles compradores. Por lo tanto, el teorema de equivalencia de 

rentas se extiende también a este caso. 

3. Implementación y rentas en subastas de K bienes heterogeneos 

Supongamos que se quieren vender K bienes no homogéneos y tenemos N posibles com- 

pradores sin restricción presupuestaria significativa. El comprador ¿ tendrá una cierta 

valoración v, ; del bien j, denotaremos por v; = (v;1,:**,v; xk) al vector de valoraciones 

del comprador ¿. Al igual que en el caso de un sólo bien, las valoraciones del comprador 

son información privada y para los demás ésta es una variable aleatoria, en este caso un 

vector de variables aleatorias que se distribuye con una función conjunta F;(s;1,-**,Sik) : 

lv, 17.1] x --- < [v, k,D; k] — (0, 1] donde v, ¡ y Di ¿ son las valoraciones mínima y máxima 

posibles del comprador ¿ por el bien j. Supongamos que los compradores son simétricos, esto 

es, F,=F : [v,,01] x --- x [Ux, Uk] — [0, 1] para toda ¿ = 1,..., N. Además supongamos que 

los vectores de valoraciones son independientes, es decir, se distribuyen independientemente. 

Por el principio de revelación podemos restringirnos, para el estudio de subastas, a estu- 

diar mecanismos directos de asignación que cumplan las restricciones de participación y com- 

patibilidad de incentivos. Los mecanismos serán conjuntos de funciones ([p,(v), Y,(W)).=1.2...m 

que determinan el pago que el participante ¿ hará al vendedor, 

pu) : ([(v,, 71] x ++ x [Ux, Ux))* >R 

12



y la probabilidad con la que se llevará cada bien ¿, 

Viv) : ([21,51] x ++ x [Ux,5x))" — [0, 14 

donde Y = (011,012,*** UK) 00000" ,Un1, UN2,***,Unk) es el vector de valoraciones de todos 

los compradores por los K' bienes. Como los jugadores son simétricos 

([v1, 71) <-> x [24,0x))" = [211,711] xx [Y Dix] < >>> [21 001) < >>> [Un Uni) - 

Además (0, 1]% = [0,1], x --- x [0,1]x y (7, Y¡(v)), < 1 para j = 1,..., K y en notación 

vectorial ( (NA, Y;(v));, es la entrada j del vector > Pr Y;(u) ). 

El comprador ¿ no conoce las valoraciones de los demás compradores, que son para él 

variables aleatorias. Es por esto que, para tomar sus decisiones, deberá tomar en cuenta el 

valor esperado de las funciones de pago y de probabilidad. Sean V_, = Xjen, ¡g:([U,, 01] x 

o o e) 

pi(v;) = E,-¡[p;(v)] = / Pi[s1, ..., Vi, ---S y) dF(s1)---dF(s;-1)dF(s;i41)-:-dF(sy) 
Vi 

z,(v;) = E.-:[y;(v)]) = / v,(s;, se. Ujs ...Sy) dF(s;) 5 dF(s;-1)dF(si41) Pehs dF(sy) 

esto es, pi(v;) : [v,,71] x --- x [Ux,Ux] —R y zi(v;) : [v,,01] x --- x [ux,0x] — [0, 1)% son 

las funciones de pago esperado por entrar en la subasta y la probabilidad esperada de ganar 

los K bienes respectivamente. De esta manera obtenemos funciones que dependen sólo de 

su vector de valoraciones.. 

Ahora la estrategia del comprador ¿ será revelar un cierto vector de valoraciones, digamos 

si = (Sir, ..., Six) E [v,,91]x---x[vx, Tk], que determinará su renta esperada 2;(s;)-v;—pi(s;), 

13



donde », es su verdadero vector de valoraciones y t;(s;) -v; = 5 ,(2i(s:)) ¡vi es el producto 

punto de vectores. 

De la misma forma que en el caso anterior, tenemos que imponer ciertas restricciones 

de participación y de compatibilidad de incentivos al mecanismo. La primera es que el 

valor esperado de las rentas sea no negativo para todos los compradores, esto es, para toda 

i=1l,..,N 

z;(v;) - v, — pi(v;) > 0. 

La segunda es que el mecanismo tiene que ser tal que revelar su verdadera valoración 

maximizará las rentas esperadas. Esto es, si v; = (U;1,..., Vx) es su veradera valoración esta 

tiene que ser solución del problema 

o equivalentemente, para j = 1,..., K, vi; debe solucionar 

k 

Maz.,,, Y xi(vi, 0.09 Zájo »=»1 Vic ))Vi — Dil Vito «.01 Zijo >>“, ViK) 

j=1 

Si las funciones del mecanismo son derivables, podemos dar las restricciones de compatibili- 

dad como condiciones de primer orden del problema anterior, que son para toda ¿ = 1,..., N 

las siguientes: 

zi, , Ozidvid)k  _ pili) 
OVi1 va + a OVi1 e — 0v;1 

(3.1) 

14



  zio) 0% O(xi(vi))k Opi(v;) 

Ovik vato Wi A OViK 

donde v; = (V;1, ..., Vik) y (T¿(v¡)), es la entrada j del vector x;(v;). 

De cada ¿ obtenemos K ecuaciones. La pregunta es, bajo qué condiciones existe una función 

pilv,) : [v,,01] x --- x [ux,0x] — R tal que sus derivadas parciales cumplan con las K 

ecuaciones anteriores, o lo que es lo mismo encontrar bajo qué condiciones el campo 

H =( AL ++ o +---+ ARDE 13,4) es conservativo. 

Engelbrecht-Wiggans (1988) encuentró una ecuación equivalente a las K ecuaciones en- 

contradas aquí, ya que utilizó una parametrización de una curva en el campo y sobre ésta 

derivó la condición de primer orden. Para resolver esta ecuación necesita que una cierta 

integral de linea sea independiente de la trayectoria, lo que se puede reducir también a pedir 

que el campo A sea conservativo. Enggelbrecht-Wiggans da por hecho que ésto sucede, lo 

cual no necesariamente es cierto, como veremos más adelante. 

Con técnicas de cálculo integral en campos vectoriales podemos encontrar condiciones ne- 

cesarias y suficientes para que un campo vectorial G(x) : R” — R” sea conservativo, es decir, 

exista una función derivable y continua P(x) : R” — R tal que V9 = (E ..., q) = 

(Gi(x),..., Gn(1)) = G. Para esto necesitamos que las funciones con las que trabajemos 

sean derivables continuas (clase C*). Por lo tanto, de ahora en adelante trabajaremos con 

mecanismos [p,(v), Y,(v)J;=1.2....v que sean de clase C?. 

Teorema 1. Sea G un campo vectorial continuo y derivable definido en un dominio D, y 

15



sean A y B cualesquiera dos puntos en D. Entonces la integral de línea 

B B 
/ G-aR= | Gidzx, ++:+*+G,dI, 

A A 

es independiente de la trayectoria que une A y B si y sólo si existe una función derivable y 

continua P(-): D => R tal que VO = G. 

Demostración: Supongamos que G es un campo conservativo, esto implica que existe 

una función derivable y continua P(-) : D —= R tal que V9 = G, esto es (1) = 

Gi(2),..., ¿E (2) = Gn(x) 

Sean 22 = (£p1,..., Ton) y 1! = (211, ..., Tin) dos puntos en D y sea R(t) = (21(t),..., 1n(t)) 

(a < t < b) una curva suave CU que une a 20 y 2!. Por la definición de integral de línea 

J5-an E / Graz ++ Guada 
C Cc 

b 00 dx; 09 dLn 
= [++ a y 

do - [La 
d(21(t), ..., Zn(t)) la 

= D(111, «« Tin) > D(Zor, ..-; Lon) 

De aquí que el valor de la integral de G = V9 es simplemente la diferencia de los valores de 

$ en los extremos de la curva, sin importar cómo sea ésta. Por lo tanto, si Ges un campo 

vectorial conservativo su integral de línea no depende de la trayectoria. 

Ahora suponga que la integral f,G - dR es independiente de la trayectoria. Sea 1% = 

(201, ---, Ton) un punto fijo en D. Para cualquier punto z = (1;,...,1,) construimos el campo 
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escalar definido por la integral 

d(1) = / G1(81, -.., Sn)ds: + +++ + GnÍ(S1, ..-, 5n)dSn (3.2) 

sobre cualquier curva suave en D que una 2% y x. A continuación se demostrará que el 

. . . 0% 0% 
gradiente de esta función es igual a G, esto es E = Gi(2),..., Ma = Gn(1). 

Como la integral definida por 3.2 no depende de la trayectoria podemos elegir cualquier 

camino que una a 2% y zx, en particular uno que llegue hasta las últimas n — 1 coordenadas 

de x y después, dejando estas fijas, sólo mueva la primera para llegar a z. Por la aditrvidad 

de las integrales podemos escribir la integral $ como sigue: 

(2,,22,.. Tn) (11,12,...,Tn) 

d(x) = / G-dR+ | G-dR 
( . (zo1 y...p Z0n) 2]1,72,...., La) 

(11,22,...,Tn) 

= Q(2,,12,...,Tn) +/ G-dR 
(21,22,...,Tn) 

11 
= Q(2,,12,..., Tn) + G1(s1, T2, ..., Zn)dsy 

21 

La tercera igualdad se da por que al permanecer constantes las últimas n — 1 coordenadas 

ds, = O para toda i % 1. Y derivando P(x) con respecto a 1, obtenemos 

09 
AS = G1(21,..., Tn) 

de manera análoga se obtiene 92 (q) = G;(21,..., Tn) para toda ¿ = 1,...,n, y así G es un 

campo conservativo. MW 

Ya tenemos condiciones necesarias y suficientes para que exista la función p(v;) que 
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necesitábamos, pero saber si la integral de línea no depende de la trayectoria es algo muy 

difícil de probar, y nos gustaría tener condiciones más fáciles de verificar en la práctica. En 

física es un problema común comprobar si un campo es conservativo en R?. Lo que haremos 

a continuación será generalizar la forma de resolver estos problemas en física para el caso de 

R”. 

Teorema 2. Sea G un campo vectorial derivable y con derivada continua en un domino 

convexo D. La integral f¿G - dR es independiente de la trayectoria C en D si y sólo si 

de (2) = E) para todaiXf j,ei=1,... n 

Demostración: Suponga que las derivadas parciales cruzadas son iguales, esto es Se (z Ej = 

2 (2) para toda ¿ X j,e i= 1,...,n. Escoja un punto 1% = (2p1,..., Zon)en D y defina un 

campo escalar H(x) como la integral de línea de G de 2% a x (en D) sobre el segmento de 

línea que los une, que por ser convexo está totalmente contenida en D. El segmento de línea 

está dado por R= 22 + (2—2%t (0<t<1), y L£ =x- 2%, lo que implica que 

d(1) = [ts Sn) at 

= | ts1...5a) ) > (2 — 2%)dt 

Í [G1(s1,..., Sn Nx; -_ To1) ++: «+ Gní(s1,..., Sn)(Tn — Zon)]dt 

donde s; = Zo; + (1; — Zoi)t. Habrá que verificar que la función $ es tal que Vd = G. 
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Derivando Y con respecto a 1, obtenemos 

b n z 
E — (1) = Í ES (1, — Zo) +:::+ ¿965 — Zon)]dt + / G1(s1, ..., Snjdt (3.3) 
Ox S1 Os, 0 

como las derivadas parciales cruzadas son iguales 

0G 0Gn 0G 0G 
de (1 01) ++: 98, — Lon) = Da (0 201) ++ 3. 

= VGi1(s1,--., Sn) : (1 — rd) 

  

  

    

  

  

— Eon)     

Definamos g(t) = G1(s1,..., Sn), y notemos que g(1) = G;(71,..., Zn). Entonces por la regla 

de la cadena 

g'(t) = VG (si, ..-, Sn) . (x = 20) 

con lo que 3.3 se convierte en 

75 (2) [sos f g(t)dt 

1 

E / (g(t)0yat 
0 

g(1) = Gr(71, ..., Tn) 

Análogamente podemos probar que 2 (1) = G;(21,..., Tn) para toda 

i=1,...,n, y por el teorema anterior la integral de línea no depende de la trayectoria. 

Supongamos que la integral de línea no depende de la trayectoria, construyamos el mismo 
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campo escalar que en el teorema anterior 

b(2) = / GilO1, 80) ds, + >= +Gal8r. 0 84)d8 

como ya se había demostrado se cumple que 

continuas también se cumple 

0% (2) 

01;02; E 

0G; 

01; (2) 

  

para todaiX*%jei=1,..,n.E 

Il 

(1) = G;i(1). Ya que G tiene derivadas 

09 (2) 

0x1,0x, 

0G) 
Ox (x) 

  

De esta manera obtenemos condiciones necesarias y suficientes para que exista la fun- 

ción p(v,) que son más fáciles de verificar. Regresando al problema original calculamos las 

derivadas parciales cruzadas 

  

=Y al 0(14), 
> — 0vj0v Y 0v, 

donde (14). es la entrada z del vector zx. Para que 

  

» rr), y Ur); 
dujdw, 0v; 

O(Tx); 
0 Vi 

  

  

9G, — 9, ¡ da, = oz. Se tiene que cumplir 

Nas 2 (22), y Ue): 

du dv, Ou, 

ae), 

Ou, 

  

que se reduce a pedir que las derivadas parciales cruzadas de las funciónes z4(,) sean iguales 

para toda ¿ = 1,..., K con 1 4 j y para toda k=1,...,N.



De las demostraciones de los teoremas anteriores sabemos cómo calcular la función de 

pago p(v;) que será la integral de línea 

"¡2 4. y PE 

Uzish O(xi(s)x 
v +... + 

NT va Vik 

plu;) vik] ds, +---+ 

vik] dsk 

sabemos que si cumple que las derivadas parciales son iguales da = e: esta integral no 

dependerá de la trayectoria. Lo que en nuestro problema significa que el pago sólo depende 

de la valoración v; y de un cierto valor 1% que puede ser v = (v,,..., Yx), y no de la trayectoria 

que usemos para unirlos. De aquí tenemos que el pago es una función bien definida y depende 

sólo de las funciones que asignan la probabilidad de llevarse el bien 1,(v;). Hemos obtenido 

el primer resultado de este trabajo que se puede resumir en la siguiente proposición. 

Proposición 1. Si un mecanismo de asignación [p;(w), V,(v))x=1.2...v, que determina el 

pago que el participante i hará al vendedor y la probabilidad con la que se llevará el bien j 

por medio de las funciones 

pio) : ([0,, 01] x --- x [Ux,Ux))" —R 

Yelo) : ([v,, 51) XX [vx,0x))" Es [0, 1] 

respectivamente y donde las funciones p;(v), 4, (v) son de clase C!, es implementable entonces 

las derivadas parciales cruzadas de las funciones tk(+) : [v,,11] x --- x [vx,0x] — [0,1], 
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definidas como 

Ik(Ux) = E.-x[W,(v))) = Vils1, ...y Uk, Sy) dF(s,) ADO dF(s;-1JdF(sk+1) eee dF(sy) 
V—-k 

donde vi = (v],vz,..., Vx) es el vector de valoraciones del comprador i por los K bienes, son 

iguales, esto es, 

zx), _ Ox) 
Ov, 0v, (3.4) 

para toda i = 1,...,K coni A j y para toda k = 1,..., N, donde dt denota a la derivada 

parcial con respecto a v, de la 1" ésima entrada del campo Z;. 

Un corolario de este resultado, es la extensión del teorema de equivalencia de rentas al 

caso de subastas de K' bienes heterogéneos. 

Al igual que en subastas de un solo bien tendremos que las rentas esperadas de los 

compradores y del vendedor serán iguales en dos subastas que asignen los bienes de la misma 

forma (si para alguna valoración se paga lo mismo en las dos subastas)”. Por lo tanto, el 

teorema de equivalencia de rentas sí se puede generalizar a mecanismos implementables de 

K' bienes heterogéneos. Las condiciones 3.4 podrían ser interpretadas como sigue, el cambio 

en la valoración del bien ¿ afecta a la probabilidad de asignar el bien j de la misma forma 

que afectará un cambio en la valoración del bien ¿ a la asignación del bien ¿. 

Proposición 2. Si dos subastas de K bienes heterogéneos son implementables, asignan el 

bien de la misma forma y para alguna valoración los compradores esperan las mismas rentas 

  

Esto es equivalente a que K condiciones inicales, dadas por f/," £, 2 LE (W1,...Sz, >: UK )S¿dS, ¡Sean 
iguales en ambas subastas para algún vo 
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en las dos, entonces las subastas son equivalentes. 

En el caso más trivial, en él que la subasta de los K bienes se realiza como K subastas 

diferentes, tendremos que a = ( para toda j =1,..., K coni X j y para toda k = 1,..., N. 

Entonces se cumple la condición de las derivadas parciales cruzadas iguales y asi también el 

teorema de equivalencia de rentas, lo que concuerda con lo que se concluyó en las subastas 

de un sólo bien. 

4. Conclusiones 

En este trabajo se encontró que la venta de K bienes heterogéneos es implementable por un 

mecanismo directo de asignación sólo si en el mecanismo el cambio en la valoración del bien 

i afecta a la probabilidad de asignar el bien j de la misma forma en que afectará un cambio 

en la valoración del bien j a la asignación del bien ¿. Ésto complementa el resultado de 

Engelbrecht-Wiggan dando explicitamente algunas de las condiciones de regularidad que tie- 

nen que cumplir las funciones de probabilidad para que se cumpla el teorema de equivalencia 

de rentas. 

En resumen, hemos encontrado las condiciones necesarias para que un mecanismo de 

asignación de K bienes heterogéneos sea implementable. Con esta base pretendemos tra- 

bajar en el futuro para definir condiciones suficientes que seguramente tendrán que ver con 

monotonía de las funciónes de probabilidad. Estos resultados harán posible el estudio de 

subastas óptimas para el caso de K bienes heterogéneos. 
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