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RESUMEN 

La necesidad de modelos que expliquen y describan mejor la realidad, ha dado lugar a 
la búsqueda de técnicas que se adapten mejor a cada caso. Los modelos paramétricos 
comúnmente utilizados son muchas veces ineficaces para este fin, sin embargo 
resultan convenientes debido a su relativa simplicidad práctica. Desde hace algunos 
años se han desarrollado alternativas no paramétricas para modelar la realidad. 
Dentro de la gama de modelos descritos se encuentran aquéllos encaminados a 

estimar funciones de densidad, los cuales con los recientes avances en la tecnología 

computacional, se han convertido en una verdadera alternativa a los modelos 
paramétricos.



CAPÍTULO 1: INTRODUCCIÓN 

El concepto de función de densidad (o de probabilidad) es uno de los más importantes en el 
ámbito de la estadística. Muchos de los análisis y desarrollos dentro de esta área del 

conocimiento. y en especial en las aplicaciones a otras ciencias como la economía y las 
finanzas, están basados en las ideas derivadas de dicho concepto. Es por esto que el estudio 
de este tema ha permanecido presente en la literatura, siempre buscando nuevos y mejores 
enfoques encaminados a proporcionar herramientas más precisas sobre todo para el proceso 
de inferencia y estimación. 

Los recientes avances en la tecnología computacional, han tenido un impacto significativo 
en el desarrollo de investigación dentro de la ciencia estadística. En este sentido, el campo 
de la “no paramétrica” se ha beneficiado y ha incrementado su participación dentro de las 

herramientas modernas de análisis estadístico. Estas nuevas herramientas ofrecen 
alternativas sofisticadas a las comúnmente utilizadas dentro del ámbito de los modelos 
parametricos. ya que permite explorar grandes cantidades de datos multivariados y 
univariados. sin hacer ningún supuesto en cuanto a la distribución de éstos. 

Así pues. este trabajo presenta un análisis de las técnicas no paramétricas que se han 
utilizado para estimar funciones de densidad. También se presenta una aplicación 
multivariada. con el objetivo de motivar y entender la forma de implementar la técnica en la 
práctica. y las implicaciones que puede tener el utilizar modelos inadecuados, ante la falta 
de una alternativa viable. 

Finalmente. la estructura del trabajo comprende un segundo capítulo en el que se presenta 

el caso univariado y se introduce la terminología propia de la técnica. En el capítulo tercero 
se generalizan las ideas al caso multivariado, para pasar así al cuarto capítulo que presenta 
la aplicación. Finalmente un quinto capítulo de comentarios finales.



CAPÍTULO 2: MÉTODOS DE ESTIMACIÓN NO PARAMÉTRICA 

A lo largo de este capítulo se presentará una visión general de los métodos no paramétricos 
de estimación, poniendo especial atención en el método Kernel de estimación univariado. 
Se introducirá la terminología propia de la técnica, presentando además algunas de las 
propiedades estadísticas de los estimadores. 

2.1 ElHistograma 

Para poder entender las ideas detrás de los métodos de estimación no paramétrica. resulta 
conveniente estudiar el más simple de estos métodos: el histograma. 

Para esto considere alguna variable aleatoria Y. a la cual se le desea estimar su función de 

densidad f(x) a partir de una muestra aleatoria x,.i=1,2......n. Si dicha variable es 

discreta, la estimación de /(x)será simplemente f(x)=1"" Y 1(x, =x). donde /(x, = x)es 
t=] 

una función “indicador” que toma el valor de 1 si x, =x y cero en otro caso. En otras 

palabras, se obtiene la proporción de observaciones de la muestra que toman algún valor 
particular. y ese es el estimado de la probabilidad para ese valor. 

Sin embargo para el caso en que X' es una variable aleatoria continua, hacer una estimación 
igual a la anterior no tiene mucho sentido. ya que la probabilidad en un punto es igual a 
cero. así que se estima la densidad por intervalos. De esta manera el estimador propuesto 

. ” J h . , 

sería f(x)= (nh) Edo - -Sx, <x+ » donde se introduce el parámetro». el cual 
121 

indica la longitud del intervalo a estimar. Alternativamente. se puede replantear el estimado 
como 

2 

= tm) $1 - , <yw,< >) 
1=1 

16)=(my' $1 - , ss ] 

—X 
h 

Note como en realidad se está calculando la frecuencia relativa en cada intervalo centrado 

donde. y, = Y 

en x. en otras palabras. f(x) es el valor de la ordenada del histograma enx. Además la 

función indicador en este caso opera como un ponderador de las observaciones alrededor 

de x . va que toma el valor de 1 si la distancia de x, con xes menor en términos absolutos a 

l 
, h. xs el valor cero en otro caso. 

Así. este primer estimador se puede interpretar como un histograma basado en las 

observaciones cercanas o “locales” ax. donde el parámetro A juega un papel fundamental. 
va que es la medida que controla que tan “suave” será el estimador. Si hes relativamente 

t
J



grande. significa que algunas observaciones “lejanas” a x serán tomadas en cuenta al 
calcular la frecuencia relativa del intervalo centrado en este valor. 

Del análisis anterior. es evidente que el valor de hes fundamental en la estimación mediante 

histogramas. El hecho de que el histograma sea altamente sensible al valor de hes también 
una de las principales debilidades de éste como estimador de la densidad de alguna variable 
aleatoria. El problema es que una misma serie de datos se puede ver completamente distinta 

al tomar diferentes valores deh'. Sin embargo la idea del parámetro de suavización será 
muy util en los desarrollos que serán tratados a lo largo del trabajo, por lo que esta primera 

aproximación aunque simple. permitirá entender más fácilmente las implicaciones que 

puede tener el parámetro /.. 

También vale la pena resaltar el papel que juega la función indicador en este caso como 
ponderador. Dicha función le da un peso específico a cada una de las observaciones 

alrededor de x. En el caso del histograma. la función indicador opera como una función 

uniforme. ya que a todas las observaciones x, que caen dentro del intervalo señalado 

anteriormente se les pondera con el valor de 1 por igual. Esta es otra de las debilidades del 
histograma como estimador de la función de densidad. ya que es demasiado “rudo”. en 

otras palabras. no es continuo. y esto dificulta su manejo estadístico en especial al intentar 
realizar algunos cálculos, como pueden ser las derivadas. 

Así pues, de este breve análisis del histograma como estimador de una función de densidad 
se pueden rescatar dos ideas fundamentales: el ponderador, y el parámetro de 
suavización/ . 

2.2 El estimador Kernel 
Como se comentó anteriormente, el histograma es un estimador que no resulta ser muy 

0% . h 
adecuado en sus características. ya que presenta saltos discretos en los puntos x, + , + Por lo 

cual es discontinuo. Este problema nos lleva a la necesidad de buscar un estimador más 
“suave” el cual sea continuo y a la vez más preciso de la verdadera densidad de Y. Así 
Rosenblatt propuso el siguiente estimador. llamado el estimador kernel. 

! l ”n eN > Xx 1 ”n 

xp= K y ES K 10 Ex *7%)= ) Ext) 
donde XK es una función que satisface fx (x)Jdx=1, a la que llamaremos función kernel. o 

simplemente el kernel. y /hes un número positivo que funciona como parámetro de 

suavización. el cual es función del tamaño de muestra ». y tiende a cero conforme n > 0. 

  

' Ejemplos de este caso pueden verse en Wand and Jones 1995 
“ Se utiliza esta palabra como traducción de smooth 

u
a



2.2.1 La elección del Kernel 

La clase más simple de funciones kernel está compuesta por aquéllas que satisfacen además 

de la condición de la integral. la condición K(x)>0. Esta condición garantiza que el 

estimador f(x)sea en sí mismo una función de densidad. Dentro de esta clase 

generalmente se selecciona K de tal manera que sea simétrica y unimodal. por ejemplo la 
distribución normal. 

Sin embargo existen muchas funciones kernel que satisfacen estos requerimientos básicos. 
por lo que vale la pena preguntarse si algunas opciones son mejores que otras. En Wand y 
Jones (1995) se desarrolla a partir de criterios de error cuadrado medio y convergencia 

asintótica las condiciones que debe satisfacer el kernel canónico”. Dentro de esta clase de 
kernels canonicos. la versión más simple es 

Ko), 

que recibe el nombre de kernel de Epanechnikov*, al haber sido él quién caracterizó todas 
sus propiedades. La gráfica de este kernel se muestra en la siguiente figura. 

  

    
-1 -0.5 0.5 

Figura 2.1 El kernel de Epanechnikow 

Teniendo este kernel canónico como referencia se puede calcular una medida de eficiencia 
relativa entre éste y otros que satisfacen las mismas condiciones. En Wand y Jones (1995) 
se presenta la siguiente tabla que reporta la eficiencia relativa de kernels alternativos al 
Epanechnikos 

  

  

  

  

  

| KERNEL EFICIENCIA RELATIVA 
po Epanechnikov 1.000 
po Normal 0.951 
JN Triangular 0.986 
— Uniforme 0.930     
  

Tabla 2.1 Eficiencia relativa de diferentes funciones que pueden utilizarse como kernel 

  

' El término canónico se refiere a que K* minimiza el error cuadrático medio integrado sujeto a 

[Kar =1, fxK (oa =() fx" K(x)ax =a*.K(x)>0 

* Citado en Wand £z Jones (1995)



El valor de la eficiencia relativa me indica el porcentaje de observaciones con las que el 
kernel canónico puede obtener el mismo valor mínimo para el error cuadrado medio 
integrado (ECMI"). Por ejemplo, para la normal cuya eficiencia relativa es de 0.951. se 

concluve que el kernel óptimo K* puede obtener el mismo valor mínimo para ECMI con el 
95% de los datos utilizados con el kernel Gaussiano. 

Sin embargo. la principal conclusión que se puede extraer de la tabla 2.1 es que los kernels 
subóptimos en realidad no son tan ineficientes. Este resultado implica que no es tan 
importante qué función sea elegida como ponderador, así que se puede llevar la decisión a 
otros campos. como el de la eficiencia computacional. 

2.2.2 Kernels de orden superior 

Existe otra clase de funciones que pueden ser consideradas como kernels, y que no tienen 
que ser en si mismas una función de densidad. Este tipo de kernels se conocen como 
kernels de orden superior. y su principal utilidad radica en que pueden reducir el sesgo 
muestral en la estimación de la función de densidad". 

Cuando la función Kse restringe a ser una función de densidad, es necesario 

que .(K)>0: en otras palabras que el segundo momento sea positivo. Sin embargo sin 

esta restricción es posible construir K de tal manera que 1, (K)=0, lo cual tendrá el efecto 
de reducir el sesgo. y mejorar la tasa de convergencia del estimador kernel?. 

Así se define que el kernel X'es de orden ¡si dado 

4, = fr K(x)Jadx . 

Existen varias reglas para construir kernels de este tipo. Jones y Foster (1993) 
proporcionan la siguiente, 

Kio (x)= 

donde K', se refiere al kernel de orden L. 

ty
 

uu
) 

K (x)+ ,*K () 

Con esta regla podemos definir un kenel superior de orden 4, utilizando uno de orden 2. por 

ejemplo la normal estándar (cuya notación esf(x)). así el kernel de orden 4. basado en 

Plx) será. 

Kato Ja) 
12 

  

“ Ver apéndice A para abundar sobre esta medida de eficiencia. 
* Pagan «e Ullah 1999 
Wand « Jones 1995



La gráfica de este kernel superior se presenta en la siguiente figura, en la que es claro que 
no es una función de densidad, ya que toma valores negativos sobre algunos intervalos. sin 
embargo esto es necesario para que el segundo momento sea igual a cero. 

Figura 2.2 Kernel superior de orden 4 

  

  

  
Así pues se han comentado las cuestiones más relevantes respecto a la elección de la 
función kernel. 

2.2.3 La elección del parámetro de suavización »h 

Como ya se comentó anteriormente, el parámetro de suavización es una medida de qué tan 
local será la estimación de la función de densidad en algún punto. Si este valor es 
relativamente pequeño, la estimación considera una vecindad limitada y puede generar una 

estimación poco suavizada, de tal manera que en el límite cuando k > 0 el estimado será la 
unión de todas las observaciones. Por otro lado, si el valor de este parámetro es 
relativamente grande, genera estimaciones demasiado suavizadas. y pueden ser poco 
sensibles a cambios en las observaciones locales. 

Así pues, la implementación práctica del estimador kernel requiere la especificación de un 
valor parah. En muchas circunstancias es posible escoger el valor de hsimplemente por 

inspección visual, graficando varios estimados de f y seleccionando el valor que a nuestro 

criterio. sea el mejor. Sin embargo es conveniente contar con métodos automáticos, 
basados en los datos para determinar el valor del parámetro de suavización. 

Para determinar el valor h de manera automática, existen dos clases de métodos: la primera 
clase esta compuesta por métodos que son “fáciles y rápidos” de implementar en la 

práctica, ya que no contienen demasiados argumentos matemáticos, por lo que son desde el 
punto de vista computacional, fáciles de calcular. La segunda clase de métodos son los 
llamados “high tech”, ya que requieren un tratamiento matemático más complejo. y 
también requieren un esfuerzo computacional mayor que los métodos llamados fáciles.



2.2.3.1 Métodos Simples 

Dentro de la clase de métodos automáticos simples para seleccionar el valor de hse 
considerarán dos en especial: la escala normal, y la regla de sobre-suavización. 

2.23.1.1 La escala normal 
Este método parte del valor de h que minimiza el ECMI asintóticamente. En Wand « Jones 
(1995). e Izenman (1991). se prueba que considerando el ECM] como criterio de 
optimización. derivando igualando a cero y despejando h. se obtiene que el valor de /» que 
minimiza el ECM] asintóticamente (ECMIA) es: 

AT RUT 
EOMIA MK y Rf" in 

donde R(K)= fx) ax. 1 (K)= [7 Ka. fes la densidad que se desea estimar. 

K es el kernel, y nes el número de observaciones. 

Si se considera f como la función de densidad normal con varianzao”. aplicando su 

segunda derivada como argumento de R se obtiene que 

1 l, 

87 *R(K) 

3u(K)Yn LOMA 

A partir de esta última ecuación se puede estimar el valor kh de escala normal, únicamente 

proponiendo un estimador parao. A este respecto, un estimador lógico sería la desviación 
estándar de la muestra, sin embargo éste es muy sensible a las observaciones extremas. ya 
que al alejarse demasiado de la media su distancia al cuadrado se hace mayor. A este 
respecto. Silverman (1986) propone alternativamente que se utilice el rango intercuartil 

estandarizado. 

Rango _intercuartil _ de _la _ muestra 

D"'(.75) -0"'(.25) 

donde d"'(x)es la función que calcula los percentiles para la normal estándar, por lo que el 

valor del denominador de esta medida será el rango intercuartil de dicha densidad. cuyo 
valor aproximado a partir de tablas es 1.349. 

Or = 

Así pues. la regla general de selección entre el rango intercuartil estandarizado y la 
desviación estándar de la muestra, se reduce a escoger el menor de ellos de tal manera que 

el estimado / de escala normal se define como, 
1 

87 R(K) | ms | 
y = , min<S.O y: 

3JUAK YN 

donde se escoge el mínimo entre la desviación estándar y el rango intercuartil estandarizado 
para evitar con esto una sobresuavización y pasar por alto características importantes. 
como lo puede ser la existencia de varias modas.



2.2.3.1.2 La regla de sobre-suavización 
La idea intuitiva de esta regla se basa en el llamado principio de máxima suavización 

introducido por Terrel (1990). El prueba que el valor de hque minimiza el ECMIA está 
acotado por un valor máximo. de tal manera que 

1 

243R(K) | 

3SMAK Y n 

Así podemos estimar esta cota máxima simplemente sustituyendo el valor poblacional 

dea por la desviación estándar de la muestra S . por lo que 
| 

243R(K) e 

3SUKyYn]| 

EOMIA — 

Aus = 

A parur de este valor máximo se hace la estimación de la densidad, la cual de acuerdo a la 

manera en que se estima /h estará seguramente sobresuavizada. Sin embargo es un buen 
punto de partida para comenzar a utilizar el método de inspección visual, ya que a partir de 
este valor máximo se pueden ir probando valores más pequeños, hasta que encontremos de 

acuerdo con al criterio de inspección visual el valor adecuado parah. 

Finalmente. vale la pena comentar sobre los casos en que estos métodos de fácil cálculo son 
útiles. El principio de máxima suavización es útil como ya se comentó para determinar un 

punto de partida para llevar a cabo la inspección visual. El método de la escala normal 
suele ser adecuado cuando la verdadera densidad se aproxima al menos en características a 
la normal: esto es. cuando la densidad a estimar es unimodal y más o menos simétrica. ya 

que la pieza clave de esta técnica es suponer que f es normal. También cabe mencionar 

que ninguna de estas técnicas garantiza por su simplicidad que el valor de h que se estime 
sea el que minimice el ECMIA. sin embargo resultan adecuadas por su simplicidad 
práctica. 

2.2.3.2 Métodos high-tech 
Para la implementación de este tipo de métodos, se requiere la utilización de algún criterio 
de opumización. Se puede utilizar el error cuadrado medio, el error cuadrado integrado. el 
error cuadrado medio integrado. el error integrado absoluto, en fin, debido a que se requiere 

alguna medida para calcular el valor óptimo para», la complicación comienza desde la 
elección del criterio de optimización que se va a utilizar. En general las medidas de error 

cuadrado son un poco más simples que las medidas de error absoluto, al menos en su 
tratamiento matemático, por lo que suelen ser más usadas. 

Dentro de los métodos más comunes se encuentran, la validación cruzada, los métodos 
“plug-in”. la validación cruzada de máxima verosimilitud, por mencionar algunos. La idea 

de todos ellos en general, consiste en estimar la función f que invariablemente aparece en 

cualquier medida de optimización. y que es desconocida. Sin embargo no se abundará en el 
desarrollo de estos métodos en este trabajo. ya que en las aplicaciones que se presentarán 
posteriormente se recurre a los métodos de fácil cálculo.



Finalmente para concluir esta sección. vale la pena comentar acerca del “trade-off” que 

existe entre sesgo y varianza al elegir algún valor de. Si hes pequeño la estimación 

tendrá muchos “picos”. los cuales al obtener varias muestras de f pueden aparecer en 

diferentes lugares. provocando que la varianza sea alta; sin embargo el sesgo será pequeño. 

ya que el estimado se adapta mucho más a los cambios en la muestra. Por otro lado, si h se 
incrementa. la variabilidad se reduce al ser el estimado más suave, sin embargo esto implica 
que sea menos sensible a cambios en la muestra, generando un mayor sesgo. 

2.3 Otros métodos de estimación no paramétrica 
En esta sección se comentarán de manera breve algunos métodos de estimación no 

paramétrica distintos al método kernel. Para esto seguiremos en especial a Izenman (1991), 
Pagan y Ullah (1999). Lofstgarden y Quesenberry (1965). Gessaman (1970). 

2.3.1 El estimador del vecino más cercano 
Este estimador está relacionado con el histograma, pero parte de la idea de que el parámetro 
de suavización debería ser mayor en las regiones alejadas de la media. es decir en las colas. 
La idea intuitiva de este estimador es que debido a que en las colas hay menos 
observaciones. las estimaciones serán demasiado pequeñas en esas regiones, por lo que el 
grado de suavizamiento se debe adaptar a la función de densidad que se está estimando. 

Para poder plantear este estimador, se define d(x,,x)como la distancia del punto x, al 

punto x. y para cada xel valor d, (x) representa la distancia entre xy su k — ésimo vecino 

más cercano de entre las observaciones de la muestra. Así definiendo h= 2d, (x) y 

aplicando el mismo razonamiento que en el histograma, se define 

pa ko 1 pp a ox 

Ho = 2nd, (x) - 2nd, (x) ia 1 2d,(x) 

de tal manera que el grado de suavizamiento está controlado por k, ya que en las colas que 

es donde hay pocas observaciones d,(x) será mayor, y por lo tanto el valor de también. 
I 

Acerca del valor adecuado para k generalmente se considera k = n ?con lo que se tienen 
los elementos necesarios para construir este estimador. 

Finalmente. al ser este en realidad un estimador similar al histograma. hereda los defectos 

de este ultimo. En especial el problema de la discontinuidad permanece. aunque el 
problema de la variabilidad respecto a h disminuye, ya que como se comentó anteriormente 

el valor de A se adapta dependiendo la región de estimación en que se encuentre. 

2.3.2 El estimador kernel variable 
Este estimador surge a partir de las mismas ideas del estimador del vecino más cercano, 
sólo que en lugar de seleccionar el parámetro de suavización respecto a qué tan cerca está 

x de otras observaciones, se hace variar respecto a cada dato considerando alguna regla 
preestablecida. De esta manera el estimador kernel variable se define 

”n fx) = IS l «0 

n pal A, m



donde /,, = d,(x,)es la distancia de la observación x, respecto a su k —ésimo vecino más 

cercano de entre las n-—lobservaciones restantes. El valor del parámetro ke puede 
aproximar como en el caso del estimador del vecino más cercano. 

El hecho de que el valor deh,, varía con la muestra asegura que las regiones con pocas 

observaciones tendrán kernels mejor suavizados, la estimación será continua. y como se 

comentó en la sección referente al método kernel. si K es función de densidad. se garantiza 
que el estimador también lo será. 

2.3.3 Comentarios finales 
Existe otro tipo de métodos que utilizan ideas un tanto distintas que las que se han 
manejado hasta este momento para la estimación no paramétrica de funciones de densidad. 
Por mencionar algunos está el propuesto por Gessaman (1970) basado en bloques 

estadísticamente equivalentes. También se encuentran los estimadores basados en series 
ortogonales. trabajados por Watson (1970), los estimadores máximo  verosímiles 
penalizados. etcétera. 

Sin embargo el método kernel sobresale por su relativa simplicidad técnica y teórica. y las 
características de los estimadores encontrados mediante esta técnica, ya que además de ser 
continuos y diferenciables sobre todo el dominio, son en sí mismos funciones de densidad. 

2.4 Aplicación 

A continuación se presentará una pequeña aplicación de las ideas presentadas en este 

capitulo, poniendo especial atención en el efecto que tiene el parámetro de suavización en 
la estimación obtenida. 

El caso que se presenta consiste en la estimación de la función de densidad para la variable 
aleatoria que describe los rendimientos semanales del índice DJ. Se cuenta con una muestra 
de 299 observaciones. y las estimaciones se hacen en E-Views. 
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Figura 2.3 Estimaciones de la función de densidad del índice DJ. con el kernel normal, y Epanechnikov.



En estas gráficas se presentan las estimaciones de la función de densidad basadas en la 
muestra. pero utilizando diferente función kernel$, Como se puede notar. la elección del 
kernel no hace gran diferencia, ya que presentan básicamente las mismas carácterísticas de 
curtosis. sesgo, media. etc. En otras palabras. tal y como se comentó anteriormente. la 
elección del kernel (dentro de la clase de los que son función de densidad) no implica 

cambios sustanciales en la estimación, ya que las estimaciones son casi idénticas. 

    

            

Kernel Density (Epanechrikov. h = 0.1000) Kernel Density (Epanechrikov, h = 0.0010) 
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Figura 2.4Estimacianes de la función de densidad, utilizando diferentes valores de h 

En la figura 2.4 se presentan dos estimaciones basadas en la misma muestra. el mismo 

kernel (Epanechnikov). pero con diferente valor parah. Aquí es evidente el efecto que 

puede tener en la estimación utilizar tanto un valor demasiado grande (gráfico izquierdo). 

como un valor demasiado pequeño (gráfico derecho) para el parámetroh. Una está 
demasiado suavizada, la otra es demasiado “picuda”, mientras que en la figura 2.3 en la que 

el valor de Ase calcula con el criterio de Silverman, se estima una función de densidad 
intermedia que no está en los casos extremos, y que por lo tanto es más eficiente. 

  

4 Í 

* E-views estima el valor de A utilizando el criterio de Silverman h = 0.9kN ¿min ps, R 1.34 * donde 

s es la desv. Std. R es el rango intercuatil. y X es un factor de ajuste canónico dependiendo del kernel 

utilizado.



CAPÍTULO 3: ESTIMADOR KERNEL MULTIVARIADO 

En este capítulo se extenderán las ideas principales de la estimación univariada mediante el 
método kernel, para el caso en el que se busca estimar una función de densidad 
multivariada. con el objetivo de desarrollar la aplicación bivariada del capítulo siguiente. 
Como veremos, no resulta ser muy problemático generalizar las ideas vistas anteriormente 
para el caso de la función kernel, sin embargo el parámetro de suavización si presenta 
complicaciones, sobre todo en cuanto al número opciones disponibles como medida de 
suavización que se pueden utilizar. 

3.1 El estimador Kernel Multivariado 

Nuevamente comenzamos planteando el contexto en el que se definirán las ideas a lo largo 

de este capítulo. Sea X,.......... X, una muestra aleatoria d-variada con función de densidad 

a estimar f.. Sea X, =(X ,.......... .X ,)' la notación utilizada para definir los componentes 

deX . y el vectorx e “la representación de x = (x,........ x,) . También consideraremos 

por simplicidad ffGoax = f bono La Fieras x y )dx,dx,.......dx , 

Así. en su forma general el estimador kernel d-dimensional, es el siguiente 

1 H)=0" Y K, (a— xX,) 

donde K, =H- 

es una función kernel d-variada que satisface 

fK(Jax =1 

y donde Hes una matriz simétrica. positiva definida de dimensión dxd . llamada matriz de 

suavización. 

“k(H"*x) 

Podemos ver que en la fórmula están las principales generalizaciones del caso univariado. 

Por un lado el kernel tiene que ser una función d-variada. y por otro el parámetro de 

suavización es ahora una matriz. 

3.2 La elección del kernel multivariado 

Las funciones kernel multivariadas pueden construirse a partir de las univariadas de varias 
maneras. Las dos formas más populares para este fin son: el producto de kernel 

K"(x)[]42). 
12) 

y el kernel esféricamente simétrico 
2 12 
K'x)=c, ¿llx"x) . 

o .., . . OR - 12 
donde k es una función kernel univariada generalmente simétrica, y c;., = felix x) lax.



Nuevamente una de las opciones más utilizadas como función kernel para este caso, es la 

función de densidad normal estándar d-variada 
Mor an Ax) 

K(x)=Q7)% e ? 

de tal manera que Ky, (x-X, Jes la densidad normal multivariada, valuada en X;,y con 

matriz de varianzas-covarianzas H.Así, el kernel normal puede construirse a partir de 
funciones normales estándar univariadas usando tanto la técnica del producto como la 

esférica, ya que aunque en general K” + K*, para el caso de la normal ambos kernels son 
iguales. 

Finalmente es posible llevar a cabo una discusión en la que se quiera determinar la 
eficiencia relativa de ambas técnicas. En general los kernels esféricos son más eficientes, 

sin embargo, como se prueba en Wand y Jones (1995) las diferencias no son sustantivas, 
sobre todo en el caso bivariado que es el que nos interesa en función de la aplicación que se 
presentará en el próximo capítulo. 

3.3 El parámetro de suavización H 

Como se comentó en la introducción del capítulo, la selección del parámetro de suavización 
no es tan simple como la del kernel multivariado, ya que al ser ahora una matriz cuadrada 

de dimensión d , el número de parámetros a elegir para construir la matriz es mucho mayor. 

Existen varias posibilidades para definir H. El caso más simple es aquél en que esta matriz 

es diagonal y con todas sus entradas iguales, por lo que en este caso únicamente se tiene 

que elegir un parámetro h, de tal manera que H = »*1 ?. Un caso menos simple es en el que 
la matriz es diagonal pero donde las entradas pueden ser diferentes, así para cada dimensión 
del vector xse tendrá un parámetro de suavización diferente, de tal manera que 

H = diagonallh?, berannnns hi). Finalmente, el caso más general es en el que Hpuede ser 

cualquier matriz no diagonal, simétrica y positiva definida. 

Para el caso en que d=2es fácil ver la diferencia entre los tres tipos de matrices de 
suavización. En la siguiente figura se presentan las curvas de nivel de tres kernels 

bivariados, en los que la matriz Hpertenece a cada uno de los tipos presentados 

anteriormente. 
Figura 3.1 Diferentes valores para la matriz de suavización H 

      
  

2 Donde l es la matriz identidad de dimensión d . 
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En el caso de la primera figura, la matriz es diagonal con los valores de higuales. por lo 
que los diagramas de contorno son círculos concéntricos. En la segunda figura la matriz es 
diagonal. pero con diferentes entradas, por lo que se generan elipses con dirección hacia los 
ejes coordenados Finalmente el tercer caso es el más general, en el que dados los 
parametros especificados las curvas de nivel son elípticas, pero con una orientación 
diferente a la de los ejes coordenados. 

Así pues. la elección de H puede resultar algo muy complicado, ya que conforme aumenta 
la dimensión se incrementa el número de parámetros a elegir. En este sentido se ha 
desarrollado una serie de métodos encaminados a determinar H basados en alguna de las ya 
mencionadas medidas de eficiencia. Sin embargo, se pueden utilizar las técnicas 

denominadas rápidas para estimar valores de hunivariados, y tomar éstos como una buena 

aproximación de los valores que se deben considerar en la matriz H.. En especial los valores 
estimados por el criterio de Silverman son una buena aproximación. tanto en términos 
prácticos. como en función de la aplicación que se llevará a cabo en el capítulo 4.



CAPÍTULO 4: APLICACIÓN PARA EL CASO BIVARIADO 

Durante el presente capítulo se aplicarán las ideas expuestas anteriormente para estimar la 

función de densidad de un vector de rendimientos bivariado. Aunque en el capítulo 2 ya se 
llevó a cabo una pequeña aplicación. en este capítulo se desarrollarán los aspectos teóricos 
y las implicaciones estadísticas que se pueden derivar de los hallazgos empíricos derivados 
de la estimación 

4.1 Antecedentes teóricos 
Uno de los principales objetivos de los modelos teóricos, es que puedan utilizarse para 
poder explicar y/o describir la realidad. Cuando un modelo es propuesto para describir una 

serie de datos, en general no se puede esperar que éste sea la representación exacta de la 
realidad que quiere explicar. sin embargo se debe buscar aquel modelo que sea más 

conveniente y útil para poder describirla. 

En el caso de los rendimientos de activos financieros, en especial acciones e índices. se ha 
recurrido a la función de densidad normal para describir su comportamiento. Este modelo 
sin embargo, ha probado no ser una aproximación tan precisa como se puede pensar. Fama 

(1976) calculó las frecuencias relativas de rendimientos de las 30 acciones que componen 
el índice Dow Jones para algunos intervalos relevantes, y luego comparó sus resultados con 
las proporciones esperadas para la distribución normal. Sus conclusiones dejan de 

manifiesto dos fallas fundamentales de la distribución normal para describir la realidad: 
primero, se acumula una mucho mayor proporción de observaciones muy cerca de la 
media. y segundo. en las colas también se acumula más probabilidad de la esperada si los 
datos siguieran una distribución normal. 

Pagan y Ullah (1999) estimaron con técnicas no paramétricas la densidad para los 
rendimientos mensuales de un índice en particular. Los resultados de su aplicación 
confirman lo que ya anteriormente Fama había establecido con su análisis de proporciones. 
esto us. la densidad estimada difiere de la normal en dos cuestiones básicas: las colas son 
muy anchas, y es demasiado picuda alrededor de cero. En otras palabras. hay muchas 
observaciones demasiado pequeñas y demasiado grandes para ser consistente con la 
normal. Pagan y Ullah (1999) también detectaron cierto grado de asimetría hacia los 
rendimientos positivos. resultado que tampoco concuerda con la característica de simetría 
de la normal. 

4.2 El modelo de mercado 
En esta sección se analizará el llamado modelo de mercado. Este análisis será apropiado 
para motivar la utilidad de la aplicación. y poder entender las implicaciones de los 

resultados a partir de la estimación. Para abundar sobre la construcción teórica de este 
modelo. se puede referir a Fama(1976) y Ross (1995). 

Partimos considerando un vector de rendimientos r=(R,,. ree R,, )compuesto por 

nactivos. el cual tiene una distribución normal multivariada. Sabemos por propiedad de la 
normal. que cualquier combinación lineal de un vector con distribución multinormal.
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también se distribuye como normal. Este resultado implica que la distribución de cualquier 
par de portafolios construidos a partir del vector rse distribuye como normal bivariada. En 

especial podemos formar una par de portafolios, uno compuesto por un activo en particular 

con rendimiento R,. y el otro portafolio compuesto por el resto de los activos. con 
E 0 . . 

rendimiento R,, '”. al que llamaremos portafolio de mercado, y que en conjunto forman el 

llamado modelo de mercado. 

4.2.1 Propiedades del modelo de mercado 
Ahora se analizarán algunas de las principales propiedades estadísticas del modelo de 
mercado. con el objeto de clarificar las implicaciones que tienen los supuestos básicos de 
dicho modelo en los resultados. 

La idea fundamental de dicho modelo, es establecer una relación entre el rendimiento del 

portafolio formado por el activo ¡respecto de las realizaciones de un portafolio 
representativo del mercado m. Para esto es necesario obtener la expresión que defina la 
esperanza condicional del rendimiento del activo ¡dada alguna realización de la variable 

aleatoria R,, (a la que llamaremosr ). por lo que se plantea la función de esperanza 

condicional. 

ER, r)= [R,F(R, ruR, 

donde se utiliza la densidad condicional en lugar de la marginal, debido a que la esperanza 

que tratamos de calcular es condicionada a alguna realización de la variable aleatoria R,,, . 

Ahora. retomando el supuesto de normalidad del vector que contiene los portafolios con 

rendimientos R,yR,,. en Goldberg (1997) se prueba que la función de densidad normal 

bivariada. tiene función de esperanza condicional lineal. por lo que la función que relaciona 

a R,dado R,, =res la función lineal. 

E(R, r)=a, + Br 
mu 

donde. 

p = COVAR,, + Ri ) 
1 v(R,, ) 

a, = E(R,)-fB,E(R,,). 

Estos resultados coinciden con los de la regresión de R,conR,,,. pero sólo para el caso en 

el que la distribución de los rendimientos es normal. 

Otro resultado importante que se deriva del supuesto de normalidad, es que la función de 

densidad condicional F(R, r) se distribuye como normal. con media condicional 

E(R, r)= a; + P,r 

y varianza condicional 

V(R, r)=V(R,X-p;,). 
  

'" El rendimiento de este portafolio se calcula con la combinación lineal utilizada para formarlo a partir del 

vector F



donde p,, es el coeficiente de correlación entre R,yR,,. calculado de manera habitual. 

De toda esta manipulación. se puede concluir que la varianza condicional no depende del 
valor que tome r, ya que tanto la varianza como el coeficiente de correlación son 
parámetros y tienen un valor dado y es constante. 

Ahora podemos a partir de los cálculos hechos hasta ahora, encontrar una distribución 
teórica para el error. 

e, =R, -a,-Pp,r. 

De aquí resulta casi evidente que el valor esperado del error condicionado a res igual a 
cero. También, al ser la parte estimada por la regresión lineal determinística. la varianza 

condicional del error coincide con la varianza condicional de R, dador. Nuevamente se 

concluye que dicha varianza condicional no depende del valor que tome r por lo que por 

propiedad de la distribución normal, se puede concluir que e, y R,,, son independientes. 

En resumen. si la distribución conjunta del vector de rendimientos (R,.R,,)es normal 

bivariada. la relación entre los componentes de dicho vector se puede expresar como 

R, =0, + BR, +0, 

donde o, y R,, son independientes. 
mt 

Finalmente. el modelo de mercado es uno de los modelos teóricos más utilizados en las 
finanzas para describir relaciones empíricas. De acuerdo a la manera en que se construyó. 
todos los resultados descansan sobre el supuesto fundamental de normalidad en el vector de 
rendimientos. También vale la pena comentar, que cada resultado implica a los demás. En 

otras palabras. si se utiliza el supuesto de que el error e,es normal. automáticamente se 

están implicando todos los demás supuestos. Si se establece que la relación entre los 
rendimientos de los portafolios es lineal. automáticamente se está asumiendo que el vector 

de rendimientos se distribuye como normal. Así pues, el supuesto de normalidad se 
encuentra esparcido en todas y cada una de las características del modelo de mercado. y 

obviamente en todos aquéllos derivados de éste. 

4.3 Estimaciones 
A partir de ahora se establecerán las condiciones bajo las cuales se hicieron las 
estimaciones. además de los resultados obtenidos no parámetricamente acerca de la función 
de densidad conjunta del vector compuesto por 2 portafolios: el Dow Jones y el Nasdaq. 

4.3.1 Datos 
Como se comentó anteriormente, para poner a prueba el modelo de mercado se utilizarán 

los índices del Nasdaq y Dow Jones. La descripción de la muestra utilizada se encuentra en 

la siguiente tabla:



  

NOMBRE DE LAS SERIES UTILIZADAS: Nasday y Dow Jones 

  

PERIDIOCIDAD: Diaria 

RANGO DE LA MUESTRA: 3-enero-1994 al 10-septiembre-1999 

OS FUENTE: México Analítica 

Tabla 4.1 Descripción de datos utilizados 

  

  

  

La utilización de estos índices tiene una utilidad adicional. Ambas series se construyen 
como promedio ponderado de los valores de los activos que los componen. A la luz del 
teorema del límite central. que establece que en límite sin importar la distribución de la 
variable aleatoria en cuestión. la distribución de la media converge a la normal. es de 
esperarse que la distribución conjunta del vector formado por los rendimientos de los 
portatolios representados por estos índices. se distribuya como normal. 

Se harán, además de las estimaciones a partir de los rendimientos diarios, las estimaciones 
considerando rendimientos semanales. Dichos rendimientos se calculan a partir de éstos 

utilizando promedios de cinco días. Nuevamente el teorema del límite central puede ser 

considerado como una expectativa de normalidad para este tipo de rendimientos. ya que 
ahora se estimará la densidad de la media de los promedios. 

4.3.2 Consideraciones técnicas 

Las estimaciones no paramétricas para ambos casos se hicieron en el software Excel '” , 
Para esto fue necesario hacer una partición del dominio sobre el cual se hizo la estimación. 
para determinar los puntos en los cuales se evaluaría la función kernel. A este respecto. 
tanto en la estimación diaria como en la semanal. se parte el rango seleccionado en un total 

de 21 puntos equidistantes. 

Una vez calculados los valores numéricos. o en otras palabras, los estimados para cada 

punto de la partición, se procedió a graficarlos en el software Mathematica'”. En este 
sentido es necesario aclarar un punto técnico acerca de la manera en que se tiene que 
ingresar la información al software para que éste la grafique. Mathematica no admite 

coordenadas tridimensionales. por lo que no se puede introducir la coordenada (x. v)para 

hacer referencia a cada valor dez. En cambio se introducen arreglos rectangulares 

ordenados -,, que representan las alturas paraz,,.Z;,........ Z,,. Vale la pena aclarar esto. 

porque en algunas de las gráficas que se presentarán en las secciones siguientes el dominio 
de las estimaciones será de 1-21sobre cada eje coordenado. Sin embargo en realidad los 
valores de z que se grafican hacen referencia a los puntos de la partición sobre los cuales 
fueron calculados los valores estimados de la densidad. 

4.3.3 Estimación de los rendimientos diarios 
Una vez establecidas las condiciones técnicas necesarias para llevar a cabo las 
estimaciones. se implementarán las correspondientes a los rendimientos diarios. Lo primero 
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que se debe hacer es determinar el rango sobre el cual se llevarán a cabo. Para esto resulta 
útil analizar el diagrama de dispersión de los rendimientos diarios, para que a partir de la 
información proporcionada por éste se determine dicho rango. 

Como se puede observa en la figura 4.1, la mayoría de las observaciones se encuentran en 
el rango comprendido de -.02 a .02, ya que a pesar de que la gráfica toma valores cercanos 

a .10 y -.10, éstos pueden ser considerados atípicos y pueden por lo tanto quedar fuera del 
rango de estimación. Finalmente, como se comentó en la nota técnica, la partición del 
intervalo relevante debe constar de puntos equidistantes, por lo que se fija una distancia de 
.002 entre cada punto a estimar. 
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Figura 4.1 Diagrama de dispersión de los rendimientos diarios del Dow Jones y Nasdaq 

Así pues, una vez seleccionado el rango de estimación, y los puntos sobre los cuales se 
harán las estimaciones, se presrenta la gráfica resultante en la siguiente figura. 

De 

  

Figura 4.2 Estimación de la función de densidad para los rendimientos diarios 

En la figura 4.2 se puede ver la gráfica de la función de densidad estimada para el caso en 
que los rendimientos se consideran diarios. Como función kernel se utilizó la normal 
bivariada, y como matriz de suavización Hse utilizó una matriz diagonal, en la que se 

encuentran los valores de h calculados con el criterio de Silverman. 
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La gráfica se distorsiona en las regiones cercanas al centro. Esto es debido a que los 
estimados en esta región son relativamente grandes respecto a los estimados en las regiones 
extremas, por lo que este resultado parece evidenciar que el estimado es demasiado 
puntiagudo en esta región. Para poder comprobar esta apreciación, resulta adecuado 
analizar la gráfica de la función normal bivariada, estimada a partir de los parámetros 
calculados a partir de los datos. La gráfica 4.3 que se presenta a continuación, corresponde 
a dicha densidad. 

  

Figura 4.3 Función de densidad normal bivariada 

Como se puede ver a partir de las gráficas 4.2 y 4.3 hay diferencias substanciales entre 
ellas. La densidad normal no se distorsiona en los valores centrales, ya que éstos no son tan 
grandes respectos a los valores extremos. Este breve análisis gráfico parece evidenciar sin 
duda alguna, que los rendimientos diarios no se distribuyen de manera normal.Vale la pena 
sin embargo, considerar las curvas de nivel tanto de la estimación como de la normal para 
tener muy en claro las diferencias entre éstas. 

   A 

Figura 4.4 Diagramas de contorno de la estimación (A) y de la normal (B) 

20
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La figura 4.4 presenta los diagramas de contorno (curvas de nivel) tanto de la densidad 
estimada, como de la normal bivariada. En estas gráficas se puede ver que la probabilidad 
se distribuye de distinta manera, ya que en el estimado la región de mucha densidad es 
mayor que en la normal. También es evidente que fuera de la región de alta densidad, el 
estimado se desvanece rápidamente, mientras que la normal lo hace de una manera mucho 
más paulatina. 

Así pues, parece que con este ejercicio empírico se confirman los hallazgos ya presentados 
en otras aplicaciones similares, sólo que para el caso bivariado. Sin embargo se analizarán 
estas mismas ideas, para cuando se consideran los rendimientos semanales, para ver si se 

puede confirmar lo descrito por los rendimientos diarios. 

4.3.4 Rendimientos Semanales 
Ahora se presentarán los resultados obtenidos para la estimación de la función de densidad 
para cuando los rendimientos se consideran semanales. Como se comentó en la sección 
relativa a los datos, el teorema del límite central incentiva a probar si los resultados de la 
estimación coinciden con los de la distribución normal. 

De igual manera que para el caso analizado en la sección anterior, es necesario determinar 
el rango sobre el cual se harán las estimaciones. 
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Figura 4.5 Diagrama de dispersión para los rendimientos semanales 

La figura 4.5 presenta el diagrama de dispersión para los rendimientos semanales. Aquí 
nuevamente el rango es demasiado amplio debido a las observaciones extremas, así que lo 

reduciremos al intervalo de —.03 a .03, ya que en éste se encuentran la mayoría de las 
observaciones. La función kernel utilizada también fue la normal bivariada, y la matriz 

Hes la matriz diagonal que contiene los valores de hobtenidos mediante el criterio de 
Silverman, al igual que en el caso de rendimientos diarios. 
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Figura 4.6 Estimación de la función de densidad con rendimientos semanales 

La figura 4.6 presenta la estimación de la densidad en el caso que nos ocupa. Como se 

puede ver, esta estimación no presenta distorsiones como en el caso anterior, ya que es una 
estimación más suavizada al menos en apariencia. En otras palabras, el haber calculado los 

promedios fue una medida útil para estabilizar la forma de la densidad. 

La pregunta que queda aún sin responder, es si esta estimación se aproxima a la normal. 
Para esto se presenta en la figura 4.7 la función normal bivariada estimada a partir de los 
parámetros calculados con la muestra. 

Figura 4.7 Función de densidad normal bivariada 

Al analizar con detenimiento las figuras 4.6 y 4.7, parece lógico pensar que los 
rendimientos semanales se aproximan a la normal. Sin embargo debido a la forma en que se 
presentan las gráficas, puede haber algunas cuestiones que se escapen a la simple 
inspección visual, por lo que resulta conveniente analizar los diagramas de contorno de 
ambas figuras, y determinar a partir de ellos si efectivamente son coincidentes en su 

comportamiento. 

22



23 

   
A B 

Figura 4.8 Diagramas de contorno de la normal (A), y de la estimación (B) 

La figura 4.8 presenta los diagramas de contorno tanto de la figura 4.6, como de la 4.7. 
Nuevamente se pueden detectar diferencias importantes entre ambas densidades. Por 
ejemplo, en la estimación se acumula mayor proporción de la probabilidad en las regiones 
extremas (rendimientos muy positivos y muy negativos) que en la distribución normal. 
También en la región central de bajos rendimientos (cercanos a cero), la estimación 
acumula o toma los valores más altos en una región más pequeña que en la normal (elipse 
central), lo cual aunque en menos medida, nos hace retomar la cuestión de la curtosis. 

Finalmente, es evidente un sesgo en la estimación hacia los rendimientos positivos, 

hallazgo que coincide con lo reportado por Pagan y Ullah (1999) para el caso univariado. 

Así pues la conclusión más relevante que se puede extraer del ejercicio empírico llevado a 
cabo, es que a partir de los análisis gráficos realizados, la hipótesis de normalidad en la 
distribución de los rendimientos tiene que ser rechazada. 

4.4 Implicaciones teóricas y prácticas 
A partir del análisis empírico realizado a lo largo de este capítulo, y a la luz de las 
cuestiones teóricas que involucran a los rendimientos, resulta evidente que el rechazar la 

hipótesis de normalidad pone en jaque a todos aquellos modelos que se han basado en dicha 
premisa, como lo es el tan utilizado modelo CAPM. 

A este respecto vale la pena recordar que en el tiempo en que se desarrolló el modelo de 
mercado, no se contaba con alternativas viables para llevar a cabo un análisis más preciso; 

esto es, un análisis basado en los datos y que permitiera que el proceso de inferencia 
estadística fuera menos manipulado a partir del supuesto de normalidad. 

Hoy en día la posibilidad de llevar a cabo estimaciones no paramétricas, y con ellas 
cálculos precisos de derivadas, probabilidades, integrales y demás cuestiones relevantes, ya 
no es más un simple buen deseo, ya que a diferencia de todos aquellos análisis que 
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simplemente rechazaban la hipótesis de normalidad basados en cálculos de proporciones. la 
estimación no paramétrica nos permite rechazar dicha hipótesis a partir de argumentos más 
claros. pero sobre todo da una alternativa viable al proporcionar la función de densidad no 
paramétrica, y con ello el reto de redefinir los modelos y teorías basadas en supuestos 
limitantes de la realidad.



CAPÍTULO 5: COMENTARIOS FINALES 

Durante el desarrollo de este trabajo. se ha intentado cumplir con dos objetivos 
primordiales: el primero presentar una visión no tan técnica, pero si formal de la 
metodología kernel para estimar funciones de densidad. y segundo, exponer mediante una 
aplicación con fundamento teórico y práctico, la utilidad que puede tener dentro de la 
ciencia económica la utilización de dichas técnicas con el objetivo de mejorar la manera en 
que se aplican las ideas estadísticas en la economía cuantitativa. 

Queda de manifiesto que los recursos computacionales disponibles hoy en día, imponen un 
reto para redefinir toda una serie de teorías, ideas, conclusiones y enfoques empleados hasta 
ahora. y que ante la falta de alternativas viables habían quedado al margen de la literatura 
práctica en Economía. A este respecto vale la pena resaltar algo de trabajo reciente en este 
sentido como el llevado a cabo por Viviana Fernández (1999), en el que modela con un 
enfoque no paramétrico la estructura de tasas de interés en Chile. También podría citar el 
trabajo de Ridder y Van den Berg (1997) en el que proponen modelos de duración y 

búsqueda de empleo. estimando las funciones de densidad no paramétricamente. 

Finalmente cabe mencionar que dentro del campo de la no paramétrica, existen técnicas 

encaminadas a la estimación de regresiones no paramétricas, estimación de derivadas. 
momentos condicionales, análisis de series de tiempo, modelos censurados, en fin toda una 
gama de alternativas disponibles dentro de este campo para desarrollar el análisis empírico 
a la luz de estas técnicas y sin necesidad de imponer una estructura paramétrica a priori.
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APÉNDICE A: PROPIEDADES ESTADÍSTICAS DE LOS ESTIMADORES DE 
FUNCIONES DE DENSIDAD 

Como cualquier procedimiento estadístico. los estimadores no paramétricos son aceptables. 
sí y sólo sí poseen algunas propiedades deseables. 

1. Sesgo 

La primer propiedad deseable tiene que ver con el sesgo. Un estimador f de una función de 

densidad f es insesgado, si VxeR*. E, 160) = f(x). Aunque existen estimadores 

insesgados para algunas distribuciones paramétricas como la normal o poisson, para las 
estimaciones no paramétricas. se tiene que establecer un criterio menos estricto. como lo es 

el sesgo asintótico. Así una estimación f de fes asintóticamente insesgada sí y sólo sí 

VxeR*. E A)! > fx). conforme n> 0. 

2. Consistencia 
Una propiedad más importante es la consistencia. La idea más simple de consistencia de un 
estimador de una función de densidad. es la consistencia débil. Un estimador es consistente 

débilmente si £—=> f . En otras palabras. si f converge en probabilidad a f . Así un 

estimador es consistente de manera fuerte si la convergencia se mantiene casi con certeza. 

Existen varias maneras de probar consistencia tanto débil como fuerte. Una de ellas es el 

enfoque L,.Si fes integrable. entonces el desempeño de f en algún punto del dominio 

se mide por el error cuadrado medio, 

FCM(x)= E, | f(x)- 10] 
b 

ECM(x)= Var 160] + sesgo” (x) 
L 

Si el ECM(x)>0 VxeR. se dice que fes un estimador consistente débilmente en 

media cuadrada de f . 

Un criterio más importante de desempeño del estimador, tiene que ver con cómo la curva 

generada por f se ajusta a f. Dicha medida es el Error Cuadrado Medio Integrado 

(ECMI). que se calcula a partir del ECM. pero integrando sobre todo el dominio de f.. así 

ECMI = | E, Fx)- 10] dx



» 

3. Propiedades estadísticas del estimador kernel 

Utilizando criterios £,. y bajo condiciones de regularidad tanto en Kcomo en f. en 

Izenman (1991) se prueba que si h, => O conforme n >+0, entonces el estimador kernel 

univariado es insesgado asintóticamente, y asintóticamente normal. 

También se prueba que la expresión 
pio =0a(K)B( ne" 

donde a(K) depende únicamente del kernel. y P(f)únicamente de f. minimiza de 

manera asintótica el ECMI. Más aún se prueba que ECMI > 0a la tasa Op») 
mostrando claramente el problema de la dimensionalidad. ya que la tasa de convergencia es 

menor conforme aumenta el valor de d.



APENDICE B1: ESTIMACIONES DIARIAS 
  

Dj -0.02 -0.018 -0.016 -0.014 -0.012 -0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 
nasdag -0.02 -0.02 -0.02 -0.02 -0.02 -0.02 -0,02 -0.02 -0.02 -0.02 -0.02 -0.02 -0.02 -0.02 -0.02 -0.02 -0.02 -0.02 -0.02 -0.02 -0.02 

fA 51156774.5 49443297.8 50441343.4 80083200 106693756 99233729.1 102430595 71300505.8 58351632 42373280.6 38763109.2 33126750.9 14182143.8 13160397 14045402 13245560 7419243.38 797980.344 14589.8653 45.1118395 0.02389692 
Dj -0,02 -0.018 -0.016 -0.014 -0.012 -0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 

nasdaq -0.018 -0.018 -0.018 -0.018 -0.018 -0.018 -0.018 -0.018 -0.018 -0,018 -0.018 -0,018 -0.018 -0.018 -0.018 -0.018 -0.018 -0.018 -0.018 -0.018 -0.018 
fA 47187955.1 43215484.1 50888965.4 86996077.7 129622983 132956771 155481304 133080670 90432386 81334797.8 79187957.8 61309695.6 25903094.5 7776456.52 8343696.08 13350690.2 7938083.31 852978.909 15632.5073 55.1338866 0.17242682 
Dj -0.02 -0.018 -0.016 -0.014 -0,012 -0.01 -0.008 -0,006 -0.004 -0,002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 

nasdaq -0.016 -0.016 -0.016 -0.016 -0.016 -0.016 -0.016 -0.016 -0.016 -0.016 -0.016 -0.016 -0.016 -0.016 -0.016 -0.016 -0.016 -0.016 -0.016 -0,016 -0.016 
Lies 56377684 68696038.7 85695770.6 98491056.1 130178184 150566739 186168606 177809153 133913496 139289399 130268354 96700076 45573385.7 9623861.57 9498645.82 8714599.18 3161056.04 296626.146 12149.7672 903.856835 18.6737851 
Dj -0.02 -0.018 -0.016 -0.014 -0.012 -0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 

nasdaq -0.014 -0.014 -0.014 -0.014 -0.014 -0.014 -0.014 -0.014 -0.014 -0,014 -0.014 -0.014 -0.014 -0.014 -0.014 -0.014 -0.014 -0.014 -0.014 -0.014 -0.014 
qe 49015149.7 91747005.3 126082147 133781774 145036308 149406127 166233298 167435385 156031990 199859947 173699013 115397012 63150893 27617085.6 34513034.1 20273763.6 3323500.19 512348.192 268745.692 32831.7164 688.553002 
Dj -0.02 -0.018 -0.016 -0.014 -0.012 -0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 

nasdaq -0.012 -0.012 -0.012 -0.012 -0.012 -0.012 -0.012 -0,012 -0.012 -0.012 -0.012 -0.012 -0.012 -0.012 -0.012 -0.012 -0.012 -0.012 -0.012 -0.012 -0.012 
fa 30249524.6 83367727 115112498 123634101 147959017 159813019 168902135 169886829 176014875 267392104 241237557 135756817 83370147.5 60016748.3 56723769.6 30400457.3 7206597.67 4981330.14 2944828.22 353771.39 7461.56045 
Dj -0.02 -0.018 -0.016 -0.014 -0.012 -0.01 -0.008 -0,006 -0.004 -0.002 o 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 

nasdaqg -0.01 -0.01 -0.01 -0.01 -0.01 -0.01 -0.01 -0.01 -0.01 -0.01 -0.01 -0.01 -0.01 -0.01 -0.01 -0.01 -0.01 -0.01 -0.01 -0.01 -0.01 
ÍA 28214029.4 65095002.8 75168988.1 83635831.5 142386851 211969352 255425213 253978470 285433929 386722992 346708027 198256255 118208297 83844653.9 53237418 30635328.8 20441106.2 20013394 9747986.29 1118413.23 33699.7576 
Dj -0.02 -0.018 -0.016 -0.014 -0.012 -0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 

nasdaq -0.008 -0.008 -0.008 -0.008 -0.008 -0.008 -0.008 -0.008 -0.008 -0.008 -0.008 -0.008 -0.008 -0.008 -0.008 -0.008 -0.008 -0.008 -0,008 -0.008 -0.008 
A 26126977.9 40509177.4 43951260.9 74454753.1 150880593 274271398 368612072 385243898 467574589 540249151 484679632 310625844 176625998 114907922 61718903,2 34840126.8 40756623.9 30712091.6 10215985.9 1142247.4  482385.88 

Dj -0.02 -0.018 -0.016 -0.014 -0.012 -0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 
nasdaq -0.006 -0.006 -0.006 -0.006 -0.006 -0.006 -0.006 -0.006 -0.006 -0.006 -0.006 -0.006 -0.006 -0.006 -0.006 -0.006 -0.006 -0.006 -0.006 -0.006 -0.006 

PA 17448391.7 16683068 22712241.1 70646107.8 153490041 292938000 422635607 484822422 598397575 660211086 640236132 476411584 291052007 169800791 90570278.1 41495602.5 39774949.8 21258719.4 4408464,66 1602820.47 5857243.12 
Dj -0.02 -0.018 -0.016 -0.014 -0.012 -0.01 -0.008 -0,006 -0,004 -0,002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0,016 0.018 0.02 

nasdaqg -0.004 -0.004 -0.004 -0.004 -0.004 -0.004 -0.004 -0.004 -0.004 -0.004 -0.004 -0.004 -0.004 -0.004 -0.004 -0.004 -0.004 -0,004 -0.004 -0.004 -0.004 
fr 20472698.2 14337065.1 23096058.1 74041105.5 142781799 233809831 378123443 539852256 709514042 857123865 900703360 706783951 449271296 240999498 137330107 72648855.1 44669355.4 20917119.7 5237299.41 5125006.71 21711395.7 

Dj -0.02 -0.018 -0.016 -0.014 -0.012 -0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 
nasdaqg -0.002 -0.002 -0.002 -0.002 -0.002 -0.002 -0.002 -0.002 -0.002 -0.002 -0.002 -0.002 -0.002 -0.002 -0.002 -0.002 -0.002 -0.002 -0.002 -0,002 -0,002 

pa 17893340.5 16369103.4 34292244 83720983.8 129808617 187117952 318099019 551528260 820238732 1239738441 1626368868 1140942142 663671532 357619170 212722546 160776180 102935815 48057497.8 14061126.9 8829717.64 25498619.2 
Dj -0,02 -0.018 -0.016 -0.014 -0.012 -0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0,002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 

nasdaqg 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
fA 14581525.6 18207724.2 42252932 89770163.1 127434679 193375626 300426649 522156753 848634207 1520034156 2302522831 1543550058 883504392 541767420 331062917 263679803 161489168 74250251.2 32391369 22217403.9 21171362.9 
Dj -0.02 -0.018 -0.016 -0.014 -0.012 -0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0,002 0 0,002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 

nasdaq 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 
fA 7042647.68 12683271.6 35180622.4 56969193.4 89501567.5 157197626 236108936 438377208 746391364 1219666249 1757108959 1357221866 967924306 713705509 460383521 327892140 182908197 84598669.8 49562608.2 43679741.4 32427088.3 
Dj -0.02 -0.018 -0.016 -0.014 -0.012 -0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 

nasdaq 0.004 0.004 0.004 0.004 0.004 0.004 0.004 0.004 0.004 0.004 0.004 0.004 0.004 0.004 0.004 0.004 0.004 0.004 0.004 0.004 0.004 
fA 1202980.7 4483378.13 15145121.8 21091726.2 49813989.4 107188857 176240291 312136682 540227684 791732318 1046667358 1049265392 1004704154 870689041 648079231 435722308 242950207 102187600 45781677 45475720.1 38692889.8 
Dj -0.02 -0.018 -0.016 -0.014 -0.012 -0.01 -0.008 -0,006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 

nasdaq 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 
ÍA 78615.1071 719929.833 2724793.71 5718802.88 23665780.9 74627023.8 145202112 220820697 396289851 597027315 784398744 885286703 947032814 916705149 768296893 535971767 330980000 154396939 54524050.9 43275809.9 38663763.3 
Dj -0.02 -0.018 -0.016 -0.014 -0.012 -0.01 -0.008 -0.006 -0,004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 

nasdaqg 0.008 0.008 0.008 0.008 0.008 0.008 0.008 0.008 0.008 0.008 0.008 0.008 0.008 0.008 0.008 0.008 0.008 0.008 0.008 0.008 0.008 
fa 2529.89127 41671.4885 185973.129 1108161.77 9162014.57 48229957.5 105686061 174954520 315960234 466138313 599399546 684599454 721278765 764164471 689629681 532595779 390573176 214592437 70440992.3 38752107.2 34533222 
Dj -0.02 -0.018 -0.016 -0.014 -0.012 -0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 

nasdag 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 
ÍA 37.2013638 821.593024 20932.8482 805387.741 7780631.35 29985822.4 71090499.4 143309105 236059259 319636194 373463996 402879597 457949618 551360841 527880016 457209602 363811784 232202952 92479833.2 41868522.5 32442898.9 
Dj -0.02 -0.018 -0.016 -0.014 -0.012 -0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0,002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 

nasdag 0.012 0.012 0.012 0.012 0.012 0.012 0.012 0.012 0.012 0.012 0.012 0.012 0.012 0.012 0.012 0.012 0.012 0.012 0.012 0.012 0.012 
fA 0.26281671 118.825309 30377.0826 1366708.41 11040934.9 24312654.2 46385318.7 98577000.8 156972400 222499752 243304837 219058991 298189715 399721215 416968577 376919813 269749624 192992908 107390734 64014774.7 51952478.5 

Dj -0.02 -0.018 -0.016 -0.014 -0.012 -0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 
nasdaq 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 

fA 0.04132781 64.2327423  16996.851 763195.863 6043725.32 12077150.1 20910276.5 46685629.4 93203552.5 161883848 187700092 160408250 195264987 248991199 289642026 286330648 184707529 125122792 90942876.9 80174011.2 60742392.8 
Dj -0.02 -0.018 -0.016 -0.014 -0.012 -0.01 -0.008 -0.006 -0,004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 

nasdaq 0.016 0.016 0.016 0.016 0.016 0.016 0.016 0.016 0.016 0.016 0.016 0.016 0.016 0.016 0.016 0.016 0.016 0.016 0.016 0.016 0.016 
PA O  10.485196 2774.92632 124760.703 1020543.73 3135073.6 11131923.8 26927899.1 63844858.3 107040051 135350861 147912044 131187555 142339567 182266178 230591086 173470772 115494828 91473359.3 79345746.5 49452395.7 

Dj -0.02 -0.018 -0.016 -0.014 -0.012 -0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 
nasdaq 0.018 0.018 0.018 0.018 0.018 0.018 0.018 0.018 0.018 0.018 0.018 0.018 0.018 0.018 0.018 0.018 0.018 0.018 0.018 0.018 0.018 

fA O 0.49810492 132.059717 6216.36807 107051.067 2176711.77 13523145.7 26928064 45377456.9 63704253.1 89854491.7 123461570 118413611 121361664 132869831 179089540 162066562 133171315 122964578 76141590.8 33342048 
Dj -0.02 -0.018 -0.016 -0.014 -0.012 -0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 

nasdaq 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 
fA 0 O 1.94959673 235.117999 31794.8273 1087006.93 7194178.24 15235284.4 21475869.3 30102258.9 58926676.7 97250656.8 118505579 120617671 116191188 120510574 121917887 132094968 126534489 56827003.6 17486975.3



APENDICE B2: ESTIMACIONES SEMANALES 
  

Dj 
nasdaq 

fa 

Dj 
nasdaq 

fA 

Dj 
nasdaq 

fa 

Dj 
nasdaqg 

fa 

Dj 
nasdaq 

fa 

Dj 
nasdag 

fa 

Dj 
nasdag 

fa 

Dj 
nasdaqg 

fa 

Dj 
nasdaq 

fa 

Dj 
nasdaq 

fa 

Dj 
nasdaq 

fa 

Dj 
nasdaq 

fa 

Dj 
nasdaq 

fA 

Dj 
nasdaq 

fa 

Dj 
nasdaq 

fa 

Dj 
nasdaq 

fa 

Dj 
nasdag 

fA 

Dj 
nasdaq 

fp 

Dj 
nasdaq 

fa 

Dj 
nasdaq 

fA 

Dj 
nasdaq 

fA 

-0.03 
-0.03 

3314823.22 
-0.03 

-0.027 
3245210.27 

-0.03 
-0.024 

2832285.55 
-0.03 

-0.021 
2591930.43 

-0.03 
-0.018 

2905118.14 
-0.03 

-0.015 
3578276.62 

-0.03 
-0.012 

4039003.03 
-0.03 

-0.009 
3900824.2 

-0.03 
-0.006 

3236216.8 
-0.03 

-0.003 
2363315.66 

-0.03 
0 

1558993.48 
-0.03 
0.003 

966247.149 
-0.03 
0.006 

603000.93 
-0.03 
0.009 

401921.144 
-0.03 
0.012 

279651.495 
-0.03 
0.015 

188940.82 
-0.03 
0.018 

118548.694 
-0.03 
0.021 

68274.5215 
-0.03 
0.024 

36230.7036 
-0.03 
0.027 

18365.8229 
-0.03 
0.03 

9478.37283 

-0.027 
-0.03 

4930154.95 
-0.027 
-0,027 

5014959.06 
-0.027 
-0.024 

4424965.37 
-0.027 
-0.021 

3821135.78 
-0,027 
-0.018 

3879483.78 
-0.027 
-0.015 

4586423.28 
-0.027 
-0.012 

5255782.57 
-0.027 
-0.009 

5241028.61 
-0.027 
-0.006 

4512871.83 
-0.027 
-0,003 

3494200.41 
-0,027 

0 
2567537.84 

-0,027 
0.003 

1881178.12 
-0.027 
0.006 

1425494.01 
-0.027 
0.009 

1117955.52 
-0.027 
0.012 

866077.309 
-0.027 
0.015 

628148.101 
-0.027 
0.018 

416301.613 
-0.027 
0.021 

252381.072 
-0,027 
0.024 

143364.874 
-0.027 
0.027 

80855.6658 
-0.027 

0.03 
47146.781 

-0,024 

-0.03 

6203459.92 

-0.024 

-0.027 

6465857.8 

-0.024 

-0,024 

5803079.63 

-0.024 

-0.021 

4911701.64 

4682478.05 
-0.024 
-0.015 

5324395.58 
-0.024 
-0.012 

6170056.24 
-0.024 
-0.009 

6404778.48 
-0.024 
-0.006 

5842680.99 
-0.024 
-0.003 

4883762.2 
-0.024 

0 
3962891.73 

-0.024 
0.003 

3262049.82 
-0.024 
0.006 

2772179.97 
-0,024 
0.009 

2388802.2 
-0.024 
0.012 

1986488.25 
-0.024 
0.015 

1521085.3 
-0,024 
0.018 

1052798.35 
-0.024 
0.021 

666728.638 
-0.024 
0.024 

406165.341 
-0.024 
0.027 

255772.319 
-0,024 

0.03 
166003.739 

-0.021 

-0.03 

6601225.67 

6910246.68 
-0.021 
-0.024 

6316346.23 
-0.021 
-0.021 

5454262.83 
-0.021 
-0.018 

5200917.97 
-0.021 
-0.015 

5835252.24 
-0.021 
-0.012 

6778273.71 
-0,021 
-0.009 

7236007 
-0.021 
-0.006 

6935801.27 
-0.021 
-0.003 

6174783.96 
-0.021 

10) 
5375760.84 

-0.021 
0.003 

4762979.02 
-0.021 
0,006 

4341995.12 
-0.021 
0.009 

3974760.43 
-0.021 
0.012 

3474456.82 
-0,021 
0.015 

2767552.09 
-0.021 
0.018 

1972702.38 
-0.021 
0.021 

1289785.14 
-0.021 
0.024 

837607.419 
-0.021 
0.027 

582468.39 
-0.021 

0.03 
410677.503 

-0,018 
-0.03 

5982036.11 
-0.018 
-0.027 

6185841.68 
-0.018 
-0.024 

5822265.87 
-0.018 
-0.021 

5391514 
-0.018 
-0.018 

5487705.15 
-0.018 
-0.015 

6234815.28 
-0.018 
-0.012 

7155782.14 
-0.018 
-0.009 

7661918.8 
-0.018 
-0.006 

7541675.67 
-0.018 
-0.003 

7006830.77 
-0.018 

0 
6421236.93 

-0.018 
0.003 

6005926.18 
-0.018 
0.006 

5746276.92 
-0,018 
0.009 

5462546.53 
-0.018 
0.012 

4918054.03 
-0.018 
0.015 

4002948.78 
-0.018 
0.018 

2886912.29 
-0.018 
0.021 

1910790.32 
-0,018 
0.024 

1291577.37 
-0.018 
0.027 

960112.811 
-0.018 

0.03 
712217.478 

-0.015 
-0.03 

4767650.17 
-0.015 
-0.027 

4900701.08 
-0.015 
-0.024 

4957583.38 
-0.015 
-0.021 

5201301.68 
-0.015 
-0.018 

5776282.2 
-0.015 
-0.015 

6556449.16 
-0.015 
-0.012 

7219453.36 
-0.015 
-0.009 

7532262.67 
-0.015 
-0.006 

7488048.29 
-0.015 
-0.003 

7249263.54 
-0.015 

0 
7041334.7 

-0.015 
0.003 

6979916.47 
-0.015 
0.006 

6969463.28 
-0.015 
0.009 

6781616.28 
-0.015 
0.012 

6171289.24 
-0.015 
0.015 

5036828.4 
-0.015 
0.018 

3609382.43 
-0.015 
0.021 

2358332.79 
-0.015 
0.024 

1584634.43 
-0.015 
0.027 

1186316.71 
-0.015 

0.03 
886111.088 

-0,012 
-0,03 

3740186.52 
-0.012 
-0.027 

3929828.83 
-0.012 
-0.024 

4486754.44 
-0.012 
-0.021 

5368254.89 
-0.012 
-0,018 

6298256.94 
-0.012 
-0.015 

6971162.6 
-0.012 
-0.012 

7272792.29 
-0.012 
-0.009 

7361314.51 
-0.012 
-0.006 

7454036.78 
-0.012 
-0.003 

7622128.56 
-0.012 

0 
7871444.78 

-0.012 
0.003 

8196796.67 
-0.012 
0.006 

8456047.94 
-0.012 
0.009 

8353770.2 
-0.012 
0.012 

7602680.21 
-0.012 
0.015 

6152663.1 
-0.012 
0.018 

4359414.11 
-0.012 
0.021 

2802144.35 
-0.012 
0.024 

1812233.91 
-0.012 
0.027 

1274295.81 
-0.012 

0.03 
904907,203 

-0.009 
-0.03 

3446164.19 
-0.009 
-0.027 

3756263.78 
-0.009 
-0,024 

4719008.31 
-0.009 
-0.021 

6033335.19 
-0.009 
-0.018 

7182759.68 
-0.009 
-0.015 

7833184.83 
-0.009 
-0.012 

8085777.09 
-0.009 
-0.009 

8362428.42 
-0.009 
-0.006 

8909226.61 
-0.009 
-0.003 

9538790.36 
-0.009 

0 
10028526.7 

-0.009 
0.003 

10443806.8 
-0.009 
0.006 

10797815.9 
-0.009 
0.009 

10717666,4 
-0.009 
0.012 

9738477.22 
-0.009 
0.015 

7846970.45 
-0.009 
0.018 

5608588.75 
-0.009 
0.021 

3706075.36 
-0,009 
0.024 

2424125.81 
-0.009 
0.027 

1636490.28 
-0.009 

0.03 
1122041.01 

-0,006 
-0.03 

3786987.46 
-0,006 
-0.027 

4347651.82 
-0.006 
-0.024 

5654781.66 
-0.006 
-0,021 

7238090.09 
-0.006 
-0.018 

8506237.7 
-0.006 
-0.015 

9247978.79 
-0.006 
-0.012 

9832550.93 
-0.006 
-0.009 

10831303.3 
-0.006 
-0,006 

12261348.5 
-0.006 
-0.003 

13454068.5 
-0.006 

0 
13955574.9 

-0.006 
0.003 

14103093.2 
-0.006 
0.006 

14271237 
-0.006 
0.009 

14055299.1 
-0.006 
0.012 

12745336.5 
-0.006 
0.015 

10336608.4 
-0.006 
0.018 

7623672.78 
-0.006 
0.021 

5372245.68 
-0.006 
0.024 

3780470.84 
-0.006 
0.027 

2712151.71 
-0.006 

0.03 
2019962.59 

-0,003 
-0.03 

4214415.03 
-0.003 
-0.027 

5282658.8 
-0,003 
-0,024 

7025814.84 
-0.003 
-0.021 

8848265.66 
-0.003 
-0.018 

10126984.2 
-0.003 
-0.015 

10820083.5 
-0.003 
-0.012 

11634708.9 
-0.003 
-0.009 

13349254.6 
-0.003 
-0.006 

15768554.8 
-0.003 
-0.003 

17734142.9 
-0.003 

0 
18496214 

-0.003 
0.003 

18514849.2 
-0.003 
0.006 

18424579.8 
-0,003 
0.009 

17881741.5 
-0.003 
0.012 

16116925.2 
-0.003 
0.015 

13190666.8 
-0.003 
0.018 

10038388.8 
-0.003 
0.021 

7454264.6 
-0.003 
0.024 

5602632.55 
-0.003 
0.027 

4374838.84 
-0.003 

0.03 
3633096.6 

0 
-0.03 

4258245.27 
0 

-0.027 
5896387.69 

0 
-0.024 

8056229.73 
0 

-0.021 
10072965.6 

0 
-0.018 

11292682.2 
0 

-0.015 
11746956.8 

0 
-0.012 

12375114 
0 

-0.009 
14223836.9 

0 
-0.006 

17201981.4 
0 

-0.003 
20024602.3 

0 
0 

21646904.7 
0 

0.003 
22190130.8 

0 
0.006 

22103515 
0 

0.009 
21150128.2 

0 
0.012 

18849337.4 
0 

0.015 
15469167.8 

0 
0.018 

11959362.6 
0 

0.021 
9077726.62 

0 
0.024 

7047459.1 
0 

0.027 
5830729.46 

0 
0.03 

5220581.3 

0.003 
-0.03 

3798135.85 
0.003 
-0.027 

5626914.51 
0.003 
-0,024 

7831929.16 
0.003 
-0.021 

9823323.58 
0.003 
-0.018 

10984741 
0.003 
-0.015 

11285719.2 
0.003 
-0.012 

11605370.3 
0.003 
-0.009 

13102880.6 
0.003 
-0.006 

16023376.3 
0.003 
-0.003 

19411411.1 
0.003 

0 
22132262.1 

0.003 
0.003 

23714397.5 
0.003 
0.006 

24049514.8 
0.003 
0.009 

22921150.1 
0.003 
0.012 

20271852.4 
0.003 
0.015 

16628340.3 
0.003 
0.018 

12891417.9 
0.003 
0.021 

9772903.82 
0.003 
0.024 

7594973.04 
0.003 
0.027 

6384834.02 
0.003 
0.03 

5872362.36 

0.006 
-0.03 

3000170.12 
0.006 
-0.027 

4486291.66 
0.006 
-0.024 

6263618.89 
0.006 
-0.021 

7969241.86 
0.006 
-0.018 

9107849.49 
0.006 
-0,015 

9513379.34 
0.006 
-0.012 

9758296.09 
0.006 
-0.009 

10846461.9 
0.006 
-0.006 

13285049.7 
0.006 
-0.003 

16629005.7 
0.006 

0 
19963697.8 

0.006 
0.003 

22483885.6 
0.006 
0.006 

23595576.9 
0.006 
0.009 

22944874.3 
0.006 
0.012 

20614893.3 
0.006 
0.015 

17187457 
0.006 
0.018 

13494853.6 
0.006 
0.021 

10255358.5 
0.006 
0.024 

7872586.66 
0.006 
0.027 

6421283.61 
0.006 
0.03 

5695966.45 

0.009 

-0.03 

2123198.09 

0.009 

-0.027 

3062055 

0.009 

-0,024 

4278737.55 

0.009 

-0.021 

5646184.97 

6793368.94 
0.009 
-0.015 

7440205.36 
0.009 
-0.012 

7822344.86 
0.009 
-0.009 

8624401.55 
0.009 
-0.006 

10380263.9 
0.009 
-0.003 

13057315.8 
0.009 

0 
16187193.2 

0.009 
0.003 

19109659.7 
0.009 
0.006 

21100841.3 
0.009 
0.009 

21591482.5 
0.009 
0.012 

20424200.7 
0.009 
0.015 

17936401.5 
0.009 
0.018 

14813142.9 
0.009 
0.021 

11741031.3 
0.009 
0.024 

9126213.28 
0.009 
0.027 

7131621.81 
0.009 
0.03 

5825435.81 

0.012 
-0.03 

1354159.45 
0.012 
-0.027 

1937900.16 
0.012 
-0.024 

2833887.88 
0.012 
-0.021 

4009115.6 
0.012 
-0.018 

5155643.51 
0.012 
-0,015 

5981019.44 
0.012 
-0.012 

6531739.38 
0.012 
-0,009 

7156050.94 
0.012 
-0,006 

8212351.87 
0.012 
-0.003 

9916288.76 
0.012 

0 
12322448 

0.012 
0.003 

15176596.6 
0.012 
0.006 

17833526 
0.012 
0.009 

19542058.7 
0.012 
0.012 

19845244.6 
0.012 
0.015 

18775846.5 
0.012 
0.018 

16770547.3 
0.012 
0.021 

14294056 
0.012 
0.024 

11602533 
0.012 
0.027 

8992115.56 
0.012 
0.03 

6966322.18 

0.015 

-0.03 

802038.222 

0.015 

-0.027 

1297217.28 

0.015 

-0.024 

2133411.91 

0.015 

-0,021 

3220675.61 

0.015 

-0.018 

4261092.26 

0.015 

-0.015 

5063710.97 

0.015 

-0.012 

5677010.77 

0.015 

-0.009 

6203706.52 

0.015 

-0.006 

6754435.58 

0.015 

-0.003 

7665434.09 

0.015 

0 

9425193.76 
0.015 
0.003 

12108195.2 
0.015 
0.006 

15084797.8 
0.015 
0.009 

17489605.8 
0.015 
0.012 

18787245.6 
0.015 
0.015 

18901861.2 
0.015 
0.018 

18045690 
0.015 
0.021 

16370952.7 
0.015 
0,024 

13901573.8 
0.015 
0.027 

11008671.5 
0.015 
0.03 

8549898.76 

0.018 
-0.03 

508388.159 
0.018 
-0.027 

1031938.67 
0.018 
-0.024 

1875144.83 
0.018 
-0.021 

2833546.7 
0.018 
-0.018 

3610043.88 
0.018 
-0.015 

4170954.25 
0.018 
-0.012 

4684699.54 
0.018 
-0.009 

5152178.47 
0.018 
-0.006 

5501110.81 
0.018 
-0.003 

6080989.88 
0.018 

0 
7570165.73 

0.018 
0.003 

10136637.3 
0.018 
0.006 

13081054.2 
0.018 
0.009 

15526811.1 
0.018 
0.012 

17055235.5 
0.018 
0.015 

17638720.6 
0.018 
0.018 

17385329.9 
0.018 
0.021 

16307596.9 
0.018 
0.024 

14334966 
0.018 
0.027 

11793887.6 
0.018 
0.03 

9546948.33 

0.021 
-0.03 

413123.178 
0.021 
-0.027 

968785.92 
0.021 
-0.024 

1783499.14 
0.021 
-0.021 

2559751.93 
0.021 
-0.018 

3016816.64 
0.021 
-0.015 

3257492.17 
0.021 
-0.012 

3569659.16 
0.021 
-0.009 

3956797.66 
0.021 
-0.006 

4276900.97 
0.021 
-0.003 

4807198.08 
0.021 

0 
6157044,69 

0.021 
0.003 

8435676.94 
0.021 
0.006 

10965258.1 
0.021 
0.009 

13016023.9 
0.021 
0.012 

14328037.6 
0.021 
0.015 

14891570.8 
0.021 
0.018 

14760707.5 
0.021 
0.021 

14011926 
0.021 
0.024 

12689178.3 
0.021 
0.027 

11019040.5 
0.021 
0.03 

9542979.97 

0.024 
-0.03 

382688.819 
0.024 
-0.027 

919710.249 
0.024 
-0.024 

1650281.48 
0.024 
-0.021 

2251141.69 
0.024 
-0.018 

2481763.22 
0.024 
-0,015 

2507682.31 
0.024 
-0.012 

2643267.62 
0.024 
-0.009 

2907374.34 
0.024 
-0.006 

3165278.77 
0.024 
-0.003 

3601376.31 
0.024 

0 
4646322.9 

0.024 
0.003 

6349891.18 
0.024 
0.006 

8205669.53 
0.024 
0.009 

9729221.39 
0.024 
0.012 

10777643.4 
0.024 
0.015 

11303397.4 
0.024 
0.018 

11296772.5 
0.024 
0.021 

10888562.9 
0.024 
0.024 

10229886.2 
0.024 
0.027 

9448507.43 
0.024 
0.03 

8747661.62 

0.027 
-0.03 

306976.647 
0.027 
-0.027 

731565.04 
0.027 
-0.024 

1287607.96 
0.027 
-0.021 

1714161.19 
0.027 
-0.018 

1841382.63 
0.027 
-0.015 

1816337.56 
0.027 
-0.012 

1871956.8 
0.027 
-0.009 

2011200.72 
0.027 
-0.006 

2142287.65 
0.027 
-0.003 

2396793.14 
0.027 

0 
3059389.85 

0.027 
0.003 

4165579.67 
0.027 
0.006 

5400055.2 
0.027 
0.009 

6468417.43 
0.027 
0.012 

7296404.78 
0.027 
0.015 

7857593.26 
0.027 
0.018 

8130215.93 
0.027 
0.021 

8172701.98 
0.027 
0.024 

8045615.57 
0.027 
0.027 

7770030.04 
0.027 
0.03 

7420590.05 

0.03 
-0.03 

183162.49 
0.03 

-0.027 
433166.706 

0.03 
-0.024 

756302.856 
0.03 

-0.021 
1002588.67 

0.03 
-0.018 

1083229.91 
0.03 

-0,015 
1085516.25 

0.03 
-0.012 

1124261.01 
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