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Resumen

El trabajo presenta un recuento de los primeros modelos de proyeccion, basados en
supuestos acerca del comportamiento de la poblacion mismos que ignoran los posibles
cambios en los patrones por edad de la fecundidad y la mortalidad en el tiempo, pero sin
embargo, presentan aspectos fundamentales para el desarrollo y comprension de modelos

posteriores.

A partir de dicha revision se busca desarrollar un modelo capaz de incorporar la dinamica
de las interacciones de la fecundidad y la mortalidad en una poblacién cerrada a migracion,
a lo largo del tiempo, asi, se explora el modelo de crecimiento exponencial logistico,
mismo que se desarrollé al modificar la hip6tesis sobre el cambio nulo (o constante) hecha
sobre la evolucion de la tasa de crecimiento, lo que dio por resultado un modelo que,
aunque promete una mejor aproximacion que la lograda por la funcién exponencial, queda
aun por determinar el efecto que cada parametro ejerce sobre el crecimiento de la
poblacion, ello permitira estudiar y describir con mejor detalle la dinamica poblacional,

cuando esta se encuentra sujeta a tasas de cambio demografico variables.

Finalmente. las estimaciones de poblacion obtenidas, presentan un aspecto que debera
tomarse en cuenta y que tiene que ver con el periodo de ajuste del modelo exponencial
logistico, ya que debido al nimero limitado de datos disponibles fue necesario considerar
observaciones que datan del afio 1810, lo que implicé el uso de datos que presentaban
serias inconsistencias entre la forma de crecimiento de las tasas y la evolucién de la funcién
logistica, esto generé mayores dificultades para el ajuste final de la funcién, mismas que

podran subsanarse al contar con un mayor nimero de observaciones.
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Capitulo 1

Introduccién

La demogralia matematica ha venido desarrollandose desde sus inicios en basicamente dos
areas: 1) la construccion y refinamiento de tablas de vida y 2) la elaboracion de modeclos
para la proyeccion de poblaciones. En ambos casos la obsesion del demdgrafo ha girado

alrededor del andlisis macro de la estructura y el crecimiento de la poblacidn.

La tabla de vida es cousiderada la base de la demografia matematica, ya que describe
aspectos fundamentales de la mortalidad de una poblacion en un tiempo particular, sin em-
bargo. no toma en cuenta ni la fecundidad, ni su interaccion con otros aspectos que afectan
a la dinamica de la poblacién como puede ser la migracion.! En este sentido. la tabla de
vida no es nada mas que un modelo de mortalidad, y por ello. no es una herramienta que

pueda ser ampliamente utilizada para el analisis v la proyeccion de poblaciones.

Iin ¢l siguiente capitulo se hara un recuento de los primeros modelds de proyeccion.
aunque estos representan modelos simples, basados en supuestos acerca del compor-
tamiento de la poblacion, e ignoran los posibles cambios en los patrones por edad de

la feenndidad v la mortalidad en el tiempo. si presentan aspectos [undamentales para el

'La tabla de vida considera a la poblacion como estacionaria, esto es, el crecimiento o decrecimiento
de todos los grupos de edad es nulo, por lo que la tasa de crecimiento de la poblucién en su conjunto es
igual a cero. No obstante, la tabla de vida puede ser actualizada constantemente y por lo tanto modelar
adecuadamente la mortalidad. en periodos de tiempo relativamente cortos.



desarrollo y comprension de modelos posteriores.

La bisqueda por encontrar un modelo capaz de incorporar la dindmica de las inte-
racciones de la fecundidad y la mortalidad llevé al desarrollo de la teoria de poblaciones

estables. el seguntio fundamento mas importante de la demografia matematica.

En el siguiente esquema se muestra una clasificacion de modelos construidos con el

uso de la teoria de poblaciones estables:

' r Recursivos
Discretos
Deterministicos ¢ Mairicialcs
Modelos de
Poblaciones | Continuos
Estiables
Discretos
Estocasticos
{ Continuos

Las hipdtesis en las que se sustenta la teoria de poblaciones estables pueden resumirse
en: la poblacién debe ser cerrada a migracion; la estructura por edad debe ser invariante.
la mortalidad y la natalidad deben permanecer invariantes en ¢l tiempo. Los modelos
constrnidos bajo estas hipétesis tendran un comportamiento asintdtico el cual estabilizara

la estructura por edad de la poblacion y presentardn un patrén conocido de crecimiento.

Dentro de la gama de modelos presentados en el cuadro anterior. este trabajo se
enfocara dnicamente al tratamiento de modelos deterministicos. continuos. En csta misma
linca. los trabajos de Lotka[l]. dan origen a situaciones en donde es posible modificar
algunas de las hipétesis anteriores, sin cambiar la esencia misma de la teoria de poblaciones

estables. por ejemplo. al hacer variar la hipdtesis relativa a la mortalidad. haciendo a esta



una funcion dependiente del tiempo y conservando la fecundida«l invariante (o viceversa.
haciendo variar la funcién de fecundidad y manteniendo invariante la mortalidad). surgen
los llamados modeclos cuasi estables[2]. mientras que al modificar las hipétesis relativas
a la mortalidad y la fecundidad, haciendo que ambas dependan del tiempo y la edad

obtenemos los llamacdos modelos no estables.

En el capitulo 3. se presentaran los modelos no estables. que por sus caracteristicas
dan una mejor descripcion de la dindmica de poblaciones sujetas a patrones de cambio
demogrifico variables. Un ejemplo de ello, es el mnodelo presentado por Ordorica[3]. en
¢l que la tasa de crecimiento poblacional r, representada como la diferencia de las tasas
brutas de mortalidad y natalidad, donde ambas son funciones logisticas dependientes del
tiempo, permite trabajar matematicamente la teoria de la transicion demografica. En
conformidad con lo anterior. se presentara el desarrollo de u.n modelo no estable. mismo
que se ajustara a la poblacion de México, ademas se propondrén las bases para el posterior
desarrollo de un modelo no estable, que permitird un mejor control de las variaciones por

cdad de las tasas.
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Capitulo 2

Las Poblaciones Estables

2.1 Antecedentes

L.a dindmica caracteristica del crecimiento poblacional han sido representada de forma

general por la serie:

—””Z,‘" = riN(t) + raN(8)* + rsN(1)* + - - (al)

donde la funciéon N(7) determina el tamario total de la poblacion y los parametros r; ¥ /

representan la tasa de cambio poblacional y el tiempo, respectivamente.

La serie (2.1) describe el cambio de una poblacion en términos numéricos bajo situa-
ciones en donde puede o no haber limitaciones al crecimiento. sin embadrgo. en cualquicr
caso. dicha serie es independiente de la estructura por edac de la poblacion para cualquier

instante / de tiempo.

Malthus en 1798 propuso un modelo en el cual el crecimiento es proporcional al tamaiio
de la poblacion. Tal modelo puede derivarse al considerar inicamente el primer miembro

de la serie en la ecuacion de cambio poblacional (2.1). con lo que se obtiene una ecuacion



conformada de la siguiente forma:

i]\:’(t) =rN(t) Vi>0 (2.2}

donde r; es el parametro que determina la tasa cambio de la poblacion. La solucién de

la ecuacion (2.2) es conocida como ley de crecimiento exponencial.

El modelo de crecimiento exponencial de Malthus es iitil para la proyeccidn, en ciertas
faces del desarrollo. de una poblacion sometida a condiciones en las que no existe freno
alguno para su crecimiento. Este tipo de coundiciones provalecen sélo por poco ticmpo
v cuando la densidad poblacional es baja. Asi, este tipo de proyeccioues presentan un

interés casi puramente tedrico.

[In modelo poblacional en el que se puede simular el cambio en el tamaio de una
poblacion bajo situaciones en donde existen limitaciones al crecimiento fue derivada por
Verhulst en 1838. Al considerar la ecuacion que surge de tomar los dos primeros términos
de la serie (2.1), puede derivarse el modelo de Verhulst, el cual quedara definido de la
siguiente manera:

%N(t) =r [ Nl(i)] N() Vt>0 (2.3)

la solucion a esta ecuacion se conoce como modelo crecimiento logistico. Los parametros
rp v I\ son denominados, tasa intrinseca de crecimiento y capacidad ambicntal de carga.
respectivamente. En la ecuacion (2.3) el ritmo de crecimiento disminuye al incrementarse

el tamano de la poblacion total.

Los modelos exponencial y logistico son ejemplos de modelos poblacionales determi-
nisticos v continuos. los cuales son de gran utilidad para el estudio v descripcion de la
dindmica de crecimiento poblacional a lo largo del tiempo, sin embargo. no permiten

modelar los electos derivados de la estructura por edad sobre el crecimiento.

Asi. en un intento por subsanar esta carencia. se han desarrollado modelos que per-



miten incorporar los efectos de la estructura por edad sobre la dinamica propia de la

evolucion de la poblacion.

['no de los primeros modelos continuos que incorpora el efecto de la estructura por
cdad sobre la dinamica de una poblacién fue el desarrollado por Lotka, y es conocido

como el modelo de poblaciones estables.

El modelo de poblaciones estables incorpora los procesos de natalidad y mortalidad
como funciones lincales del tamaiio de la poblacién, ya que se ha observado que la in-
teraccion de estos procesos permite conocer la forma de la estructura por edad de una

poblacién a lo largo del tiempo, cuando se trata de una poblacion cerrada a migracion.

El objetivo del modelo de poblaciones estables es encontrar las relaciones que confor-
man la dinamica poblacional a partir de una estructura por edad arbitraria, donde los
patrones de fecundidad y mortalidad son considerados como fijos v conocidos, ¥ donde la

poblacion esta ausente de movimientos migratorios.

Para lograr dicho objetivo Lotka desarrollé una expresion para modelar los nacimicn-
10s. esta expresion sc conoce como la ecuacion de renovacion, ¥ se conforma a través de

un sistema de ecuaciones lineales.

2.2 Las Poblaciones Estables

El modelo lineal de la dindmica de poblaciones estables. que incluye los cambios en la
estructura por edad. define la funcién s(a.t) como la densidad o tamaiio de la poblacion
de edad ¢ al tiempo L, de modo que el monto de poblacion entre las edades a; ¥ «a; al

tiempo /. estara dado por:

/:2 s(a.t)da



v la poblacion total al tiempo ¢ quedara establecida como:
N(t) = /°°° s(a.1)da.

La luncién de densidad poblacional s(a,t) debera satisfacer la siguiente igualdad
Ds(a,t) = —pu(a)s(a.t) (2.4)

donde por definicion:

s(a+ h,t+ h)—s(a.t)
h

Ds(a.t) = hl_i.1(1)1+

en donde p () es una funcion no negativa dependiente de la edad. esta funcion es conocida

como fuerza de mortalidad.

El proceso de nacimientos o ingreso de individuos de edad cero a la poblacion dehera

satisfacer la ley de nacimientos:
5(0,2) = /o * Bla)s(a,t)da V1> 0 (2.5)

donde 3(a) es una [uncién no negativa., dependiente también de la edad. a la que lamare-

mos funcion de fecundidad.

La expresion s(0.7) puede ser interpretada como la tasa de natalidad al tiempo /. Su
valor a un tiempo dado t dependera de la distribucion por edad de la pobslacién. y quedara
determinada por la integral de la densidad s(a.t) ponderada por la funcion de lecundidad

Ha).

La distribucion por edad inicial de la poblacién estara dada por:

s(a,0)=¢(a) Ya>0 (2.6)

10



donde o(+) es una funcion no negativa dependiente de la edad.!

Observese que la ecuacion (2.5) no necesariamente debe cumplirse para ¢ = 0. sin

embargo. si la ecuacion (2.5) se sostiene para ¢ = 0, entonces las ecuaciones (2.5) v (2.6)

deberan ser compatibles en el sentido de que:

| Bla)gta)da = ¢(0)

esto es. la distribucion por edad inicial estara conformada por los nacimientos ocurridos

al tiempo inicial (1 = 0).

Las ccuaciones (2.4), (2.5) y (2.6) conforman un sistema de ecuaciones diferenciales

lincales de primer orden. acotado y con condiciones iniciales.

La idea sera convertir el sistema a una ecuacion integral que involucre la tasa de
natalidad s(0.7). Asi, el problema consistira en transformar el sistema de ecuaciones
diferenciales lincales en dos variables independientes a y ¢ (acotadas v con valores iniciales)

a una ccuacion integral lincal en una sola variable indepentiente /.2

Supdngase que s(a.t) es solucion del sistema (2.4), (2.5) v (2.6) vy que ¢ € R es una

constante tal que ¢ — 1 = ¢, por lo que al definir:
we(t)=s(t+e¢t) Vi1,

en donde

t. = max {0, —c}

'El valor de la funcién de distribucién inicial de la poblacion, i.e. la estructura por edad inicial. sera
considerado como arbitrario. fijo y conocido.

2Se sabe que muchos sistemas de ecuaciones diferenciales pueden ser escritos como una ecuacion
integral, pero el inverso no es siempre cierto, sin embargo. Volterra observé que una ecuacion de Fredholn
(el tipo de la ecuacion integral de renovacion) podia ser construida a partir de un sistema de ecuaciones
diferenciales linecales. y ademas que también es posible la construccidn de la ecuacion de Fredholm a partir
de un sistema de ecuaciones lineales, por lo que en este caso es posible la construccién inversa.

11



de la ecuacion (2.4) se tendra que:

iwc = Ds(t + c.t)

dt
por lo que:
d . s(t+h+tct+h)—s(t+ct)
e = hll!& A =—u(t+c)w(t) VI2>1I.

lo cual implica que:

t
we(t) = we(t.)e” Jiewttrerat Vi>t,

al sustituir ¢ = @ — t, cuando a > t, entonces se tendra que:
Js uli+e)al
we(t) = w(0)e~ Jo #lFeldl vy >

lo cual lleva a que:

s(a,t) = s(a —t,0)e~Jo li+a-tl g o> 4

Si se sustituye el valor de ¢ = a — t, cuando « < i, entonces:
t
we(l) = wc(—c)ts--r—c el gy > e

lo enal lleva a que:

s(a.t) = s(0,1 — a)r’f:—u slradl o < 1

combinando las ecuaciones (2.7), (2.8) ¥ (2.6) se tiene que:

s(0,t — a)e'fou ulhdl vy g < ¢
s(a,t) = .
dla —t)e Jamet (S 4
Al definir la funcion

¢(b,a) = e~ [ ninat

12
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como la probabilidad de que un miembro de la poblacion de edad « llegue con vida a la

edad b, a un tiempo fijo 1. Si ¢ < t, entonces se tendra que:
s(a.t) = s(0,1 — a)((a.0)

representa a todos aquellos miembros de la poblacion nacidos hace ¢t — ¢ unidades de

tiempo. que han llegado con vida a la edad a al tiempo .

Si @ > 1. entonces puede observarse que:
s(a,t) = d(a —t)l(a.a —t)

representa aquellos miembros de la poblacién quienes tenian una cdad a — en el instante

inicial y que han sobrevivido a la edad a al tiempo .

Se puede observar de la ecuacion (2.9) que si la tasa de natalidad s(0,%) puede ser
deteminada como funcion del tiempo, entonces la funcion de densidad s(a,t) podra ser

conocida.

Al definir B(f) = s(0.1) y sustituir la ecuacion (2.9) dentro de la ecuacion (2.5) se
tiene que:

B(t) = /ut Bla)s(a.t)da + /’“ 3(a)s(a.t)da

lo que a su vez. segin la definicion de B(t), se escribira como:
t ) v
B(1) = / B8(a)B(t — a)l(a.0)da + / Haldla —1)(a.a —1)da
0 t
de modo que si definimos:

K(b) = B(b)(b,0) V020

13



F(t)=/o°°ﬂ(a+t)¢(a)e(a+t.a)da V>0

donde K (b) v F(t) son funciones de valores conocidos. Finalmente se tendra que la tasa

de natalidad debera satisfacer la ecuacion integral:
t
B(t) = F(t)+/o B(a)K(t — a)da. (2.11)

Esta ecuacion integral es conocida como la ecuacion de renovacion.

2.3 Soluciones a la Ecuaciéon de Renovacion

Al iniciar la construccion de la ecuacion de renovacion se supuso que s(a.t) = Z(a) era una
solucién del sistema (2.4), (2.5), (2.6), independiente del tiempo. por lo que se procederd

a comprobar su validez:

£ 2(a) = (@) Z(a) RRCRE)

Z(0) = /: B(a)Z(a)da (2.13)
de donde se tiene que:

Z(a) = Z(0)c~ Jo mrir (2.11)

de las ccuaciones (2.13) y (2.14) se tiene que si Z(0) # 0, entonces:
o0
] = / 8(a)l(a.0)da (2.15)
0

por lo que existe una solucion no trivial del sistema sélo si la ecuacion (2.13) es valida

para Z(0) # 0 v todo su rango de valores positivos.

Dado que es extrana la existencia de casos que satisfagan la solucion del tipo anterior.

se han propuesto diferentes clases de soluciones a la ecuacion integral de renovacion (2.11).

14



Volterra propuso un método a partir de definir una sucesion de operadores integrales

V'(«. ). véase Hildebrand[1]. como:
Vi(a,t) = K(t — a)

i
Vi(a.1) = /ﬁ Val v, €)Voon (€, 1)dE

donde la serie queda conformada como:

R(a.t) = f:V,.(a,t) (2.16)

n=1

Ista serie convergera siempre que A'(f — a) permanezca acotada, lo que generalmente

ocurre en problemas demograficos.

Posteriormente demostro que para funciones continuas F(t) y A'(f —a) en un intervalo

cerrado 0 <7 < b, la solucion de la ecuacion de renovacion (2.11) podia establecerse como:
t
B(t) = F(t) + /o R(a,t)F(a)da

Pucde observarse que la solucion (2.16) dada por Volterra se cumple tinicamente para el

caso estable. en el que la solucion toma la forma:

R(a.t) = Ry(a)Ra(t) (2.17)

(‘oale2] demostro la existencia ¥ propiedades en el caso continuo de una funcion
12).(a. 1) que es solucion de (2.11) en el limite cuando 7 tiende a infinito. sin embargo. no ha
podido demostrarse la existencia de una funcion que se aproxime a /(«. ) uniformemente
para toda «. cuando / tiende a infinito, y tampoco, que dicha funcion pueda descomponerse

COmnao:

Ri(a,1) = Rpa(a)RLa(t)

15



salvo para el caso estable.

(‘oale[3] mismo, habia supuesto afios atras que al variar en el tiempo el comportamiento
de la fecundidad o la mortalidad,? la distribucién por edad de la poblacién eventualmente
se¢ convertiria en independiente de su estructura por edad inicial.? lo que di6 origen a la
teoria de poblaciones cuasi estables. Esta suposicion fue demostrada por Lopez[1] en su

teorema de ergodicidad débil.

Al considerar el tipo de soluciones (2.17), para el caso de una poblacién estable. ¢l

kernel de la ecuacion de renovacion tomara la siguiente forma:
K(t—a)=K(a) VYa>0 (2.18)

asi, la distribucién por edad de la poblacion, o la proporcién de poblacién C(«,1) dentro

del grupo de edad [a;, a3] permanecerd constante en el tiempo en el sentido que:

o 8(a,t)da  [¥ Ry(a)da

Cla,t) = s = J* Bila)ia Vi>0 (2.19)
si sustituimos (2.18) en (2.4), tendremos que:
1 d _ {£Ry(a) + p(a)Ry(a)
gy =~ SRR

donde \ es una constante tal que:

integrando v simplificando, se tiene que:

R(a,t) = Ry(0)elMt-0)-J5 ntbyar]

SSupuso que k(1 —a) = p(a)l(a,0) o que k(t — a) = 3a)(;(a.0) .
1C'uando 1 tiende a infinito, el limite de la funcion B(f) mostrara las propiedades de ergodicidad de la
estructura por edad.
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debido a que la ecuacion (2.5) debe cumplirse, la eleccion de \ deberd satisfacer:
1= /Q B(a)e["‘“‘j: ulb)et] g,
0

lo que equivale a que A satisfaga la siguiente ecuacion:
(<]
= -eA 2.2
1 /o B(a)t(a.0)e~*\da (2.20)

esta ecuacion es conocida como la ecuacion caracteristica. Bajo condiciones adecuadas de
natalidad vy mortalidad, la ecuacion (2.20) es una funcién estrictamente decreciente de A,
se ha demostrado en Keyfitz[7] y Feller[8] que existe una tnica solucién real que genera

una distribucion por edad estable.

2.4 Una Aproximacion Conjuntista

En este apartado se presenta una aproximacion, a través de conjuntos, al modelo de
poblaciones estables. con la finalidad de clarificar la importancia del uso de las hipotesis

en la conformacion de dicho modelo.

En este sentido, una poblacion en un instante / de tiempo, puede considerarse como nn
conjunto de individuos N(7) que posee una distribucion por edad y sexo ('(@. ). definida
como en (2.19). donde a representa la edad. Si ademas desearamos saber como es que
dicha poblacion ha alcanzado un determinado tamaiio o estructura, seria necesario conocer

sus patrones de mortalidad y natalidad a lo largo del tiempo.®

(‘onsiderese ahora dentro del conjunto de poblaciones definidas del modo anterior,

un subconjunto de poblaciones para las cuales la estructura por edad y la mortalidad

5Una vez determinados los patrones de mortalidad y natalidad. como se establecid en el inciso anterior.
vasta fijar cualquicr indice o funcion que derive una ecuacion integral, con un nimero finito de ruices.
para deternminar completamente una poblacion estable.
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son constantes, las poblaciones definidas dentro de este subconjunto fueron llamadas por
Lotka[5]. poblaciones maltusianas, y designadas por Bourgeois-Pichat[6] como los subcon-
juntos 1I(A).

Dentro del subconjunto de poblaciones maltusianas H()), podemos encontrar un sub-
conjunto de poblaciones para las cuales la estructura por edad es invariante y la funcion
de mortalidad es invariante y conocida, esto se obtiene al fijar un patrén de mortalidad
conocido tal que para cada funcién de sobrevivencia {y(b,a), definida segun (2.10). se

corresponda un subconjunto Hp(A).

Si en el interior de cada subconjunto Hyp()), se considera ademas como invariante y
conocida la funcion de fecundidad (i.e. — B(a,t) = B(a), V t), entonces, todos los cle-
mentos que determinan el subconjunto Hp(A) son invariantes.® lo que implica que el

subconjunto estara completamente determinado por un valor especifico de A.

Se ha demostrado que es posible encontrar un tnico valor real r = A que satisface las
condiciones para la existencia y inicidad de una poblacion que pertenece al subconjunto
Hy(X), tal poblacion es llamada poblacion maltusiana estable o simplemente poblacion

estable. Por lo tanto existe una tnica poblacion estable en Hy(r) para la cual » = A.

“Las condiciones impuestas al subconjunto H(r) (i.e. mortalidad y fecundidad invariantes y conoci-
das). tienen la ventaja de que son matematicamente independientes y expresan propiedades fundamentales
de la poblacion. lo que no ocurre en relacién con cualquier otro tipo de condiciones impuestas sobre un
subconjunto de poblaciones maltusianas.
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Capitulo 3

Un Modelo No Estable

Un modelo se dice no estable cuando es capaz de describir la dinamica de cambio pobla-
cional a partir de la evolucion de los patrones tanto de mortalidad como de fecundidad.
en el caso en que ambos patrones presenten un comportamiento no constante. Iista ca-
racteristica de los modelos no estables, ha sido derivada a partir de modificar las hipotesis
que dan sustento a la teoria de poblaciones cuasi estables. inspirada por Coale[l], en la

que 50lo uno de los dos patrones sigue un comportamiento constante.?

Asi. la teoria de poblaciones cuasi estables es 1til para obtener estimadores de para-
metros demogrificos para paises en vias de desarrollo, los cuales se encuentran en la
segunda o tereera etapa de la transicion demografica, v por ende su poblacion converge de
cnasi estable a estable. Sin embargo. las poblaciones cuyo comportamiento demogralico no
presenta un patron estable o cuasi estable requerira de modelos no estables para deseribir
su comportamiento. en este sentido han surguido los llamados modelos no estables. como
una modilicacion de los modelos cuasi estables, véase Suddendu[2]. o como variaciones en
los supnestos heehos sobre el comportamiento de las tasas de natalidad y mortalidad. véase
Ordorica[6]. es en esta misma linea que se propone, un modelo de crecimiento poblacional

v ¢l desarrollo de un modelo de crecimiento diferencial por grupo de edad.

'\ dilerencia de la teoria de poblaciones estables. en donde ambos patrones permanceen constantes.



3.1 Modelo Exponencial Logistico

U"na primera aproximacion a la construccion de un modelo no estable surge al considerar
que la tasa de crecimiento de una poblacion, que es el resultado de la interaccion de las
tasas de natalidad y mortalidad, presenta un comportamiento no constante. ¢l cual puede
ser modelado por una funcion que es variable en el tiempo. y que puede ser descrita en

este caso por una logistica.

La serie (2.1) permite describir el cambio de una poblacidn en términos numéricos. de
manera que el tamaiio de una poblacion cerrada a lo largo del ticmpo puede expresarse a

traves de una tasa instantanea de crecimiento, como:
d )
EN(t) =r(t)N(t) V>0 (3.1)

de este modo. es posible escribir la tasa de crecimiento poblacional (1), como una funcion
que sigue un comportainiento logistico. Asi, la evolucion a lo largo del tiempo de una

poblacion quedard expresada como:

1 dN(t) _ ks of s
o @ -t e (a2
por lo que:
dln N(t) 1 ks
i (ll=’q+—-——-l+t_°+m

integrando ambos lados de la ecuacion se tiene que:
1
lnN(t) = kit + kl./l—-l-e"—"‘ﬁdt

en donde:

1 _ ks 1 1
L2/1+e°+‘”dt— ﬂ./l+ue";du
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mediante ol correspondiente cambio de variable:

s¢ tiene que:

1 1 1 e®
e = T % _/
/l+ue"u u ./udu l+ue“d"

1 e® "
/;du-/1+ueadu—ln(u)—ln(1+ue ).

asi:

Revirtiendo el cambio de variable se obtiene que:

N =+ %-ln(e"') - %’ln(l e 4o

simplificando:

T
ImN(t)=kt+ ; [W] +c

v tomando exponencial en ambos lados de la igualdad, se tiene que:
st
N = e*"e%h[“""m]eﬂ
Si 1 = 0. entonces:
N(0) = ¢ W[l e

por lo que:

oF == JV(O)Q’E} In(14¢™)

asi:
st
N(1) = ,v(o)ehff%mwa),%ln[m

por lo tanto. se obtiene un modelo poblacional el cual quedara determinado complela-

mente por los parametros a. 3. ky ¥ kz. mismos que conforman el patrén de crecimiento



para la poblacion.

FFinalimente. la [uncion encontrada se denominara modelo de crecimiento exponencial

logistico, ¥ quedara expresada como:

N(t)= N(O)e"“e%h["i%:‘“] (3.3)

Observese que cuando £ tiende a infinito, el dltimo factor en la ecuacion (3.3) tiende a
sor constante. v la funcién crece de modo indefinido. Asi. aunque el modelo rompe con
el supuesto de que la tasa de crecimiento presenta un comportamiento constante en ¢l

tiempo. la ccuacion resultante (3.3) sigue presentando un patrén de cambio exponencial.

3.2 Estimacion de Parametros

PPara estimar los parametros del modelo de crecimiento poblacional (3.3) puede recurrirse
a diferentes métodos de estimacion, como métodos numeéricos para sistemas no lincales.
o miétados de solucion para sistemas dindmicos, véase Dennis y Schnabel[3] y Bard[1].
sin embargo, debido a que finalmente la precision en la estimacion de los parametros
no proporcionara un mucho mejor ajuste de la poblacién final.? se procedié a estimar
lus parimetros del modelo a través del método de minimos cuadrados. fijando para ¢llo
los limites inferior v superior de la funcion logistica que ajusta ol cambio en la tasa de

crecimiento.,
La hipotesis inicial de construccion del modelo que consistio en suponer que:

ky

ﬁm (:‘. l)

r(t) = ky +

permitiva hacer una estimacion de los parametros a y 3 a partir de una serie de va-

“debido o que se trata de un niodelo de crecimiento no acotado.
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lores conocidos de r (7). una vez que limites inferior ¥ superior de la tasa de crecimiento

poblacional ky v k; se hayan establecido.

De este modo. despejando de la ecuacion (3.4). quedara especificada la recta de re-
Zresion conio:

y(zi)=a+3zi+¢ (3.5)
donde por el método de minimos cuadrados, los estimadores se obtendran a partir de:

Y- Ali-d]
p=E5
Llei—al

(3.6)

donde:
:L','=t,'

e) = b2
yas) =1n [k — 1]
Los estimadores (3.7) y (3.6) coinciden con los estimadores médximo verosimiles. por lo que
conservan muchas de las propiedades estadisticas del método de regresion lineal simple.

véase Jolnston[].

3.3 Resultados de la Estimacion

Para ajustar una luncion logistica a la evolucion de la tasa de crecimiento poblacional
de Mexico. entre ¢l periodo comprendido de 1810 a 1970. a partir de la serie de tasas
de erecimiento. segiin la tabla 3.A, se determinaron los valores de las asintotas inferior v

superior de la funeion como:

lu'] - 0.013

kz = 3.1 75

24



Anos Tasa
1810-1846 | 0.373
1846-1865 | 0.836
1865-1878 | 0.863
1878-1910 | 1.583
1921-1930 | 1.611
1930-1940 | 1.732
1940-1950 | 2.755
1950-1970 | 3.179

Tabla 3.A: ESTADISTICAS HISTORICAS DE MEXICO, ToMO 1. INEGI.

v se estimaron los parametros a y g (véase anczo 1) segin el método de minimos cuadra-

dos. por lo que la funcion logistica ajustada quedo establecida como:

3.175
+ 82'57—0'0“ t

r(t) = 0.013+ -

cuyo comportamiento puede verse graficado en el anexo 3.

Il cocliciente de determinacion calculado durante el proceso de estimacion de los
parametros a y 3 fue igual a 0.70, lo que refleja un buen ajuste entre la recta de regresion
v las tasas de crecimiento observadas, a pesar de que el tamano de muestra fue de tan
s0lo 8 observaciones (por lo que la suma total de cuadrados de la regresion presento 7

grados de libertad).

3.4 Poblacion Ajustada

Utilizando los valores obtenidos en la seccién anterior. el modelo de crecimiento exponen-

cial lugistico quedo determinado como:

N(t) = 1\-’(0)e°-°‘3‘e'%-%§"‘[-"-'*"”45-""' ] (3.8)

25



Tiempo | P. Observada | P. Ajustada
1846 7.000,000 7.000,000
1865 8.200,000 8.918,7H
1878 9,169,700 11.479.341
1910 15,160,369 14,931,943
1930 16,552,722 19,637,493
1940 19,652,552 26.122.609
1950 25,791,017 35.164,422
1970 18,225,238 47,923,521
1930 66.846.833 66,154,603

Tabla 3.B: ESTADISTICAS HISTORICAS DE MEXICO, ToMO I. INEGI.

De csta manera. la poblacion estimada mediante el uso del modelo de crecimiento
ajustado (3.8), para México entre los afos 1846— 1980, presento los resultados que puceden

observarse en la tabla 3.B y en el anezo 2.

Se puede observar segiin la tendencia presentada en la grafica del anero 4. que las esti-
maciones de poblacion obtenidas por la funcion (3.8) y presentadas en la tabla 3.B. oscilan
alrededor de los rangos de poblacion observados en el periodo senalado, y presentados en

la misma.

Se puede concluir que la funcion ajustada describe bien la dindamica de crecimiento
de la poblacion mexicana en la primera fase de la transicion demografica (entre los anos
IN16 — 1980). no vbstante que el modelo fue diseniado para poblaciones en las que la

migracion no presenta ningin efecto.

Un aspecto importante de resaltar es el referente al comportamicnto de li tasa e
crecimicnto. va que aungue esta no se comporta de manera constante. no puede tampoco
asegurarse que la logistica sca la mejor aproximacion de ésta. a pesar de que evidentemente

es superior que la primera, como puede apreciarse en la grafica del ancro 3.

26



3.5 Un Modelo No Estable

(‘omo en ¢l modelo anterior. el cambio en el tamafio de una poblacion cerrada a lo largo del
tiempo. puede expresarse a través de la tasa instantanea de crecimiento. como la diferencia
de la tasa bruta de fecundidad y de la tasa bruta de mortalidad. véase Ordorica[i]. en
donde cada una de las tasas brutas puede descomponerse en la suma de sus respectivas
tasas cspecificas, de forma de poder incluir en el modelo los efcctos provocados por los
cambios en la composicion de la estructura por edad de la poblacion. asi. la tasa bruta de

[ecundidad puede escribirse como:

i\f Bi(t)
= -‘:—"T— (3.9)
.,E,Ni (t)

donde A v Ay representan los limites inferior y superior de periodo reproductivo, respec-

tivamnente.

De este modo, la tasa especifica de fecundidad se expresa como el cociente de los
nacimientos 13;(1) v ;\',-U )(1) la poblacién media femenina, ambos pertenccientes al mismo

grupo de edad ¢, al tiempo 2.

La tasa bruta de mortalidad puede expresarse, a su vez. como la suma de las tasas

especilicas de mortalidad:

5 D, (1)

_ =0

> Nj(t)

=0

m (3.10)
doude (1) representa el total de defunciones ocurridas en el grupo de edad 7 al ticnmpo
I. v N, (/) representa la poblacion perteneciente al j — ¢simo grupo de edad al tiempo /.
mientras que (0.w) representan los limites inferior y superior, respectivamente, del tiempo

de duracion de la vida.



Por lo tanto. la tasa intantanea de crecimiento anual puede escribirse de la siguiente

forma:

pY ; f) w . "
1_dN(t) _ .-Zf.\,ﬁ“’*‘-' (8) = 2 mitt)Nj(1)

N() dt N(t)

(3.11)

La solucion a la ecuacion diferencial (3.11) dara por resultado un modelo no estable de
cambio poblacional que por sus caracteristicas, debera ser capaz de describir la dinamica
de cambio de una poblacion. en situaciones en las que las tasas tanto de fecundidad como

de mortalidad son variables, no sélo del tiempo, sino que también de la edad.

En este punto. sera necesario considerar que el comportamiento de las tasas especilicas
por edac. tanto para la fecundidad como para la mortalidad. seguiran un patrén de cambio

no constante en ¢l tiempo, y ademas este patrén podra variar segiin el grupo de edad.

3.6 El Comportamiento de las Tasas

La solucion de la ecnacion (3.11) debe considerar una determinada forma funcional para
cada una de las dos tasas involucradas. por cllo sera necesario fijar una funcion que

deseriba la evolucion de las tasas de fecundidad y mortalidad en el tiempo.

Si se considera que la funcién logistica es capaz de describir correctamente la evolueion
tanto de la tasa espeeilica de fecundidad como de la tasa especifica de mortalidad para

cada grupo de edad. se tendra que:

ky.i "
fi(’-)-':kl,i'i'm Vi=A...\
M) =8+ — Yj=0...w
m; = 814 1+€_b+6" J=U...&
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la ccuacion (3.11) tomara la forma:

dN(1) ,>:3,, [ (kv + ) N/ () = (v + i) Nil0)]
N()dt — N(t)

(3.12)

Pueden encontrarse patrones diferentes de cambio para describir las tasas, mismos
que modificardn la solucién final de la ecuacidon diferencial (3.11) desarrollada para la
construccion del modelo no estable, por lo que. es posible considerar que los patrones de
crecimiento expouenciales o logaritmicos, por dar un ejemplo. son también capaces de
imitar la evolucion observada de las tasas, sin embargo, este tipo de ejercicios se dejaran

para luluras investigaciones.

Otro aspecto interesante es el relativo al estudio de la convergencia de las series

A2

Z; Fi(tINH(2) (3.13)
"

Z%m.i(t)Nj(t) (3.11)

J=

en el limite de cuando 1 tiende a infinito, ya que el resultado no solo de la convergencia de
cada una de cllas, sino de la convergencia de la interaccion de ambas series. revelard un
aspecto fundamental para el conocimiento de las fluctuaciones v la estructura por edad

final de una poblacion, sujeta a tasa variables.
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Capitulo 4

Conclusiones y Recomendaciones

Il modelo de creciniiento exponencial logistico desarrollado al modificar la hipdtesis de
cambio constante hecha sobre la evolucidn de la tasa de crecimiento. dié por resultado
un modelo que, aunque promete una mejor aproximacion que la lograda por la funcion
exponencial. queda aun por determinar el efecto que cada parametro ejerce sobre el creci-
miento de la poblacion, ello permitira estudiar y describir con mejor detalle la dinamica

poblacional. cuando ésta se encuentre sujeta a tasas de cambio demografico variables,

Respecto de las estimaciones de poblacion obtenidas, un aspecto que debera tomarse
en cuania, tiene que ver con el periodo de ajuste del modelo expouencial logistico. ya que
debido al ntimero limitado de datos dispouibles fue necesario considerar observaciones
que datan del ano 1810, lo que implico un desajuste entre la forma de crecimiento de las
tasas v la evolucion de la funcion logistica. tal situacion podria mejorarse al contar con

un mavor mimero de observaciones para aios posteriores.

Se recomienda para trabajos futuros desarrollar criterios que permitan calificar la cali-
dad de los estimadores de los parametros del modelo de crecimiento exponencial logistico

a partir de:

1. Desarrollar una manera no subjetiva de determinar el valor de las asintotas inflerior
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v superior de la funcion logistica.

[
.

Desarrollar eriterios para selaccionar un método de estimacion de pardmetros.

3. Evalnar el mimero minimo de observaciones requeridas con el fin de garantizar un

modelo cuyas proyecciones proporcionen algin grado de certidumbre.

I. Mcjorar la calidad de las estimaciones de poblacion. respecto a su exactitud. desvia-

cion media o distancia absoluta.

Otro lactor importante que debera tomarse en cuenta para el desarrollo de posteriores
modcelos no estables. es el referente al estudio y ajuste de funciones que sean capaces de
deseribir el comportamieto y la evolucion de las tasas de crecimiento, mortalidad v fe-
cundidad, cuyos parametros permitan controlar las variaciones observadas en los distintos

grupos de edad y durante el tiempo.

Finalmente, un aspecto fundamental, que no podria de ninguna forma dejarse de lado
es ¢l referente al estudio de la velocidad de convergencia de las series (3.13). (3.1:1) en ¢l
limite cuando 7 tiende a infinito, no sdlo para la forma general de las tasas en abstracto.
sino para diversas [ormas y patrones de cambio de las mismas. Todo ello permitira
acorcarse no solo a la solucion de la ecuacion diferencial (3.11) sino tambien a la forma

final de la estrnetura por edad de la poblacion.
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5. ANEXOS
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Anexo 1: Ajuste de Parametros de la Tasa de Crecimiento

Ano t** r(t)* Y(t) (x-mx) | (y-my) | (x-mx)2 | (y-my)2 | (x-mx)(y-my)| Yest Y(t) error | rest(t) | r(t)* |error*error
1846 0| 0.373] 2.0566|-65.1250| 2.5257| 4241.27 6.3794| -164.4889| 2.5768| 2.0566|-0.5202]|0.2373| 0.373 0.2706
1865 19| 0.836] 1.0501|-46.1250| 1.5192| 2127.52 2.3079 -70.0727| 1.6882| 1.0501|-0.6381|0.5084| 0.836 0.4072
1878 32 0.863| 1.0062|-33.1250| 1.4754| 1097.27 2.1767 -48.8715| 1.0801| 1.0062|-0.0739|0.8178| 0.863| 0.0055
1910 64 1.583| 0.0220{ -1.1250| 0.4912 1.27 0.2413 -0.5526| -0.4165| 0.0220| 0.4386| 1.9264| 1.583 0.1923
1930 84 1.611| -0.0132| 18.8750| 0.4559| 356.27 0.2078 8.6051| -1.3519] -0.0132| 1.3387|2.5354] 1.611 1.7921
1940 94 1.732| -0.1660| 28.8750| 0.3031| 833.77 0.0919 8.7514| -1.8196| -0.1660| 1.6536|2.7452] 1.732 2.7343
1950 104| 2.755| -1.8457| 38.8750|-1.3766| 1511.27 1.8950 -53.5145| -2.2873| -1.8457| 0.4416/2.8953| 2.755 0.1950
1970 124| 3.179| -5.8630| 58.8750|-5.3939| 3466.27| 29.0939| -317.5642|-3.2227| -5.8630| -2.6403| 3.0663] 3.179| 6.9710

Suma 521| 12.932| -3.7530 13634.88| 42.3938| -637.7079 Suma= | 0.0000 Suma=| 12.5680

Prom |65.13] 1.6165| -0.4691

*Fuente: Estadisticas Histéricas de México. Tomo 1. INEGI. 1985 k1=| 0.013] Beta=| -0.0468

**tiempo transcurrido en aiios a partir del afio base 1846 k2=| 3.175| Alfa= 2.5768
R"= 0.7035




Anexo 2: Ajuste de la Poblacion de México, Modelo Exponencial Logistico

Afio Je(k1*f) [e(/b*LN()) |Poblacion* _ [N(0)*e(k1*t) _ |N(0)*e(k2/b*LN()) |[N(D**

1846| 1.0000 1.0000] 7,000,000 7,000,000 7,000,000 7,000,000
1865 1.0131 1.2577| 8,200,000 7,091,594 8,803,551 8,918,744
1878| 1.0263 1.5978| 9,169,700 7,184,387 11,184,725| 11,479,341
1910| 1.0398 2.0515| 15,160,369 7,278,393 14,360,807 14,931,943
1930| 1.0534 2.6632| 16,552,722 7,373,630 18,642,444 19,637,498
1940| 1.0672 3.4969| 19,652,552 7,470,113 24,478,647| 26,122,609
1950| 1.0811 46465 25,791,017 7,567,859 32,525,839| 35,164,422
1970| 1.0953 6.2507| 48,225,238 7,666,883 43755026 47,923,524
1980/ 1.1096 8.5172| 66,846,833 7,767,203 59,620,201 66,154,603

*Fuente: Estadisticas Historicas de México, Tomo 1. INEGI. 1985
**N(1)=N(0)*e(k1*t)*e(k2/b*LN())




Anexo 3: Ajuste de la Funcion Logistica a la Tasa

de Crecimiento Poblacional
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Anexo 4: Poblacion Observada vs Ajustada
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