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Prefacio

Las limitaciones y posibles bondades de este libro surgen de las actividades
de docencia e investigacion practicadas por los autores a lo largo de varios
afios.

Los cursos de métodos estadisticos que organizamos e impartimos en El
Colegio de México y en FLACSO, nos aportaron materiales que, primero in-
dependientemente y luego como resultado de la labor conjunta, conforma-
ron una masa que requeria sistematizacién.

Por otra parte, nuestros propios anilisis referidos a problemas de desigual-
dad social, la labor de apoyo técnico en estadistica y en computacién brinda-
da a investigaciones que nuestros colegas han realizado sobre este tema, y la
participacién en trabajos colectivos, nos aportaron material adicional, y nos
plantearon una serie de interrogantes que llevan a un primer plano el anili-
sis de la relaci6n entre las técnicas estadisticas y las preguntas que surgen de
la teoria.

La docencia y la investigacién ejercen su influencia a lo largo de todo este
libro. Por eso en ocasiones resultari demasiado elemental para quien estd in-
teresado en problemas de investigacién, mientras que en otras, al estudiante
le pareceri que presenta algiin grado de dificultad. La persona que penetra
por primera vez o que cuenta con escasos antecedentes sobre los topicos que
se tratan, deberia no sélo seguir el desarrollo en el orden que lo exponemos
sino también reproducir los cilculos involucrados en los ejemplos.

Nuestra preocupacién por escribir un libro de texto nos lleva a una presen-
tacién detallada del material, de manera que el estudiante pueda reconstruir
con facilidad los pasos que conectan los simbolos de las formulas con los
ejemplos numéricos. Las inquietudes que nacen en el campo de la investiga-
ci6n nos llevan a preocuparnos por problemas tales como el grado de ade-
cuacién entre las categorias tedricas y las técnicas para tratar el problema en
distintos niveles de agregacién, el anilisis del cambio a través del tiempo en
los niveles de concentracién, subestimacion o sobreestimacién del grado de
desigualdad, etc. Una consecuencia de haber escrito el texto desde una
orientacién preferentemente pedagbgica, es que los temas mis vinculados a
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10 FERNANDO CORTES/RQSA MA. RUBALCAVA

la investigacién no se encuentran reunidos en un solo bloque ni en lugares
especificos del libro sino que estin dispersos en las distintas secciones. -

Una dificultad importante que deben encarar los cursos de estadistica, al
abordar el anilisis de concentracién es la dispersion del material. En efecto,
algunos indices de desigualdad usualmente se encuentran en textos de
estadistica descriptiva, otros en libros en que el coeficiente se presenta co-
mo una aplicacién interesante de medidas de naturaleza mis general, o en
apéndices matematicos de publicaciones dedicadas a la teoria econémica o a
otras disciplinas sociales como, por ejemplo, la ciencia politica. Una serie de
desarrollos y propiedades importantes de las diferentes medidas de con-
centracién estan en articulos de revistas especializadas.

La diversidad de impresos dificulta el acceso de los estudiantes a la bibliogra-
fia. Los diferentes niveles de profundidad en que se tratan los temas, la in-
sercién en disciplinas que les son ajenas, los requerimientos matemiticos
que habitualmente estin fuera de su alcance; conforman un conjunto de fac-
tores que apuntan hacia la necesidad de disponer de un texto que reiina el
conocimiento acumulado sobre concentracién.

La confeccién de nuestro trabajo fue, afortunadamente para nosotros, de
naturaleza eminentemente social. A través del largo tiempo que llevé su ges-
taci6n recibimos influencias y estimulos de nuestros maestros, colegas y estu-
diantes. Como nos setia pricticamente imposible reconocer el aporte de cada,
uno, adoptamos el criterio pragmitico de limitarnos al tiempo que nos llevo
prepararlo y escribirlo.

Werner Ackerman y Adam Przeworski no sélo discutieron nuestros plantea-
mientos, sino que nos brindaron un nutrido apoyo bibliogrifico. Varias sec-
ciones se basan en trabajos realizados por Werner Ackerman, Sonia Bengo-
echea y Ricardo Yocelevzky. Oscar Cuéllar, Juan Carlos Marin, Virgilio Par-
tida y Crescencio Ruiz Chiappeto, tuvieron la generosidad de leer una ver-
sion preliminar y hacernos llegar sus comentarios. A todos ellos agradecemos
sus valiosas contribuciones y esperamos que estén adecuadamente plasma-
das.

La utilidad que pueda tener este texto se debe a todas las personas que in-
cidieron en su gestacién, sin embargo, ellos no son responsables de sus defi-
ciencias las que se deben explicar por nuestras propias limitaciones.

Agradecemos a Mariquel Obregén quien con su dedicacién y diligencia
transcribié el borrador y lo preparé para la edicién. También a Eduardo
Martinez y Rebeca Lozada, quienes lidiaron con la redaccién y pasaron al es-
pafiol el conjunto de palabras en que originalmente estaba escrito este texto.
Un reconocimiento especial para el Sr. Carlos Villar Araujo que ademis de
corregir las planas nos enmendé la plana en errores de cilculo y en la cons-

* truccién de algunas grificas.



I: Consideraciones preliminares

1.1. Acerca de la nocién de desigualdad

La desigualdad es un concepto de naturaleza eminentemente relativa en
tanto que se contrapone al de igualdad, para el cual puede haber mis de una
definicion. Desde ¢l punto de vista estadistico diremos que una distribucién
es desigual si no concuerda con algiin criterio previamente estipulado. La re-
particion de una variable es justa’ o injusta de acuerdo con la reparticién te-
orica que se puede derivar a partir de la aplicacién de una norma en que se
expresa el criterio de equidad utilizado. Asi, por ejemplo, podria sostenerse
que el ingreso generado en la produccién de una empresa industrial sélo se
distribuye equitativamente entre el capital y el trabajo si ello se hace de
acuerdo con las productividades marginales fisicas de los factores producti-
vos, y dentro del factor trabajo si la reparticién se realiza en funcién de la
productividad marginal de los trabajadores. En este caso el criterio subyacen-
te serfa: tanto produces, tanto recibes.

También podria pensarse en usar como norma de justicia ‘‘la distribucién
del ingreso efectuada sobre la base de la teoria del valor’’.2 El criterio setia: la
parte que corresponde a cada elemento que ingresa a la produccién debers
respetar el valor que haya incorporado al producto.

Asi como hemos sefialado dos criterios para calificar como justa la reparti-
cién de la variable ingreso, podriamos continuar con una larga enumeracién,
pero éste no es nuestro proposito.

Del mismo modo que es posible sostener ctiterios opuestos respecto a la
manera justa de distribuir el ingreso, puede que se planteen interminables
discusiones acerca de la forma en que deberia distribuirse el crédito estatal
entre las empresas privadas nacionales y extranjeras o entre las firmas na-

R I —
! A pesar de que en distintas disciplinas los términos fusto, equitativo e igual tienen diferentes
matices nosotros los usaremos como sinénimos.

2 Proudhon y Rodbertus citados por Henry Grossman en La ley de Ja acumulacion y el derrumbe
del sistema capitalista. México, Siglo XXI, 1979, pig. 14.

11



12 FERNANDO CORTES/ROSA MA. RUBALCAVA

cionales en funcién de sus tamafios. Una situacién similar se debe encarar
cuando la problemitica demogrifica lleva a acentuar el interés por determi-
nar el tamafio mis adecuado de los centros urbanos o bien, las relaciones de
tamafio que se deben respetar para disponer de un sistema equilibrado de
ciudades que ayude a resolver los problemas de habitat caracteristicos de las
modernas sociedades industriales. Se levantan cuestiones de la misma indole
cuando se plantea el problema de la distribucion de la tierra. A veces el dile-
ma consiste en determinar si es mis justo repartitla de acuerdo al nimero de
miembros que componen cada familia campesina, que establecer tamafios
6ptimos de la explotaci6én segiin el tipo de cultivo, regién, calidad de la
tierra, etc., o bien entregirsela a empresarios capitalistas que produzcan mi-
nimizando el costo de los bienes salarios y de los insumos industriales.

Los ejemplos podrian extenderse casi ilimitadamente, pero lo que nos in-
teresa destacar es que la idea de equidad (a través de la cual se juzga la forma
como se ha repartido una variable), resulta estar bastante tefitda por juicios
de valor; aun cuando se lleven a cabo extensos desarrollos tedricos, desde cu-
yas profundidades parecen emerger con naturalidad y casi de manera inobje-
table los criterios que permitirian juzgar el grado de concentracién de una
variable. Asi, en la distribucién del ingreso se sostiene que se trata de en-
contrar aquella forma de reparticién que asegure el miximo de bienestar pa-
ra la sociedad, o bien, que garantice su desarrollo futuro sobre la base del
sacrificio del consumo presente. etc.

La seleccién del patrén que se usari para juzgar el grado de desigualdad
existente en una distribucién, al estar fuertemente relacionada con juicios de
valor, serd en si misma objeto de discusiones en las que dificilmente se podri
llegar a un acuerdo universal, puesto que en ellas se encontrarin involucra-
das posturas tedricas, politicas y metodol6gicas irreconciliables.

A pesar de estas consideraciones la técnica estadistica que habitualmente
se usa para estudiar la desigualdad social ha llevado a privilegiar explicita, o
a veces implicitamente, el criterio de igualdad democritica: A todos les debe
corresponder la misma cantidad. En el segundo capitulo mostraremos que el
indice de concentracién de Gini admite interpretarse como el grado en que
se desvia la distribucion efectiva de la variable con respecto a la generada por
la aplicacién de la norma democritica.

Es conveniente sefialar que la mayoria de los coeficientes estadisticos utili-
zados para indicar desigualdad usan como criterio la norma democritica, y
que por lo tanto, cuando recurrimos a ellos en una aplicacién particular sin
cuestionar su grado de adecuacion al problema que nos interesa, aceptamos
implicitamente la validez de ese patrén. Sin embargo, hay situaciones en
que dificilmente podemos sostener que nos interesa medir la desigualdad
.como desvio respecto al criterio de igualdad democritica. Tal seria el caso,
por ejemplo, de la distribucién espacial de la poblacién. El grado de con-
centracién en una zona no serd el mismo si zodos sus poblados tienen 1000
habitantes que si tienen 100.000, atin cuando en ambos casos la distribucién
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es uniforme. Un indice? que toma en cuenta esta diferenciacién, y que ha si-
do disefiado para medir desigualdad con base en informacién censal de
1970, utiliza como criterio la proporcién de la poblacién total asentada en
localidades muy urbanas. Este indicador alcanza su valor méximo cuando el
100% de la poblacién habita en una o mis localidades de mis de 250.000
personas y su minimo cuando toda la poblacién se encuentra dispersa en
conglomerados menores de 100 individuos.

Otro de los patrones empleados por la estadistica para juzgar acerca del
grado de equidad en la reparticién de una variable consiste en comparar las
diferencias de los montos individuales. En algunos casos la medici6n se reali-
za tomando en cuenta todas las discrepancias posibles, mientras que en
otros, se usan s6lo algunas de ellas para generar el indicador.

En este trabajo, dedicado exclusivamente al estudio de las técnicas
estadisticas para analizar desigualdad social, nos preocupamos fundamental-
mente por métodos de anilisis que involucran de preferencia el criterio de
igualdad democritica y s6lo con caricter secundario por aquellos que derivan
de la comparacién entre valores de variable. Sélo tangencialmente (en el
cuarto capitulo) ponemos el acento sobre el grado de determinacién que
ejerce la teoria sobre la seleccion de las medidas estadisticas. Dejaremos fuera
de nuestro campo todos aquellos indices que se originan en determinados
campos temdticos, como por ejemplo, la curva de Pareto,! el coeficiente de
Atkinson,’ etc.

En resumen, todo el material que se incluye en los capitulos siguientes es-
ti integramente dedicado a exponer y analizar los diferentes indicadores
estadisticos de desigualdad social. Cabe recordar que la mayoria se constru-
yen explicita o implicitamente sobre la base de la norma de igualdad de-
mocritica y que algunos derivan del criterio de comparacién entre valores de
variable.

1.2. Algunas nociones estrechamente relacionadas con /a idea de desigualdad

Para evitar confusiones, bastante frecuentes en los estudios empiricos, y
que de presentarse en la lectura de este texto podrian afectar la comprensién
del material que entregamos en los capitulos centrales, nos parece conve-
niente dedicar algo de espacio a perfilar tres ideas que aparecen casi siempre
estrechamente relacionadas a la nocién de desigualdad: nivel de la variable,
cambio en el grado (o nivel) de la concentracién, y forma de la desigualdad.

Desde el punto de vista meramente estadistico la concentracién tiene que

3 Ver, Enrique Calder6n: !'Un criterio estadistico para distinguir el medio rural del urbano’'.
Boletin informativo. Direccién General de Plancacién Educativa. Secretaria de Educacién Pd-
blica. México, junio de 1975.

4 ].S. Cramer, Economia empirica. Fondo de Cultura Econémica, México, 1973, pigs. 55 a 63.
3 Sen, Amartya, On Ecomomic Inequality. Clarendon Press, Oxford, 1973, pigs, 38 y 39.
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ver con la manera como se reparte el total de una variable entre un conjunto
de observaciones o unidades. Es decir, se define en términos de la distribu-
cién del monto total (por ej. Y) entre las n unidades. Es frecuente, para refe-
rirse a esta nocién, usar como simil la manera como se distribuye un paste/
entre ¢l conjunto de comensales.

A su tamaiio (el monto total Y de la variable) lo denominaremos “‘nive/
de la variable’’ . 1a diferenciacién entre el nivel (que se puede captar a través
de una medida de tendencia central) y su reparticién (es decir, el grado de la
desigualdad) resulta ser de fundamental importancia por cuanto nos propor-
ciona elementos clave para interpretar con precision los resultados que arro-
jan las medidas estadisticas. En efecto, el saber, por ejemplo, que la distri-
bucién del ingreso personal se concentr6 entre dos momentos en el tiempo
no nos da elementos para realizar aseveraciones sobre los cambios experi-
mentados por los niveles monetarios individuales. Podriamos llegar a soste-
ner, aunque casi seguramente de manera errénea, que si la reparticién del
pastel se ha concentrado ello significa que los ricos tienen ahora mis y los
pobres menos, de manera que los primeros tienen a su disposicién mis dine-
ro, los segundos menos y que en consecuencia, en comparacién con la si-
tuaci6n original, los ricos son ahora mis ricos y los pobres mis pobres. Estas
conclusiones pueden reflejar o no correctamente lo acontecido en el lapso
bajo consideracién, pero no es posible basarlas en la pura evidencia que nos
proporciona el aumento en el nivel de desigualdad.

Antes de continuar sobre esta linea de desarrollo, hay que hacer notar que
ya hemos introducido la nocién de cambio en el nivel de desigualdad, y se
refiere a las variaciones que experimentan a través del tiempo los niveles de
concentracién de una variable .

Volvamos ahora sobre la diferencia entre el nivel y grado de concentracién|
de una variable. Para ello consideremos algunos ejemplos numéricos que nos
permitan ilustrarla.

Tabla 1.1. Nivel constante de la variable y desigualdad creciente

Tiempo 1 Tiempo 2
Unidad Valor de la Unidad Valor de la
variable variable
1 5 1 1
2 10 2 10
3 100 3 104
115 115

6 También es posible hablar de comparacién entre niveles de desigualdad en lugar de cambio.
Al expresarse de esa manera se amplian las posibilidades de aplicacién, puesto que en lugar de
referirla s6lo a dos 0 mis puntos en el tiempo también se puede usar para estudiar diferencias en
el espacio.
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Tabla 1.2. Nivel constante de la variable y desigualdad decreciente

Tiempo 1 Tiempo 2 )
Unidad Valor de la Unidad Valor de la
variable vartable
1 5 1 7
2 10 2 10
3 100 3 98
115 115

En estas dos tablas hemos mantenido constante el total de la variable, es
decir, el tamaiio del pastel, y efectivamente se establece una relacién directa
entre el cambio en el grado de desigualdad y las cantidades que les corres-
ponden a las observaciones pobres y ricas: cuando la desigualdad es creciente
aumenta la distancia entre pobres y ricos y viceversa.En la tabla 1.1, en que
la concentracién es creciente hubo una redistribucion que favorecié a la uni-
dad mis rica y perjudicé a la mis pobre, lo que trajo como consecuencia que
la favorecida se enriqueciera atin mis y la perjudicada sea ahora mis pobre
que antes. La situacién exactamente inversa se produce en el caso en que
decrece el nivel de desigualdad, tal como se muestra en la tabla 1.2. Al man-
tenerse constante el tamafio del pastel una redistribucién progresiva se tra-
duce en un aumento de la parte que le toca a los pobres y en una disminu-
cién de la que queda en manos de los privilegiados.

Estos resultados s6lo nos permiten sostener que cuando se trata de la re-
particién de un total constante, la Ginica forma como se pueden alterar los ni-
veles de desigualdad es a través de redistribuciones que se manifiestan en
cambios de las cantidades de las diferentes observaciones. Un aumento en el
nivel de la concentracion nos permitiria afirmar que los miés ricos ahora
controlan una cantidad mayor que antes y los mis pobres una menor. Cuan-
do la desigualdad disminuyd, tuvo lugar un proceso inverso, es decir, una re-
distribucién progresiva.’

Sin embatgo, estas conclusiones no gozan de validez general. Es habitual
que en los anilisis concretos debamos enfrentar complejidades que surgen
del movimiento simultineo del nivel de la variable y de la manera como se
distribuye. Para analizar este segundo caso tomemos como ejemplo:

Tabla 1.3. Nivel creciente de la variable y desigualdad constante

Tiempo 1 Tiempo 2
Unidad Valor de la Unidad Valor de la
variable variable
1 5 1 10
2 : 10 2 20
3 100 3 200
115 230

’ Lo mismo habria acontecido si las redistribuciones se hubiesen realizado entre la segunda y la
primera unidad, o bien entre la segunda y la tercera.
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Al duplicarse el tamafio del pastel también se han multiplicado por dos
los montos de cada una de las tres unidades, por lo que el grado de desigual-
dad no se ha visto afectado entre los tiempos 1 y 2. Este resultado nos permi-
te sostener que el grado de desigualdad constante a través del tiempo signifi-
c6 una mejora absoluta que afectd proporcionalmente por igual a todas las
observaciones. Los aumentos que perciben las unidades son porcentualmen-
te idénticos pero los tamafios dependen de cuidnto se haya modificado el to-
tal de la variable que se distribuye.

La situaci6n inversa, es decir, la de un empobrecimiento general sin haber-
se alterado el nivel de la desigualdad, habria sido consecuencia de una caida
en el total que se reparte.

Examinemos a continuacién lo que ocurre si el nivel de la variable es cre-
ciente y la desigualdad es decreciente o creciente:

Tabla 1.4. Nivel de la variable y grado de desigualdad creciente

Tiempo 1 Tiempo 2
Unidad Valor de la Unidad Valor de la
variable variable
1 5 1 7(3)
2 10 2 20 (20)
3 100 3 203 (207)
115 230 (230)
Tabla 1.5. Nivel de la variable creciente y desigualdad decreciente
Tiempo 1 Tiempo 2
Unidad Valor de la Unidad Valor de la
variable variable
1 5 1 15 (9)
2 10 2 20 (10)
3 100 3 195 (99)
115 230 (118)

En las tablas 1.4 y 1.5 la cantidad total que se distribuye se ha duplicado.
En la tabla 1.4 la desigualdad en el tiempo 2 es mayor que en 1y en la tabla
1.5 es menor.

Los datos de la tabla 1.4 nos indican que a pesar de haberse duplicado el
nivel de la variable sélo la segunda observacién experimentd un cambio en
esa misma proporcidn en tanto que la tercera obtuvo un incremento mayor
que el doble y la primera uno menor. Las variaciones sefialadas nos permiten
sostener que la distribucién se concentré. Los niimeros entre paréntesis que
conforman la Gltima columna de esa tabla reflejan una situacién similar. La se-
gunda obsetvacién mantiene su participacién relativa en el total tanto en 1 como
en 2, la primera la ha disminuido, y la tercera la aumenté. Por tanto, en los dos
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casos creci6 el nivel de desigualdad en el lapso considerado, pero en el pri-
mero todas las unidades poseen ahora una cantidad mayor que la que tenian
en el tiempo 1. En otros términos, entre los tiempos sefialados todas las ob-
servaciones cuentan con un monto mayor de la variable: tienen mis, por lo
tanto se enriquecen. Las cifras entre paréntesis nos revelan una situacién dis-
tinta en términos de las cantidades que se poseen en uno y otro momento.
La segunda y tercera observaciones mejoraron en el lapso considerado,
mientras que la mis pobre sufti6 una caida (tenia 5 y ahora sélo tiene 3).

Estos resultados nos permiten afirmar que si aumentan simultineamente’
el nivel de la variable y su grado de concentracién, entonces la mayor desi-
gualdad no necesariamente significa un empobrecimiento de los pobres y
una mejoria de los ricos. El incremento en el nivel y grado de desigualdad
puede ser compatible con un alza en las cantidades en manos de todos o en
una caida de los montos percibidos por los mis pobres. -

En la tabla 1.5 se puede apreciar que al multiplicarse por dos el tamafio
del pastel se ha més que duplicado la cantidad que posee la primera unidad
y lo contrario ocurre con la mis rica. Como la participaci6n relativa de la segunda
observacién se mantuvo constante, los movimientos que tuvieron lugar en el
periodo originaron una caida en el grado de desigualdad. La informacién
contenida en la tabla nos indica una situacién en la que la desigualdad
decreciente corresponde a un aumento en todas las observaciones. El alza del
nivel y la disminuci6n de la concentracién no contradicen la mejoria de to-

dos.

Pero si observamos las cantidades encerradas por paténtesis percibimos, en
primer lugar, que ha habido un leve crecimiento del total (ha aumentado s6-
lo en tres; pasé de 115 a 118). En segundo lugar, hay que notar que la obser-
vaciéon mds pobre logra una mejora relativa mayor que la propocién de
aumento en ¢l total y al mantenerse constante la de la segunda resulta que se
ha producido un deterioro en la mas rica. La unidad mi4s rica empobrecié no
s6lo en relaci6n a las restantes (es decir en términos relativos) sino que tam-
bién de manera absoluta ya que poseia 100 y ahora s6lo dispone de 99. Estos
movimientos se sintetizan en una disminucién del grado de desigualdad.

Los resultados anteriores entregan elementos que permiten afirmar que
cuando el total de una variable aumenta y la desigualdad disminuye, signifi-
ca que todas las observaciones se enriquecieron o bien que las mis benefi-
ciadas poseen ahora menos de lo que disponian.

Para dar término al examen de la relacién entre el nivel de una variable y
el grado de su desigualdad, veamos lo que acontece si se reduce el monto to-
tal. -
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Tabia 1.6. Nivel decreciente de la variable y desigualdad constante

Tiempo 1 Tiempo 2
Unidad Valor de la Unidad Valor de la
variable variable
1 5 1 2.5
2 10 2 5.0
3 100 3 50.0
115 57.5

El total de la variable experiment6 una caida del 50% entre los instantes
considerados. Sin embargo, el nivel de la desigualdad no se alter6 ya que se
mantuvieron todas las participaciones relativas de las observaciones, es decir,
fueron objeto de una disminucién en la misma proporcién. La reduccién en
¢l tamafio del pastel se distribuy6 proporcionalmente por igual. Este sencillo
cjercicio numérico nos sefiala el hecho que el grado de desigualdad no se ha-
ya alterado, bajo ningiin punto de vista debe interpretarse como que nada
ha cambiado. Por el contrario, nos indica que si el nivel de la variable decre-
ci6 a través del tiempo, entonces todas las observaciones han resentido el
mismo porcentaje de reduccién que el monto total y en consecuencia sus
correspondientes cantidades bajaron.

Tabla 1.7. Nivel decreciente de la variable y desigualdad creciente

Tiempo 1 Tiempo 2
Unidad Valor de la Unidad Valor de la
variable variable
1 5 1 1.5 (2.00)
2 10 2 5.0  (9.90)
3 100 3 51.0 (101.95)
115 57.5 (113.85)

En esta tabla hemos incluido dos ejemplos. En el primeto la variable suftié
una caida de un 50%. Esta disminucién afect6 a todas las observaciones que
redujeron sustancialmente sus cantidades al mismo tiempo que se alteraron
sus participaciones relativas (excepto la de la segunda). En efecto, la segunda
observacién experimenté una reduccién del 50%, la mis pobre sufrié una
disminucién porcentual mayor y la més rica una caida relativa menor que esa
cifra. Estos movimientos se traducen en un incremento en el nivel de desi-
gualdad. Sintéticamente podemos decir que la caida en el nivel conduce a
un empobrecimiento de todas las unidades a través del tiempo lo que indica
que una mayor desigualdad no necesariamente significa que disminuyen las
cantidades en manos de las unidades pobres y aumentan las de las ricas.

Los nimeros entre paréntesis nos sefialan un caso distinto. La caida en el
tamafio del pastel ha sido mucho menos dristica (s6lo alcanzé un 1%) pero
la disminucién se reparte de manera desigual. La primera observacién sufre
una reduccién bastante mayor que ese porcentaje lo que posibilita que la ter-
cera aumente la cantidad que poseia en el tiempo 1. La combinacién entre
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nivel decreciente y desigualdad creciente asumi6 la forma de un empobreci-
miento de la unidad mis pobre y un enriquecimiento de la mis rica.

fsta tabla nos muestra de manera simplificada que un proceso de con-
centracion a través del tiempo, no autoriza a concluir que los ricos son mis
ricos que antes. Si ha decrecido el tamafio del pastel (de decir, si cay6 el -
monto del crédito disponible, el ingreso personal, la cantidad de tierra
agricola, etc.) todas las observaciones pueden tener menos o bien las mis
pobres pudieron ser perjudicadas y las mds ricas beneficiadas. Este ejemplo
nos proporciona evidencia en favor de nuestro argumento de seEa.ra.r clara-

mente las proposiciones qu d i de las va.rlacmncs en el total de la gg :
riable, de aquellas que n a partir del cam
gualdad.
Tabla 1.8. Nivel decreciente de la variable y desigualdad decreciente
Tiempo 1 Tiempo 2
Unidad Valor de la Unidad Valor de la
’ vartable variable
1 5 1 4.5 (5.5)
2 10 2 5.0 (5.0)
3 100 3 48.0 (47.0)
115 57.5 (57.5)

En el tiempo 2 el monto total de la variable es la mitad de lo que era en el
1. A pesar de ello s6lo la segunda observacién experiment6 una reduccién en
la misma proporcién, ya que la tercera sufrié una caida proporcional mayor
que 0.50 y la primera una disminucién menor que ese porcentaje. Estos mo-
vimientos se expresan sintéticamente en el hecho que la desigualdad ha
decrecido. Pero el que la concentracién sea menor que antes, no es contra-
dictorio con las menores cantidades que poseen todas las observaciones. La
tabla nos muestra que los montos en manos de las tres unidades son mis pe-
quefios. Desigualdad decreciente no significa deterioro de los privilegiados
en beneficio de los pobres.

Las cifras entre paréntesis reflejan una situacién en que también tuvo lu-
gar una disminucién simultinea en el nivel de la variable y en la concentta-
cién, pero presenta el caso en que la unidad mis pobre es objeto de una me-
jora (tenfa 5.0 y cambi6 a 5.5) y la mis rica de una caida (pasa de 100 a 47).

Los dos casos que hemos ejemplificado en la tabla nos proporcionan eviden-
cia adicional para insistir en la conveniencia de separar, desde el punto de
vista analitico, los cambios que se producen en el grado de la desigualdad de
aquéllos que afectan el nivel de la variable.

A través de estos sencillos ejemplos numéricos hemos tratado de delimitar
el tipo de aseveraciones vilidas que pueden derivarse de los cambios en el
grado de desigualdad. Si disponemos del valor que asume un indicador de
concentracién en el tiempo 1 (1) y del que toma en el instante 2 (I,) y cons-
tatamos una disminucién (aumento) bajo ningdn punto de vista estamos cn

J
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condiciones de sostener, con esa sola evidencia, que los pobtes son menos
(mds) pobres y que los ricos menos (mds) ricos. Los casos presentados nos
muestran que para realizar afirmaciones sobre los cambios que experimenta-
ron las cantidades debemos analizar sus valores absolutos. Las alteraciones en
los niveles de desigualdad se relacionan con modificaciones en las participa-
ciones relativas.

En el conjunto de tablas que hemos presentado tenemos una serie de casos
en que la variacién en el nivel de la variable y en el grado de la desigualdad,
no permite extraer conclusiones respecto al cambio en las cantidades.

De los casos examinados sélo el ptimero, es decir, aquél en que el nivel de
la variable se mantiene entre ambos tiempos, nos permite inferir, a través
de las variaciones en el grado de la desigualdad, lo sucedido en los montos.
Nuestro ejemplo nos muestra que si ésta fuese la situacién, una menor con-
centracién significaria una mejora en el monto de los pobres y una caida en
el de los ricos. Exactamente lo inverso serd vilido si aumenta el grado de la
desigualdad.

Al estudiar la variaci6n temporal experimentada por una distribucién de
frecuencias, normalmente observamos que se presenta el cambio en la desi-
gualdad aparejado con alteraciones en el nivel de la variable. Esto quiere de-
cir que s6lo en casos relativamente excepcionales podremos predicar sobre lo
que sucedi6 con las cantidades. Un ejemplo de este caso excepcional se pre-
senta en el estudio de la distribucién de la tierra en un pais cuya frontera
agricola no se ha expandido.

Es bastante frecuente que nos encontremos con anilisis de desigualdad so-
cial en los que al realizar las mediciones correspondientes y hallar, por
ejemplo, que ha tenido lugar un proceso de concentracién, se sostenga que
se han producido transferencias de los pobres hacia los ricos. O que al consta-

, tar que la desigualdad ha disminuido se afirme que hubo un flujo de los pri-
; vilegiados hacia los desposeidos. Después de los ejemplos que hemos de-
- sarrollado es evidente que aseveraciones como ésas s6lo pueden formularse
- vilidamente en el caso de que el total de la variable repartida se haya mante-
. nido constante; en toda otra situacién resultarin, en general, falaces. La va-
 riacién en el grado de desigualdad dependeri, tanto de la manera como se
. distribuya el aumento (disminucién), cuanto de las transferencias, si es que
. las hubo.

Pongimonos en el caso de que a través de un procedimiento estadistico
logramos construir un indicador que refleja de manera sintética el grado de
desigualdad de una distribucién de frecuencias. Denotemos por I e I, las
mediciones referidas a dos momentos y supongamos que entre los instantes 1
y 2 los valores asumidos por los indicadores resultan ser iguales: I, = I, ;C5-
mo deberiamos interpretar este resultado?

Estrictamente, sélo indica que el grado de desigualdad originado por la
manera como se repatte la variable no se alter6 con el transcurso del tiempo.
Vimos en las piginas anteriores que los pobres pueden haber mejorado o
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empeorado aun cuando haya tenido lugar un proceso de concentracién. Es
decir, las tablas nos mostraron que existe cierta independencia entre las va-
riaciones en las cantidades y el grado de la desigualdad. Pero nuestra afirma-
ciébn ha sido atin mis fuerte ya que sostuvimos que la combinacién entre los
cambios en el nivel de la variable y la desigualdad no determinan
univocamente el sentido de las alteraciones en los montos que poseen las
unidades. Asi, por ejemplo, si en un pais tuvo lugar un proceso de con-
centracién del ingreso personal en circunstancias en que su masa ha sido cre-
ciente, no podriamos concluir automiticamente que las capas desposeidas de
la sociedad disminuyeron su nivel de vida y las favorecidas, por el contrario,
lo aumentaron. Es posible que se presente el caso de que todas las clases ha-
yan experimentado un crecimiento en sus ingresos aunque con diferentes ta-
sas. La mayor desigualdad se explicard porque las clases bajas habrian visto
afectados sus niveles previos de ingreso por tasas menores que la promedlo ¥
las capas privilegiadas por tasas mayores.

Pero hagamos caso omiso de las fluctuaciones en los niveles de la variable
bajo el supuesto de que la concentracién arroja como resultado I, = I,. Enel
supuesto de que el nivel de la variable se mantiene constante 'a través del
tiempo ¢qué afirmacién estariamos en condiciones de hacer respecto a la
fluctuacién temporal de la desigualdad?

A primera vista pareciera que nada aconteci6 con las participaciones relati-
vas. Es decir, como el nivel de la variable se mantuvo y no cambié el grado
de la desigualdad, pareceria l6gico concluir que la reparticion de la variable
es la misma en uno y otro momento en el tiempo. El mismo problema, pero
mirado desde otro 4ngulo, nos lleva a plantear que dado un nivel constaute
de la variable el que no se modifiquen las proporciones implica no sélo un
nivel de desigualdad fijo, sino también que no se alterarian las cantidades
absolutas.

Sin embargo, el hecho de que no se hayan alterado los niveles de la va-
riable ni el grado de desigualdad existente en la distribucién no permite
concluir que se mantuvieron las participaciones relativas y absolutas. El indi-
cador del grado de desigualdad que nos dice que I, = I,, entrega una medi-
da resumen que se puede conformar de diversas maneras para arrojar un mis-
mo resultado. Cada uno de los caminos para obtenerlo es producto de las 4#-
versas formas que conducen a un mismo grado de concentracion. Esta si-
tuacién es andloga a la que se presenta entre las medidas de posicién y de
dispersi6n en la estadistica descriptiva. Podriamos pensar que el indicador I
juega el papel de una medida de tendencia central y que a la forma de /a de-
sigualdad le corresponde un papel similar al de las medidas de dispersién.

Incorporar el anilisis de la forma de la desigualdad puede resultar bésico
para disponer de una imagen relativamente acabada de los procesos que han
afectado la manera como se distribuye una variable. Para ilustrar el papel
que juega el estudio de la forma de la desigualdad, tomemos, a manera de
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ejemplo, el caso en que nos interese seguir la pista de la evolucién de la
distribucién del ingreso personal clasificado en seis categorias: obreros,
empleados, trabajadores por cuenta propia, empleados domésticos, fuerzas
armadas y empleadores. Ademds, supéngase que se constata que la variable
ingreso personal no ha sufrido cambios en su nivel y que a través de un coefi-
ciente de concentracién establecemos que I; = I,. La situacién descrita con-
cuerda perfectamente con el hecho de que, por ejemplo, los obreros hayan
mejorado su situacién tanto relativa cuanto absoluta y que los empleados do-
mésticos la hayan deteriorado desde ambos puntos de vista en el lapso consi-
derado. El valor del indicador en el tiempo 2 resultari igual al que asumié
en el tiempo 1, debido a que los dos movimientos de sentido contrario se
cancelaron dejando inalterado el valor global de la medida.

Si nos quedarrios s6lo en el nivel de la informacién que nos proporciona el
coeficiente de concentracién, Gnicamente estatemos en condiciones de afirmar
que el grado de desigualdad no ha variado en el periodo. Formularse interro-
gantes respecto a la forma de la concentracién permite dirigir nuestra aten-
cién hacia las participaciones relativas, cuestion que puede ser de importan-
cia en algunos casos concretos. Supongamos que en nuestro ejemplo las me-
didas econémicas se orientan hacia una redistribucién del ingreso que per-
mita sentar bases para obtener el apoyo politico de las clases desposeidas de
la sociedad y que al observar que I, = I, se concluye que la politica ha sido
inefectiva. Pero hemos visto que a pesar de este resultado puede haber teni-
do éxito en la medida que ha beneficiado al sector obrero. Probablemente lo
inconsistente en el ejemplo, seria considerar que forma parte del mismo pro-
pésito petjudicar a los trabajadores domésticos. Estos cambios pueden o no
estar de acuerdo con los objetivos politicos propuestos lo que no es motivo de
preocupacién en esie trabajo. Lo que interesa destacar es que a partir de la
nocion forma de la desigualdad surgen interrogantes que dirigen el andlisis a
una dimensi6én dei problema que no se agota en el simple estudio de la va-
riacién experimentada por el grado de desigualdad.

En relacién a este tipo de inquietudes nos resta considerar el caso limite
que presentamos en la siguiente tabla:

Tabla 1.9. Redistribucion enire las observaciones extremas

Tiempo 1 Tiempo 2
Unidades Valores de la Unidades Valores de la
variable variable
1 5 3 5
10 2 10
3 100 1 100
115 115

La observacién que menos tenia en el tiempo 1 recibié 95, provenientes de
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la mis rica. De este modo se ha producido una inversién total de las posi-
ciones extremas. La que originalmente era mis pobre pasa a ser ahora la mis
rica y viceversa. Desde el punto de vista estrictamente estadistico no se han
producido modificaciones en el grado ni en la forma de la desigualdad. Ello
es una consecuencia directa de uno de los principios estadisticos bisicos se-
gun el cual se acepta pérdida de informacién (considerada como no relevan-
te) para estar en posicién de resumir y sisternatizar los datos. Ahora bien,
puede acontecer que las interrogantes que guian algunos estudios de desi-
gualdad impliquen la necesidad de mantener la individualidad de las obser-
vaciones. Este seria el caso, por ejemplo, en que consideritamos como uni-
dades las capas sociales del campo de un pais: burguesia agraria, oligarquia
terrateniente y campesinado; y de que estuviéramos preocupados por la for-
ma como se distribuye la tierra.

A lo largo de esta exposicién vimos que en los estudios de desigualdad so-
cial suelen entrelazarse varias dimensiones.

(i) El nivel global que alcanza el total de la variable y sus modificaciones
en el tiempo. Para dar cuenta de ellas, desde el punto de vista estadistico, se
debe recurrir al uso de la medida de tendencia central mis apropiada al tipo
de problema que tratamos, de esta manera se llega a establecer si el nivel de
la variable es constante, creciente o decreciente.

(ii) El grado (o nivel) de desigualdad existente en una distribucién de fre-
cuencias y sus variaciones temporales. Para capturar el nivel de desigualdad
(es decir la forma como se reparte un total entre un conjunto de observa-
ciones o casos) se construyen una serie de indicadores estadisticos que confor-
man la mayor parte del material. En los capitulos siguientes hablaremos de
ello. El propésuo algunas veces implicito, al establecer la medicién del nivel
de concentracién consiste no s6lo en tener una idea de cudn préximo se en-
cuentra el valor calculado, al que representa la situacién de concentracién
maxima o al que simboliza la equidistribucién, sino también en disponer de
una evidencia que permita sostener si el grado de desigualdad se ha mante-
nido, aumentado o disminuido en el lapso que considera el estudio.

Puede ser interesante, para los prop6sitos de un estudio, saber si la distri-
bucién del crédito piblico entre empresas privadas con capitales de origen
Gnicamente nacional o con capitales extranjeros, se ha concentrado o no y en
caso afirmativo, identificar a favor de cuidles lo ha hecho. Pero este tipo de
preocupacién no puede investigarse a través del anlisis de los resultados glo-
bales que nos proporcionan las medidas de concentracién, sino que requiere
de tratamiento especial.

(iii) Segin acabamos de ver, otra de las cuestiones que es materia de pre-
ocupacién en los estudios de desigualdad social es la de llegar a conocer
quiénes han sido los petjudicados y quiénes los beneficiados. Sin embargo,
esta inquietud resulta atn muy vaga para orientar el camino del anilisis
estadistico. En efecto, podria pensatse que nuestro interés se centra en es-
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tablecer, en un momento del tiempo, qué obsetvaciones admiten ser califi-
cadas como ricas y cuiles como pobres, o equivalentemente se trataria de for-
mar dos conjuntos, uno constituido por todas aquellas unidades que poseen
menos que lo que indica la aplicacién de una norma y el otro formado por
las observaciones que tienen mis que lo que ella dicta. Entonces deberfamos
llevar a cabo una comparacién entre los casos que conforman la distribucién
de frecuencias.

Ese mismo interés también podria entenderse dinimicamente aunque en
dos sentidos distintos: quiénes han resultado perjudicados o beneficiados
por la distribucién, tanto en términos absolutos como relativos. Si la preocu-
pacién es en el primero de estos sentidos, deberiamos captar la variacién
temporal de la cantidad que posee cada observacién (intervalo, estrato o cla-
se). De este modo estariamos en condiciones de afirmar si una unidad parti-
cular ha mantenido, mejorado o empeorado el monto que tenia en un tiem-
po anterior. Cuando la observacién es un agregado, entonces habrd que
controlar las posibles variaciones de tamafio de los intervalos de clase, lo que
se puede hacer examinando la variacién de los totales por unidad (per
cipita).

Si nos interesa establecer cuiles casos han resultado relativamente perjudi-
cados o beneficiados por la variacién en el reparto, deberiamos comparar las
proporciones que controlaban con las que ahora poseen. Estas proporciones
se deben calcular con respecto al total de la variable en cada momento y re-
alizar la comparacién en el tiempo. Se trata de mediciones efectuadas verti-
calmente, en contraposicién con aquéllas que permiten seguir los cambios
absolutos, que se establecen horizontalmente.

Los anilisis en sentido vertical, combinados con comparaciones a través
del tiempo, nos entregarian elementos para individualizar los casos que han
resultado relativamente perjudicados o beneficiados, a través de esa informa-
cién llegaremos a adquirir una idea mis o menos precisa respecto 2 la va-
riacién que experimentari la forma de /a desigualdad. El anilisis de las pro-
porciones calculadas con respecto al total en varios puntos del tiempo o algu-
nas funciones matemiticas de ellas nos permitird seguir la evolucién de los
cambios en la forma de la concentracién.

Cualquier investigacién que se proponga como objetivo central estudiar la
desigualdad en la reparticién de una o mis variables, presenta mezcladas las
interrogantes que hemos destacado en esta seccién, en unién con otras que
no interesan a nuestros propdsitos. Vimos que las distintas preguntas remi-
ten a diferentes estrategias de anilisis estadistico: medidas de tendencia
central aplicadas sobre toda la distribucién o calculadas para cada intervalo
de clase y sus correspondientes cambios a través del tiempo; elaboracién de
coeficientes de concentracion, definicién de indicadores que dan cuenta de
la forma de la desigualdad y de sus variaciones. Las distintas dimensiones in-
volucradas pueden separarse analiticamente por medio de la aplicacién de
una bateria de instrumentos estadisticos lo que permite, en la integracién
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posterior de los resultados parciales, una percepcién mis o menos coherente
de los distintos aspectos contenidos en el grado y en el cambio de los niveles
de desigualdad.

Los limites que hemos impuesto a nuestro trabajo nos han llevado a privi-
legiar el tratamiento de la medicién del nivel de la desigualdad, su cambio y
su forma. Hemos dejado fuera de la exposicién sistemitica todo lo que dice
relaci5n con niveles de la variable y con patticipaciones absolutas.? Esto no
quiere decir que no los incorporemos a nuestros argumentos cuando conside-
remos que son necesarios para una mejor comprensién del material o para es-
tablecer los conceptos con mayor precisién. La exposicién de tales temas no
forma parte central de este texto sino que constituye el principal objetivo de
los libros dedicados a la estadistica descriptiva.

1.3. Medicion estadistica de la desigualdad y criterios que deben satisfacer
los "‘buenos’’ indicadores de concentracion

Una vez que hemos especificado lo que entenderemos por grado de la con-
centracién y por cambio en su nivel, se nos presenta la necesidad de pro-
poner algunas medidas estadisticas. Se trataria de definir algunas funciones
matemdticas que nos petmitan distinguir entre diversos grados de concentra-
cién y que ademis posean la caracteristica de ser sensibles a sus variaciones en
el tiempo.

El problema que se nos plantea puede pensarse como una situacién bas-
tante normal dentro de la estadistica, en la que es posible recnocer los si-
guientes momentos:

i)  se establece un concepto no muy precisamente definido, en el sentido
que no determina la forma de medirlo;

ii) se proponen maneras alternativas para cuantificarlo generindose de
este modo varios indicadores que serdn la expresién numeérica del con-
cepto; y

iii) se introducen una serie de criterios que deberin cumplir las buenas
medidas, para seleccionar uno o algunos de estos indicadores.

Tomemos algunos ejemplos para ilustrar estas ideas.

Dentro de la estadistica descriptiva la nocién ‘‘posicién de una distribu-
cién de frecuencias’’ no se encuentra definida mas alld de una referencia a su
representacién grifica. Las distintas medidas de tendencia central pueden
entenderse como indicadores de posicién que buscan dar concrecién numéri-

8 El uso de este instrumental estadistico dentro del campo de la desigualdad social se puede
consultar en: F. Cortés y R. Yocelevzky La distribucion del ingreso en el gobierno de la Unidad
Popular (1970-1972). México, 1979.
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ca a diversas formas de hacer operacional el concepto: centro de gravedad de
la distribucién (promedio); el valor mis frecuente (modo); el valor que divi-
de a la distribucién en dos partes iguales (mediana). Para seleccionar una de
ellas y aplicarla en un anilisis particular se recurre a criterios tales como sensi-
bilidad respecto a valotes exttemos, propiedades que las caracterizan, cono-
cimiento de sus distribuciones de muestreo, etc.

Encontramos otro caso en la estadistica inferencial donde se define el con-
cepto ‘‘estimador’’ como una funcién de las observaciones muestrales. Para
seleccionar entre las posibles funciones que cumplen con los requisitos de la
definici6én se introducen una serie de criterios que deben cumplir los buenos
estimadores: insesgamiento, eficiencia relativa, varianza minima, suficien-
cia, consistencia, etc. Es usual que algunos estimadores cumplan con ciertos
criterios y que otros satisfagan conjuntos diferentes de requerimientos. En
consecuencia, el estimador que se elija resultard de la importancia que se ad-
judique a cada criterio.

El tercer ejemplo lo tomamos del anilisis de relacién entre atributos. El
concepto de ‘‘asociacién’’ se define como opuesto al de independencia y por
tal se entiende la independencia estadistica como se expresa dentro de la
teoria de probabilidades. Esta vertiente ha originado toda una linea de coefi-
cientes que giran en torno a x2. El criterio bdsico que permite discriminar
entre las diferencias medidas radica en la capacidad que muestran para al-
canzar los valores extremos del intervalo limitado por * 1. Sin embargo, con
el trabajo de Goodman y Kruskall® se inaugura una linea de desarrollo distin-
ta que entiende la asociacién como el grado de correspondencia entre una
proposicién tedrica y su expresién en una tabla de distribucién de frecuen-
cias. Se define la forma en que teéricamente deberian relacionarse las va-
riables y a partir de ella se genera una distribucién de las observaciones que
debe ser contrastada con la distribucién empirica.'

En consecuencia quien se enfrenta a una tabla de contingencia, tiene a su
disposicién gran cantidad de indicadores de asociacién que no sélo corres-
ponden a maneras diferentes de aproximarse a una misma idea sino que ade-
mis apuntan hacia conceptos distintos.

En la medicién de la desigualdad también se nos presenta un problema
cuya naturaleza coincide con lo ejemplificado. Se trata de los requisitos que
deben cumplir las buenas medidas destinadas a seleccionar el indicador mis
adecuado en una aplicacién particular. Los critetios constituyen el tamiz
que nos permitiri discriminar estadisticamente entre unos y otros.

A continuacién nos dedicaremos a exponer el conjunto de requisitos bisi-
cos que deben satisfacer las buenas medidas de desiguatdad. A lo largo del

? Goodman y Kruskall. **Measures of Association for Cross Classifications’”. J. of the Statistical
Association, 49, 1954, pigs. 732-764.

19 Ver David Hildebrand Analysis of Ordinal Data. Sage Publications Inc. California, U.S.A.
1977.
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texto incluiremos otras exigencias que emergen del tratamiento de algunos
problemas particulares cuya inclusién, en este capitulo introductorio, seria
extemporinea y nos enviatia sobre conceptos que a estas alturas de] de-
sarrollo resultarian dificilmente aprehensibles.

Las propiedades minimas que caracterizan a los buenos indicadores de desi-
gualdad son:

(i) La medida debe ser invariable a las transformaciones proporcionales o
ca.n:'bios de escala.

Supongamos que aplicamos un coeficiente de desigualdad sobre una
distribucién de frecuencias y que obtenemos como resultado I = 4, es decir,
el grado de desigualdad es igual al valor numérico 2. Ahora bien, si cam-
biamos la unidad de medida de la variable el valor del indicador deberi
mantenerse en 4.

Es fécil apreciar por qué éste debe ser un requisito. Consideremos, a ma-
nera de ejemplo, que disponemos de la distribucién de frecuencias del
ingreso personal medido en pesos y que al aplicar un coeficiente concluimos
que el nivel de la desigualdad es igual a 4. Ahora bien, si en lugar de raedir
el ingreso en pesos lo hacemos en centavos (es decir, aplicamos una transfor-
macién proporcional a la variable) la distribucién no se altera, por lo que el
nivel de la concentracién medido por ese coeficiente deberi seguir siendo
igual a 2.

Otro ejemplo de la misma indole seria el de la medicién de la concentra-
cién de la propiedad agraria. El indicador deberd medir el mismo grado de
desigualdad si la superficie se expresa en hectireas o en metros cuadrados.

Si proponemos una medida de desigualdad sensible a este tipo de cam-
bios, entonces deberi desecharse o bien corregirse. Asi por ejemplo, en el
préximo capitulo veremos que la varianza puede proponerse como medida
de desigualdad, pero segiin una de sus propiedades elementales, al multipli-
car por una constante los valores de la variable su valor se modifica en el
cuadrado de la constante (es decir es sensible a los cambios de escala) lo que
puede corregirse, dividiéndola entre el cuadrado de la media aritmética. De
esta manera ¢l indicador de concentracién es el cuadrado del coeficiente de
variabilidad.

(ii) La medida debe cumplir con la condicién Pigou-Dalton."

A la distribucién de frecuencias de una variable se le aplica una medida de
desigualdad y se obtiene su grado de concentracién. Si de la cantidad que
cotresponde 2 una unidad favorecida se extrae una parte y se transfiere a una
perjudicada, el indicador propuesto debe reflejar una caida en el nivel de la
desigualdad. Es decir, en tanto se apliquen redistribuciones sucesivas en fa-
vor de los casos que menos tienen, mas y mis debe caer el valor del coeficien-

1 Ver Sen Amartya op. cit, pigs. 31y 32.
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te. La condicién Pigou-Dalton exige que para calificar una medida de desi-
gualdad como un buen indicador, ésta debe marcar una caida sistemitica
siempre que nos aproximemos, a través de redistribuciones sucesivas,'? a la
equidistribucién. Es decir, si las transferencias nos aproximan paulatinamen-
te a la distribucién que se deberia generar de acuerdo a la aplicacién de la
norma (que en nuestro caso siempre serd la democritica) el coeficiente debe-
14 disminuir significativamente su valor. Al contrario, deberi ser creciente
en la medida que las transferencias favorezcan a los beneficiados en perjuicio
de los desfavorecidos. |

En términos grificos la condicién Pigou-Dalton establece que debe haber
una relacién directa entre el grado de desigualdad y la medida de concentra-
cién.

Grifica 1.1
Condicion Pigou-Dalton

CHPIOUEO—TZ —~

[ )

L =0 DESIGUALDAD L

En el eje horizontal de esta grifica hemos representado el nivel de desi-
gualdad y en el vertical los valores que asumen los indices I,, I, e I,. Supone-
mos que partimos de una distribucién de frecuencias con un nivel de con-
centracién original igual a ¢. Por medio de redistribuciones sucesiva en favor
de las unidades pobres, nos movemos hacia la izquierda hasta alcanzar el
punto de equidistribucién simbolizado por L, = 0; a través de transferencias
en favor de las observaciones favorecidas nos movemos hacia la derecha has-
ta llegar al valor maximo L_. La condicién Pigou-Daltoh impone como re-
quisito que el indicador mantenga una relacién directa con las variaciones en

12 Nétese que se supone implicitamente que el nivel de la variable es constante.
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el grado de la desigualdad. Por construccién de la grifica I,, 1, e I, satisfacen
este requisito.

En el préximo capitulo veremos que la desviacién media relativa es un co-
eficiente que sélo cumple parcialmente con este criterio.'? Sin embargo, casi
todas las medidas que normalmente se usan para indicar el grado de con-
centracién lo satisfacen.

(iii) El coeficiente de concentracién debe satisfacer la condicién de cambio
relativo.

Este requisito exige de los indicadores una sensibilidad diferencial para
marcar cambios en los grados de concentracion segiin el nivel en que se reali-
cen las transferencias. Asi por ejemplo, si se lleva a cabo una redistribucion
de cierta cantidad de tierra de una persona que posee grandes extensiones en
favor de un minifundista, el coeficiente debiera marcar una caida mayor
que si la transferencia por la misma cantidad favorece al propietario de un
predio de tamafio medio.

El criterio de cambio relativo exige que la medida de desigualdad experi-
mente una caida mayor si la redistribucién del ingreso se hace contra la
burguesia, en favor del proletariado, que si la transferencia favorece a las ca-
pas medias.

La condicién Pigou-Dalton se satisface si la variacién experimentada por
la desigualdad en redistribuciones sucesivas es lineal, mientras que la condi-
~ cién de cambio relativo exige que la relacién sea no lineal. La caida en el ni-
vel de concentracién deberia ser mayor en tanto la transferencia se lleve a ca-
bo entre observaciones ubicadas en diferentes niveles de la variable. El tras-
paso de una unidad de un caso que tiene 10 a otro que sélo posee 5, debiera
originar una caida mayor en el coeficiente que si tomamos esa misma canti-
dad de uno que posee 1000 en favor de otro que posee 500.

En el eje de abscisas de la grifica 1.2. hemos representado grados crecien-
tes de desigualdad desde el origen hacia la derecha. Suponemos que inicial-
mente existe cierto nivel de desigualdad representado por 4. Nos movemos
hacia puntos de mayor igualdad a través del expediente de redistribuir cada
vez la misma cantidad entre observaciones contiguas, que previamente jerar-
quizadas de menor a mayor en funcién de las cantidades que tienen. Las cur-
vaturas de los indices I’}, I’, e I, reflejan el hecho que una transferencia del
mismo monto dari lugar a variaciones distintas en el coeficiente de desigual-
dad segiin el nivel en que se realice.

13 Ver Sen Amartya, op. crt., pigs. 25 y 26.
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Grifica 1.2,
Condicion de cambio relativo

AmMEOO>A=0Z -

>
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gualdad y su indicador. Pero, una medida que posea la propiedad Pigou-
Dalton no necesatiamente cumple con el critetio de cambio relativo.

Los tres requisitos bisicos que deben satisfacer las buenas medidas de desi-
gualdad nos dan elementos para abordar problemas concretos. Sin embargo,
el proceso de seleccién del coeficiente mis adecuado en una investigacién
especifica resulta ser, normalmente, bastante mis complicado que la aplica-
cién mecinica de este conjunto de criterios. En efecto, por una parte, el
hecho que dos o mds coeficientes satisfagan las mismas condiciones no nos
permite inclinarnos racionalmente por uno u otro. Por otra parte, medidas
alternativas pueden cumplir con criterios distintos. ;Cuil de ellas selec-
cionar? Es decir, ¢a qué requerimientos adscribir un peso mayor? Pareciera
que las respuestas a estas interrogantes habria que buscarlas en la concepcién
tedrica que orienta el estudio donde se va inscribir el anilisis de concentra-
cién. A partir de diferentes Gpticas conceptuales se le asignard un sentido
distinto a la idea de desigualdad y también una importancia diferencial a los
requisitos que deben cumplir las buenas medidas.

A veces se agrega a los criterios que permiten discriminar entre los buenos
y malos indicadores, ¢l requisito de que el coeficiente asuma valores dentro
de un rango, y es usual que s6lo a sus limites se les asigne contenido sustantivo.
Es una convencién ampliamente aceptada en estadistica, limitar el recorrido
de los indicadores al intervalo definido por los valores 1y 0. En el caso de los
coeficientes de desigualdad, habitualmente denota concentracién total, y
equidistribucién. La desigualdad total o absoluta corresponde al caso limite en
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Si un indicador cumple con la condicién de cambio relativo también satis-
fari el criterio Pigou-Dalton porque, como hemos visto, la tinica exigencia
que impone este {ltimo es que haya relacién directa entre el nivel de desi-
que la suma de la variable pertenece a una sola observacién. La distribucién
equitativa significa exactamente lo inverso; todas y cada una de las unidades
poseen la misma cantidad, de acuerdo a la norma democritica.

La existencia de una escala cuyos limites tienen significado, nos permite
otorgar contenido al valor que asume un coeficiente en relacién a su proxi-
midad o lejania de los extremos. De este modo estaremos en condiciones de
precisar si el grado de concentracién que presenta una distribucién de fre-
cuencias estd mis préximo a la equidistribucién que a la concentracién total
o viceversa.

A pesar de que la adscripcién de un intervalo con limites conocidos es de
fundamental importancia para referitse al grado de desigualdad, normal-
mente se requiere informacién adicional para calificar con propiedad la cor-
centracién. Asi por ejemplo, el valor 0.7 que asume un coeficiente de des-
igualdad aplicado a la distribucién de la tierra parece bastante alto en la me-
dida que estd mis proximo a 1 que a 0. Sin embargo, podtia corresponder al
valor usual que toma en todos los paises que se encuentran mis o menos en
el mismo nivel de desarrollo y que en este sentido seria normal aunque alto.
Es posible hacer una interpretacién aniloga si ese resultado se hubiese obte-
nido al calcular la concentracién de la tierra en una region de un pais cuyo
nivel global de desigualdad se encontrara alrededor de 0.7.

La calificacién sustantiva del valor de un coeficiente de desigualdad no s6-
lo debe tomar en cuenta su ubicacién en una escala definida entre 0 y 1, si-
no que adicionalmente requiere de una comparacién con otros valores. Por
el momento admitimos que la mencionada calificacién sélo se lleva a cabo
para un mismo coeficiente y que siempre usamos éste en su forma normali-
zada o estandarizada.

En el ejemplo que expusimos, contrastamos espacialmente los valores del
coeficiente normalizado. Se ubica (I =0.7) ya sea en relacién al valor que ha
alcanzado en otros paises o bien en comparacién al que asumié en otras re-
giones del mismo pais. Pero también se puede usar una serie de valores en el
tiempo, lo que nos permitird marcar la tendencia y fluctuaciones que experi-
mentan los niveles de desigualdad. Asi, por ejemplo, si los valores del indice
aplicados a la distribucin de la tierra a través del tiempo han sido 0.70, 0.68
y 0.67, estaremos en condiciones de sostener que aun cuando el nivel de des-
igualdad es persistentemente alto y que corresponde al valor usual que asu-
me en este tipo de paises, muestra una leve tendencia hacia una reparticién
mis equitativa. '

Disponer de informacién adicional comparable tanto en el tiempo como
en el espacio nos permite agregar mayores precisiones a la informacién que
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proporciona la simple ubicacién del valor de un coeficiente en una escala con
limites conocidos.

La condicién minima que se debe cumplir para ubicar el valor de un indi-
cador en relacién a otros calculados en distintos espacios y ticmpos es que se
encuentren referidos 2 una misma escala de medida. He aqui la potenciali-
dad de la normalizacién. Careceria de sentido comparar los valores de dos
coeficientes uno normalizado de 0.7 y otro no estandarizado de 2.8 cuyo mi-
ximo es, por ejemplo, el logaritmo del ndmero de casos. Es posible que al
llevarlo a la escala 0;1 ambos resulten iguales.

En ocasiones se intenta comparar los valores de dos o mis coeficientes dis-
tintos de desigualdad aplicados a diferentes distribuciones de frecuencias.
Pongdmonos en el caso mis favorable y supongamos que todos los coeficien-
tes se calcularon en su forma normalizada sobre variables clasificadas en los
mismos intervalos de clase. Aun bajo estas circunstancias contrastar sus valo-
fes no tendria un sentido muy claro. Limitemos entonces nuestra seleccién a
los indicadores que cumplen con los criterios bisicos que hemos representa-
do en la grifica 1.2. Si disponemos de tres coeficientes I';, I, e I, suscep-
tibles de usarse en un estudio especifico, la eleccién podria favorcccr a cual-
quiera de ellos puesto que estadisticamente son igualmente buenos. Esto
quicre decir que nos es indiferente seleccionar cualquiera de las tres fun-
ciones que ligan el grado de desigualdad con su medicién y que, tal como se
puede apreciar en la grifica, a un mismo nivel de desigualdad corresponde-
rin, en general, tres valores distintos en el eje de las ordenadas, uno para ca-
da indicador. Este hecho hace initil el contraste entre los valores propor-
cionados por los diferentes coeficientes. Una posible solucién a este proble-
ma consiste en determinar las relaciones matemiticas que existen entre las
diversas funciones y a través de ellas establecer la comparabilidad.

Respecto al sentido que se puede adjudicar al valor alcanzado por un co-
eficiente de desigualdad normalizado, hemos dicho que es conveniente rela-
cionarlo con los de otros estudios referidos a la misma variable en espacios y
tiempos diferentes. Complementariamente establecimos que los valores de
coeficientes distintos no son directamente comparables.

El material que se expone en los capitulos que siguen, especialmente en el
segundo y tercero, se encuentra ordenado seglin una misma secuencia l6gica
que consiste, en primer lugar, en la exposicién y desarrollo de la medida de
desigualdad propuesta. Enseguida, se pasa por el tamiz de las propiedades
que se exigen 2 los buenos indicadores de desigualdad, es decir, se examina
su sensibilidad a las transformaciones de escala y si cumple o no con las con-
diciones Pigou-Dalton y de cambio relativo. A continuacién se estudia la po-
sibilidad de subsanar las deficiencias que se presenten segin los requisitos
que no satisfaga. Cuando no existe 0 no hemos encontrado la manera de
corregir la deficiencia o deficiencias, dejamos éstas claramente establecidas.
Siempre que nos ha sido posible hemos estandarizado el coeficiente y final-
mente agregamos algunos ejemplos ilustrativos.
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Quisiéramos sefialar que usaremos dos clases de ejemplos. Unos que
cumplen una funcién netamente pedagégica, que implica el manejo de una
cantidad reducida de informaci6n y cada operacion aritmética realizada estd
expuesta en detalle. Y en aquellos t6picos que a nuestro juicio son relevantes
para la investigacién y andlisis de la desigualdad social incluimos una seccién
que hemos denominado *‘aplicacién’’, en este caso se trata del manejo de
distribuciones de frecuencias publicadas por organismos especializados.






II: Medidas de desigualdad para datos no
agrupados

2.1. Introduccion

En el capitulo anterior examinamos algunas ideas referidas a la nocién de
desigualdad. Ahora nos preocuparemos por estudiar las diferentes formas en
que la estadistica hace operativo ese concepto.

El material que expondremos pretende ser una revisién sistemitica del
modo en que se traducen a términos matemaiticos las ideas de desigualdad
que se han expresado en lenguaje natural. De hecho cada una de las medidas
estadisticas de concentracién puede verse como una manera de llenar el espa-
cio que media entre los conceptos de caricter general y las formas particula-
res y especificas como se traducen a expresiones formales.

Dada la cantidad relativamente abundante de opciones para llenar dicho
espacio se hace necesario introducir aquellos criterios que permiten juzgar
acerca de las bondades estadisticas de las medidas.

2.2. Rango relativo

A partir de la idea de desigualdad por comparacién se puede pensar en
usar como medida de concentracién:

A = X mix. — X min.

A medida que mayor sea la diferencia entre el valor miximo (X mix.) y
minimo (X min.) alcanzada por la variable, mayor seri el valor de A. En
consecuencia, en una primera aproximacién podemos sostener que a mayor
diferencia entre los valores extremos de la variable mayor serd el valorde A y
mayor seri la desigualdad. Provisionalmente podriamos afirmar que A guar-
da una relacion directa con el nivel de concentracién de la variable.

Esta aseveracién dificilmente se puede mantener por mucho tiempo ya
que si multiplicamos los valores de variable por una constante k, (grifica-

35
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mente ello implica una traslacién proporcional de una distribucién de fre-
cuencias) el valor de A también se multiplicard por k:

k X mix. —kX min. = k (X mix. — X min.) = kA

sefialando un aumento en los niveles de desigualdad, en circunstancias en
que se ha mantenido la posicién relativa de las observaciones, es decir, a pe-
sar que el grado de la desigualdad es el mismo. El nivel de la concentracion
es lo dnico que se ha modificado al introducir un desplazamiento de la
distribucién. Para corregir la distorsién que producen los cambios de escala
sobre la medida de desigualdad, definimos el rango relativo como:

- X mix. — X min. A

2. R =
24 X x

Donde X es el promedio
Ahora bien, una alteracién en la escala produciri un aumento del mismo
tipo tanto en el numerador como en ¢l denominador de R de manera que:

kA _ A

k X X
Con lo que la medida permanece inalterada a las transformaciones propor-
cionales aplicadas sobre los valores de la variable.

Si desedramos que la medida de rango relativo fluctuase en el interior de
un intervalo cerrado (por ejemplo, entre los limites 0 y 1 en que el primero
se asocie a la distribucién equitativa y el segundo a la médxima concentracién)
podriamos proceder a su normalizacion. Para ello, basta saber que en el caso

en que toda la variable es apropiada por una sola unidad (mixima con-
centracién) la igualdad (2.1) asume la forma:

Xmix. —0 _ _nX
X X

Por lo tanto, ¢l coeficientede rango relativo normalizado se obtiene al de-
finir:

R =

R mix. =

=N

R 1 X mix. — X min.
(2.2) Ry=—=—(—2_ 200 )
n n X
En caso de distribucién equitativa tenemos que X méix. = X min. por lo
que R y Ry serin ambos iguales a cero. Por otro lado, si una unidad posee el
total de la variable que se reparte entonces R = R midx. = n, por lo que
R mix. n

Ry=—F¢ =7 =1

Una desventaja de esta forma de medir la desigualdad surge del hecho
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que no toma en cuenta toda la informacién disponible. En efecto, como s6lo
considera los valores extremos (superior e inferior) de las observaciones, po-
demos llegar a una imagen distorsionada de los niveles de desigualdad. Al
aplicar esta medida sobre dos conjuntos de datos es posible obtener un resul-
tado totalmente contradictorio con aquél que se obtiene cuando se toma en
cuenta fodz la informacién disponible.

Tomemos como ejemplo de lo anterior los siguientes datos:

Tabla 2.1. Un efemplo en que el rango relativo no refleja adecuadamente la dest-

gualdad de dos distribuciones
€ <
5 15
20 15
20 15
20 15
20 . 35
20 35
20 35
20 35
- 35
X =20 X =120

Al aplicar la férmula (2.1) sobre ambos conjuntos de datos obtenemos:

35— 5 0 35-15 20 _
Ry wigpm =l § By =gy =l

para los conjuntos c, y c, respectivamente.

En la distribucién 1, 7 de las 9 unidades presentan el mismo valor de la va-
riable y los valores extremos son claras desviaciones respecto de ellas. En el
conjunto de datos c, la variable se distribuye en dos clases, es decir, se en-
cuentra repartida de manera bastante mis polarizada que en la distribucién
1; sin embargo ¢l indice marca una mayor desigualdad en 1 que en 2. Ello
deriva directamente de que la medida no considera el conjunto de observa-
ciones sino sblo sus valores extremos.

A continuacién mostraremos algunas maneras posibles de analizar la desi-
gualdad, en ellas intervienen todas las observaciones.

2.3. Desviacion media relativa

Esta medida emerge del criterio de desigualdad que se basa en comparar
cada valor de variable con un ‘‘valor norma’’ previamente establecido. De
hecho se lleva a cabo Iz operacion de comparar todos y cada uno de los 7 va-
lotes de variable con respecto al promedio. El valor promedio, puede ser in-
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terpretado como una manera de expresar en el lenguaje de la estadistica el
criterio ‘‘norma democritica’’.
Al tomar como elemento bisico de la medida:

d =X-X (i=2,...n)

donde X simboliza a la media aritmética, tendremos » diferencias (tantas
como observaciones). Sin embargo, nuestro interés consiste en llegar a obte-
ner una medida resumen, ##zca, que nos sirva como indicador de desigual-
dad. Un procedimiento inmediato para obtenerla a partir de las # discrepan-
cias consistiria en sumarlas; la resultante seria una medida global que
admitiria ser interpretada como la agregacién de los grados de desigualdad
individuales (desviaciones con respecto a la norma). No obstante, esa suma
siempre serd igual a cero debido a que la media aritmética es el centro de
gravedad de la distribucién, y en consecuencia las desviaciones positivas se:
cancelarin con las negativas. Este hecho nos lleva a poner la atencién sobre el
signo de estas diferencias. ¢Es congruente con la idea de desigualdad dife-
renciar dos valores de d, que sélo se distinguen por su signo? Pareciera que la
respuesta debiera ser negativa. Tanto aporta a la desigualdad una observa-
cién que se encuentra un determinado nimero de unidades por debajo de la
media como una que se ubica el mismo niimero de unidades por encima de
la misma. Pareciera l6gico establecer que para estos efectos no se tome en
cuenta el signo de las discrepancias. Esta decisi6n permite ensayar una solu-
cién, que al mismo tiempo que evita la cancelacién de los signos opuestos,
resuelve el problema de agregacion de las contribuciones de los valores indi-
viduales a la desigualdad.

Un camino ampliamente utilizado en matemiticas y en estadistica para
eliminar signos, consiste en tomar valores absolutos de los d,. Otra via usual
es la de elevar las discrepancias al cuadrado. En el préximo apartado analiza-
remos esta vertiente. '

A partir de la idea de los desvios con respecto a la norma democritica, se
puede obtener la medida global de desigualdad de una distribucién, para
cllo se suman los aportes que realizan las observaciones individuales. En el
caso del indice desviacién media, la contribucién de cada unidad a la con-
centraci6n se expresa a través del valor absoluto de d, y la medida agregada
de desigualdad se genera por su simple suma:

n —
o [ = = | x-%]
i =1 i=1

MB2

Pero este valor dependeri del nimero de sumandos.

n
Es decir, | dl.|sc puede hacer crecer sin limite a través del simple expe-
1=1
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diente de agregar términos a la suma, dando asi la idea, no siempre correcta,
de niveles crecientes de desigualdad. Para evitar la sensibilidad de la medida
al ndmero de observaciones se recurte 2 dividirla entre #:!
zld| zlx, - Xl
n = n

Esta medida variari ante transformaciones proporcionales en los valores de
variables tal como se puede apreciar en:

L oslex-kXl-kxlx-%l-_k 3lq]
n n n

donde se han multiplicado los valores de variable por una £. Sabemos que
una de las propiedades deseables que deben cumplir los buenos indicadores
de desigualdad debe ser su estabilidad ante ese tipo de transformaciones.
Con el propésito de que la medida goce de este atributo corregimos cada d,
por la media o lo que es lo mismo, dividimos X d, entre X, con lo cual se Ile-
ga a:

n
(2.3) D-3 |X-X|

Si la distribuci6n de la variable es total y absolutamente equitativa enton-
ces para cada observacién se cumplird siempre que X; = Xy por lo tanto D
asumiri el valor cero.

Si el valor total de la variable (Z X.) se concentra en sélo una unidad,

entonces: i=1
n—1 _

Dpue = X lo-X| +|2x, - %| ,
L= —_

_@ DX+ 3X-X _ (a-DX + (0=DX _ 2(n—1)
nX nX n

_ 2(n—1)

mix, n

1 Cuando no se preste a confusiones no indicaremos los limites entre los cuales se extiende la suma.
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D_,. simboliza el valor que alcanzaria la diferencia media relativa en el caso
de mixima desigualdad. En consecuencia, para limitar el recorrido de D
entre cero y uno, bastari con establecer la relacién D/D_, , lo que entrega

como resultado:

n —
> |x-X|
1=1
D = D = DX
L - 2 (n—1)
n
y al simplificar:
(2.4) n -
DN =; b3 |25-X]
2(n-1) i=1 X

Si la distribuci6n es equitativa, entonces cada X, = Xy D, = 0.

Si la distribuci6n es totalmente concentrada tendremos que D = D_, con
locual D = 1.

Pareciera natural esperar que cualquier medida de concentracién debiera
ser sensible a redistribuciones internas en el valor de la variable (criterio
Pigou-Dalton). Asf, si se redistribuyera desde una unidad mayor en favor de
otra menot, la medida de desigualdad deberia marcar una caida en el grado
de concentracién y un alza en el caso contrario.

La desviacién media relativa no cumple con la condicién Pigou-Dalton. En
efecto, cualquier redistribucién que se haga atrayendo una cantidad a una
observacién y entregindosela a otra, no modificari el valor de D ni de Dy si
es que las dos observaciones involucradas en el cambio se encuentran ambas
a un mismo lado de la media. Ello se debe a que una transferencia en, por
ejemplo, el lado de las desviaciones negativas implica al mismo tiempo un
alejamiento y un acercamiento a la media. Si se pasa una cantidad de la va-
riable de la unidad mayor a una menor y ambas se encuentran por debajo de
la media, la que entrega se alejara del promedio y la que recibe se acercari,
neutralizindose uno y otro movimientos. En consecuencia, esa transferencia
no se reflejard en D ni en D,,. Para ilustrar esta idea supongamos que en una
distribucién con X = 200 sc transfiere una cantidad desde una observacién
que originalmente tenia 150 hacia otra que disponfa sélo de 100. Las contri-
buciones a la desigualdad antes del traspaso eran: [100-200] + [150-200| = 150 y
después del mismo tendremos: |101-200| + [149-200| = 150. En consecuen-
cia los valores de D y D, no reflejan la redistribucion.
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No acontece lo mismo cuando la transferencia es entre una unidad que es-
td por encima y otra que esti por debajo de la media. Supongamos que en la
misma distribucién se traslada la unidad de una observacién con 210 a otra
que dispone de 150. Los aportes individuales antes del cambio eran:
|210-220] + |150-200| = 60; y después: | 209-200| + | 151-200 | = 58.
De esta manera tanto D como D, marcarin un descenso en el nivel global de
desigualdad.

Nos basaremos en los conjuntos de datos c, y ¢, que hemos utilizado en la
seccién anterior para presentar las rutinas de cilculo de las férmulas (2.3) y
(2.4).

Tabla 2.2. Calculo de los coeficientes D y Dy,

(A )
1%, -X| [x X
15 5
0 5
0 5
0 5
0 15
0 15
0 15
0 15
15 15
30 95
Para el conjunto ¢, tenemos: *
_ 30 _ - -
- 0.1667 y D, = 0.1667. 7x8 0.1667 x 0.5625 = 0.0938
y en el conjunto c,:
= 5x20 - 0.5280}’DN 0.5280x %8 0.5280x 0.5625 = 0.2970

Tal como era de esperar, la desviacién media relativa nos sefiala que la desi-
gualdad es mayor en ¢, que en c,. Este resultado contradice al que se obtuvo
utilizando sélo los valores extremos. Como la desviacion media relativa toma
en cuenta el total de observaciones, nos provee de un indicador que refleja
mejor que el rango relativo la desigualdad existente en las dos distribu-
ciones.

* Las cifras de este trabajo se presentan, segtin sea el caso, con dos, tres o cuatro decimales, aun
cuando las operaciones siempre sc efectuaron con cuatro. Esto conduce a que en ocasiones debi-
do al redondeo no haya coincidencia exacsa entre los cilculos parciales y el resultado del texto.
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2.4 Varianza relativa

Una manera de evitar el problema del signo de las diferencias, y que al mis-
mo tiempo es sensible a las transferencias entre los miembros del colecti-
vo sin importar si se encuentran o no en el mismo lado de la media, consiste
en tomar cada d? como la contribucién individual a la desigualdad total. En
general, tendremos tantas d} como observaciones haya, sin embargo, nuestro
interés radica en llegar a obtener un solo indicador que se puede generar por
la suma del cuadrado de las diferencias:

R

Como esta cantidad depende del niimero de observaciones y al mismo
tiempo es sensible a los cambios de escala, debemos corregir por n y X? de
modo que se llega a establecer como medida de desigualdad:

2 - — )2 2
ZcE /n (X _X) /n _ gx - ()

X .G

(2.5) V=

De la simple inspeccion de (2.5) se aprecia que V resulta de la division de
la varianza entre el cuadrado de la media lo que constituye directamente el
cuadrado del coeficiente de variabilidad y también puede interpretatse como
una varianza corregida por efecto escala o, en otros términos, como una va-
rianza relativa. _

En caso de distribucion equitativa, X, = X, para todo 7, y en consecuencia
V =0.

Cuando la desigualdad sea maxima habri una observacién que se apropia
n &
del total y le corresponderiun X, = X X = nX, mientras que las (n-1)

v

restantes serin cero. 151

Luego:

n—1
-V -2
v, =i=10-%? + @X-%) ;
n X2
(-DX + (nX~-F? (-1 +n? 20X + B (—n)X?
nts ™ 2 - X BT i

Vi =(0-1)
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Si estuviésemos interesados en que la varianza relativa asuma sélo valores
dentro del intervalo 0 y 1, bastara con definir:

_—
NTTN

mix.

y al realizar las sustituciones correspondientes llegamos a:

\' $2/X? $?
Vv, = = - -
Vo (n—1) (n—1)X?
SZ
2.6 V, = ———
(2.6) Y menRe

En una situacién de total igualdad cada X ser4 igual a X, con lo que el nu-
merador de V y V,, serdn cero porque la varianza es nula. En el caso contra-
rio, es decir, de concentraci6n total, V, alcanzari el valor unitario como una
consecuencia directa de la forma en que ha sido definido.

Tomaremos, para ejemplificar, los cdlculos implicados en las férmulas
(2.5) y (2.6) la siguiente distribucién hipotética:

Tabla 2.3. Céleulo de los coeficientes Vy V,,

i X, X% (X%

1 5 =15 225

2 10 —-10 100

3 20 0 0

4 30 10 100

5 35 15 225
100 650

Como el promedio es igual a 20 el valor de V seri:

650
- —2—— =), 335
T (20)2 '

y €l coeficiente normalizado V resulta ser:

0.325
VN = o= 0.0812

Aun cuando esta medida de concentracidn es sensible a las transferencias,
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adjudica el mismo peso a las realizadas en niveles distintos de la variable. Es
decir, el efecto que tiene una redistribucién entre dos unidades es indepen-
diente del nivel en que se efectiie. Sin embargo, hay veces en que dada la
naturaleza del estudio es necesario contat con una medida de desigualdad
que dé cuenta de este hecho. En esta perspectiva surge la varianza de los lo-
garitmos.

2.5. Varianza de los logaritmos

Al aplicar la transforamacion logaritmica a los valores de una variable se con-
sigue disminuir la distancia que originalmente existia entre ellos.

Tabia 2.4 Relacion entre los primeros diez niimeros enteros y sus logaritmos *?

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
InX 0 0.693 1.099 1.386 1.609 1.792 1.946 2.079 2.197 2.303
Dif. X 1 1 1 1 1 1 1 1 1 —
Dif. InX 0.693 0.406 0.287 0.223 0.183 0.154 0.133 0.118 0.106 —

En las dos idltimas lineas de esta tabla hemos incluido la diferencia entre
dos valores consecutivos restando el menor al mayor. La simple comparacion
entre ambas lineas nos muestra que a una diferencia constante entre los valo-
res de X, corresponde una decreciente en los logaritmos. Es decir, que la
transformaci6n es tal que otorga menos importancia a los valores altos de la
variable que a los bajos. Este hecho se aprovecha para disefiar una medida de
desigualdad que marca las diferencias entre redistribuciones de una misma
cantidad pero realizadas en distintos niveles. Asi es como se llega a proponer
la varianza de los logaritmos:

3 (In X,~In X)?

(2.7) I = -

Cabe observar que este indice no requiere correccion por efecto escala, en
virtud de que las transformaciones proporcionales aplicadas sobre la variable
originan el mismo término en cada componente de la diferencia que confor-
ma (2.7). Algebraicamente:

Ink X,
kX

Ink + InX

Ink + In X

% A lo largo de este texto usaremos logaritmos naturales (base ¢).
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al reemplazar estas expresiones en (2.7):

X(nkX, -kX)?  X(nk + lnX,— lnk~ In X)?
n B n
3(ln X, — In X)?
n L

L2 =

L =

se demuestra que la varianza de los logaritmos es insensible a las transforma-
ciones propotcionales.

Usaremos los datos de la tabla 2.3, para mostrar los pasos involucrados en
el cilculo de la férmula (2.7)

Tabla 2.5. Calculo del coeficiente L?

i X InX, (nX;-IhX) (nX;-hX),

1 5 1.609 ~1.164 1.355

2 10 2.303 -0.470 0.221

3 20 2.996 0.223 0.050

4 30 3.401 0.628 0.394

5 35 3.555 0.782 0.612
13.864 2.632

el promedio es: In X = 2.773; y el valor de la varianza de los logaritmos re-
sulta ser:

2.632
L? = -—-—52— = 0.526.

Examinemos la manera en que la varianza de los logaritmos registra re-

distribuciones realizadas en distintos niveles. Para ello supongamos que to-
'mamos una unidad de la segunda observacién y se la entregamos a la primera:

Tabla 2.6. Redistribucion en niveles inferiores

i X InX, (X, -InX) (nX,-IX),
1 6 1.792 —0.996 0.992
2 9 2.197 —0.591 0.349
3 20 2.996 0.208 0.043
4 30 3.401 0.613 0.376
5 35 3.555 0.767 0.588

13.941 2.348
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el promedio es: In X = 2.788 y la varianza:

2.351

2 =
L 5

= 0.470

Como es natural la transferencia se manifiesta en una caida en el valor del
indice de desigualdad.

Supongamos ahora que la primera observacién se beneficia con una uni-
dad procedente de la quinta.

Tabla 2.7. Redistribucion desde un valor alto a un bafo

i X, In X (In X; In X) (In X; = In X),

1 6 1.792 —1.012 1.024

2 10 2.303 —0.501 0.251

3 20 2.996 0.192 0.037

4 30 3.401 0.597 0.356

5 34 3.526 0.722 0.521
14.018 2.189

el promedio es: [n X = 2.804 y la varianza:

2.190

2 =
L 5

= 0.438

Al comparar la L? de las tablar 2.6 y 2.7 destaca con claridad la pro-
piedad de este indice para reflejar una tendencia mayor hacia la igualdad
cuando la transferencia se realiza desde una unidad que tiene mis en favor
de una que tiene menos, que en el caso en que se transfiere desde una obser-
vacién menos favorecida. Es decir, hemos comprobado numéricamente la
sensibilidad de la varianza de los logaritmos al nivel en que se efectia la re-
distribucion.

La medida de desigualdad que se estudia asume cero como valor inferior
en el caso que la variable se encuentre distribuida equitativamente. Esto
quiere decir que:

X, =X,=X,=..=X =X

n

y los valores transformados serin:

InX =X = InX, = ... =InX =nX
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Al reemplazar estos valores en (2.7) tendremos que:

MB

(In X - [n X)?
12 = 1

n

El valor que toma L2 en una distribucién totalmente concentrada no
puede ser calculado por cuanto tendriamos:

Xl = xz Eia- Xi-l = xi+1 .- Xn =0
y X, = nX(siendo 7 una observacién cualquiera)

y la operacién In(0) no estd definida. No es posible evaluar el valor maximo de
L? porque en la suma del numerador no estan definidos todos los sumandos.
De aqui se concluye directamente que esta medida no es susceptible de nor-
malizacién por lo que su utilidad se manifestara preferentemente en aquellas
situaciones en que se compare el nivel de desigualdad existente en dos o mis
distribuciones.

Por idltimo, hay que notar que basta con que una observacién tenga un va-

lor de variable igual a cero para que la varianza de los logaritmos quede
indefinida.

2.6 Coefictente de desigualdad de Gini

Todas las medidas de desigualdad que hemos examinado hasta este punto,
con excepcién del rango relativo, se construyen sobre la base de los desvios
respecto a la norma democritica representada por la media aritmética.

Es posible derivar conceptualmente el coeficiente de Gini como resumen
de las discrepancias con respecto a dicho criterio; aunque no se exprese for-
malmente en términos de un promedio. Asimismo se presenta e interpreta
como una medida que reiine en un solo valor las comparaciones entre los va-
lores de variable que corresponden al universo de pares de observaciones.

Mis adelante presentaremos detalladamente esta Gltima forma de concep-
tualizacién. A continuacién desarrollaremos el conjunto de ideas bdsicas a
partir de las cuales se introduce usualmente el coeficiente de desigualdad de
Gini.

El coeficiente de Gini se diferencia de los presentados con anterioridad en
la manera como formaliza la norma democritica. En efecto, en lugar de
representarla a través del promedio, establece la distribucién tebrica que
deberia tener la variable si se repartiese por igual entre todas las unidades.

En el caso que la variable esté distribuida equitativamente con respecto a
la norma democritica la proporcién de la variable perteneciente a cada uni-
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dad (q]) deberia ser igual a la proporcién que cada observacién representa
dentro del total (p)).
De acuerdo con lo anterior

qf = X

XTsimboliza el valor que debiera poseer la i-ésima observacién en el caso de
reparticién perfectamente democritica de la variable, ademis T X7 = Z X,

-k
Pg—n

Estas dos férmulas nos permiten calcular las participaciones relativas en la va-
riable y en las observaciones respectivamente.

Las caracteristicas basicas propias de la distribucién equitativa se presentan
en la siguiente tabla:

Tabla 2.8a. Frecuencias relativas simples y acumuladas en el caso de equidistribucion

No. de orden 1 2 3 4 n

Valor de la vatiable X = XJ = XI = XI v XT =k
Frecuencias relativas

de las observaciones )

(proporcion de casos) p, =p, = p, = P, e =P =1ln
Frecuencias relativas

de la variable (prop. de

la variable) q'{ = q} = q} = q:{ e qI =1/n
Frecuencias relativas

acumuladas de las ob-

servaciones Pl =1/n; P, =2/n; P3 =3/n; P,=4/n; .. P =nin=1
. . n

Frecuencias relativas acumu- )

ladas de la variable QT = 1/n; Ql=2/n; Ql=3/n; Q=4d/n; ... Qi=n/n=1

Bajo el supuesto de equidistribucién se cumple que la proporcién de la va-
riable responde a:

Xr XX X k1

q = - -—
1 22X zk nk nk n

es decir, cada q' coincide con su correspondiente p;;

En las dos dltimas lineas de la tabla hemos incorporado las frecuencias rela-
tivas acumuladas tanto de las observaciones cuanto de la variable, en virtud
de que constituyen los elementos que permiten derivar la medida de con-
centracién de Gini. La igualdad p, = q] necesariamente conduce a: P, = QT

Este resultado es una consecuencia directa de haber construido, como lo
hicimos, una distribucién teérica de frecuencias apoyados en la norma de-
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mocritica. De aqui que no debe extrafiar que la frecuencia relativa acumula-
da de casos coincida con la frecuencia relativa acumulada de la variable: si se
distribuye equitativamente un total, entonces a una determinada propor-
cién de las unidades le corresponderi la misma proporcién en la variable; asi
por ejemplo, €l 0.25 de las unidades habri acumulado el 0.25 de la variable,
el 0.50 de las unidades el 0.50 de la variable y asi sucesivamente.

Las caracteristicas de la distribucién equitativa que se ha presentado en
términos algebraicos, también se pueden expresar grificamente:

Grifica 2.1.
Representacin de la distribucién equitativa

o 4
Lo A

ifn en la variable

la de

o o

Proporcidn acumubada de casos 1.0 P

En el eje horizontal se representa la proporcién acumulada de casos y en el
vertical la participacién relativa acumulada en el total de la variable. Por lo
tanto, los valores maximos para ambas frecuencias relativas acumuladas son
iguales a 1.

La diagonal del cuadrado formado por los puntos (0, 1.0, A y 1.0), expre-
sa de manera idealizada?® la distribuci6n tedrica construida sobre la base del
principio de reparticién igualitaria y habitualmente se denomina linea de
equidistribucion.

La idea central que orienta la construccién del indice de Gini consiste en
comparar dos distribuciones: la empirica y la que se deriva de la aplicacién

'* Decimos idealizada porque, en sentido estricto, se trata de una serie de puntos (formados pot

las parejas P, y Q, que corresponden a cada observacién) que pueden unirse a través de una linea
recta.
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de la norma democritica. La comparacién se hace operativa a través de las
discrepancias entre las frecuencias relativas acumuladas de la variable en am-
bas distribuciones.

Supongamos que tenemos # observaciones y que las ordenamos de, por
cjemplo, menor a mayor y que las mismas operaciones que hemos efectuado
para generar la distribucién te6rica se realizan sobre las observaciones origi-
nales de modo que:

Tabla 2.8b. Frecuencias relativas simples y acumuladas en una distribucion de fre-
cuencias no equitaiiva

No. de orden 1 2 3 4 ... 1
Observaciones X < X, < X, < X;< .<X#
Frecuencias relativas de

las observaciones (Prop.

de casos) p;=1/n; p;=1/n; p;=1/n; ps=1/n ... p =1/t
Frecuencias relativas de

la variable (prop. de la

var.) % < q; < 9 < < -.<q,
Frecuencias relativas acu-

mulativas de las observa-

ciones P,=1/n; P,=2/n; Py;=3/n; Pj=4/n .. P =1
Frecuencias relativas acu-

muladas de la variable Q, < Q, < Q, Q< .<Q,=1

Al comparar esta tabla con la anterior hay que destacar que:

(i) Los valores de las frecuencias relativas acumuladas de las observaciones
(P,) son iguales tanto en la distribucién tedrica cuanto en la empirica.

(ii) Por haber ordenado la variable de menor a mayor, necesariamente
Q<

En c%nsccucncia, si representamos la distribucién de los datos reales en la
misma grifica en que hemos dibujado la distribucién tedrica, la linea ideali-
zada’ resultante se encontrari siempre bajo la recta de equidistribucion, ex-
cepto en los valores extremos 0 y 1. Esta tiltima linea se denomina curva de
Lorenz.

4 En el caso en que haya dos valores de variable iguales es indiferente el orden en que se ubi-
quen.

3 Por la misma raz6n que hemos expuesto anteriormente.
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Grifica 2.2.

Diagrama de concentracion

curva de
Lorenz

}e

Para una proporcién acumulada de unidades (para un P, dado) menor serd
la concentracién en tanto menor sea la distancia entre el punto ubicado
sobre la curva de Lorenz y el situado sobre la linea de equidistribucién. Al
contrario, mayor serd la desigualdad en tanto mayor sea la distancia entre
ambos puntos.

Por lo tanto, si se desea construir un indice de concentracién éste deberia
basarse en la diferencia d;:

d =P—-Q

El aporte que realiza a la desigualdad una observacin 7 cualquiera seri cero
si coincide el “‘punto de equidistribucién’’ con el ‘‘punto Lorenz’’. En este
caso particular

yaque Q = P,

La contribucién mixima que puede hacer un punto cualquiera 7, a la con-
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centracién total se produce cuando Q, = 0. en otros términos, toda vez que
sea nula la participacién acumulada en la variable, correspondiente a una
proporcién acumulada de observaciones.

Luego:

yaque Q, =

Las diferencias d; siempre asumirin valores dentro del intervalo

0<zd <—

: n
Ahora bien, tendremos tantos valores d; como observaciones haya, como
i=1.2,...,0, habri d,, d,,..., d, discrepancias, debe observarse que la n-&ima
no contnbuyc ala dcslgualdad porque siempre es 1gual acero:d, =P —-Q =
1—1 = 0. Como nuestro interés se centra en la generacién de una medida glo-
bal, procederemos a construirla agregando las discrepancias d;, es decir, su-
mando los aportes que realiza cada punto a la concentracién. 'Como hemos
ordenado las observaciones de menor a mayor valor en la variable, en todos
los casos excepto en el de equidistribucién se cumpliri que P, > Q,, lo que

implica que las discrepancias serin positivas, por lo tanto su suma:

n—1 n—1
(2.8) 2 d=x (P,-Q)
i=1 i=1

resultari siempre mayor en la medida que mayor sea la concentracién y me-
nor en caso contrario. Esta suma se extiende hasta (n—1) porque como
habiamos visto, las Gltimas frecuencias acumuladas no agregan nada a la des-
igualdad.

El valor minimo de esta suma seri cero cuando cada P, = Q,, es decir, en
el caso de equidistribucién:

n—1 n—1 n—1
2 d_ 5 @p-Q= X ®-P)=0
i=1 i=1 i=1

El valor méximo lo alcanzari cuando el total de la variable se concentre en
una sola observacién (la ltima, ya que los datos se han ordenado de menor a
mayor). En esta situacién tendremos que:

6 Q; podria asumir el valor cero si se cumple que:

Q=Q==Q, =0
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Q|=Q2‘---=Q“_1=0

y €l valor méximo de la suma serfa:

n—1 n—1 n—1
2 d- 3 ®-Q= I P
1=1 i=1] i=1

Con el propésito de limitar el recorrido de la expresién (2.8) al intervalo de-
finido por los valores 0 y 1, la dividimos entre su valor maximo:

-1

H'“":

2.9) G = =1(F-Q)

1
1

MD

P

1

=1

Esta relacién se conoce con el nombre de indice de Gini. Su valor minimo es
cero y se alcanza siempre que para todo 7 P, = Q;, en otros términos, este co-
eficiente es nulo cuando la variable se distribuye democriticamente entre to-
das las unidades. Su valor miximo es 70 y se llega a €l cuando Q, = Qf

..Q,_; = 0, es decir, G serd igual a la unidad si el valor total de la variable le
correspondc s6lo a una de las observaciones.

Gini nos ofrece dos maneras de interpretar su ‘‘razén de concentracién’’
Una de caricter aritmeticoestadistico y otra geométrica.Veamos la primera de
estas interpretaciones. La conceptualizacion de Gini define, en primer lugar,
el indice de diferencia media que ‘‘se basa no ya sobre las diferencias de los
distintos casos respecto a su promedio o mediana, sino sobre las diferencias
que se pueden establecer entre las cantidades observadas. Dadas # cantida-
des, cada una de éstas puede ser puesta en relacién con las otras (n—1), obte-
niendo de este modo n(n—1) diferencias posibles’’.?

El promedio de estas diferencias origina el indice de variabilidad *‘dife-
rencia media’’ que se simboliza por d y se obtiene a través de:

n(n—1)

> 1X-X|
ij=1

(2.10) g = s
n(n—1)

7 Gini, Corrado, Curso de Estadistica, Editorial Labor, Barcelona, 1935. Pig. 163.
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Esta expresion puede interpretarse como ‘‘el valor probable que
obtendrfamos si escogiéramos al azar dos cantidades entre las 7 y realizira-
mos su diferencia, o dicho de otro modo, el valor medio de todas las diferen-
cias que obtendriamos escogiendo al azar los dos términos de cada una’’s.

A continuacién Gini establece que el coeficiente de diferencia media se
relaciona con el indice de concentracién a través de®:

(2.11) G-
2X

Al reemplazar (2.10) en (2.11) obtenemos:

n(n-1) [X;-X]|
z

(2.12) G = v iR

ij=1 2X n(n—1)

De acuerdo con (2.12) este indice de desigualdad puede conceptualizarse
como el promedio de las comparaciones interunidades (X; — X)) corregido
por ¢l efecto escala. Si la variable fuese el nivel de ingreso personal entonces
el indice estaria reflejando un promedio de todas las comparaciones posibles
entre los ingresos de las distintas petsonas.

Esta manera de entender el coeficiente de Gini, es coherente con aquellas
medidas que surgen del criterio de ‘‘diferencia’’ entte las unidades, y podria
incorporarse a la misma familia del rango relativo. Pero hemos visto que
también puede ser justificado como desviacién respecto a la norma democri-
tica. En otros términos, el indice de concentracién de Gini se interpreta en
cualquiera de estos dos sentidos. La opcién que se tome en definitiva depen-
deri de los propé6sitos de la investigacién.

La interpretacién geométrica del indice de desigualdad proviene de la gra-
fica en que se representan las lineas idealizadas de equidistribucién y de Lo-
renz. Ya sabemos que en el diagrama de concentracién tendremos represen-
tados en conjunto de puntos cuyas coordenadas son las frecuencias relativas
acumuladas de las observaciones (P;) y de la variable (Q,).

Los circulos se pueden unir por una linea de 45° que es la recta de
equidistribucién y las cruces generan la curva de Lorenz. La superficie deli-
mitada por ambas lineas es usualmente conocida con el nombre de area de

8 Gini, pig. 163.
? Gini. pég. 177.
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Grifica 2.3.

55

Puntos para construir el diagrama de concentracion

.
L+]

o X
X

-

o ]

[ 1
w L} L3 "

P

concentracién y guarda una relacién estrecha con las discrepancias d; a partir’

de las cuales se construye el indice de Gini.

Grifica 2.4.

Area de concentracion
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n—1
En efecto, si el nimero total de casos es suficientemente grande = |P, — QJ

n—1 i=1
serd mis o menos equivalente al irea de concentracién, y Z P, represen-
i=1

tard aproximadamente el irea de cada uno de los dos tridngulos en que la
linea de equidistribucién divide al cuadrado de lado uno. El tridngulo infe-
rior puede verse como el drea de mixima concentracién ya que representa el
casoenque Q = Q, = ... = Q_, = 0. En consecuencia, el indice de desi-
gualdad de Gini puede interpretarse, desde el punto de vista geométrico,
como la proporcién entre las dreas de concentracion y de méxima desigual-
dad.

La interpretacién geométrica del indice de Gini nos permite apreciar con
claridad la diferencia entre el grado de concentracién y su forma. A igual ni-
vel de desigualdad puede corresponder mis de una forma. En la siguiente
grifica se muestran dos diferentes curvas de Lorenz que guardan igual rela-
cién entre el drea de concentracion y el drea méaxima.

Grifica 2.5.

Dos curvas con el mismo grado pero diferente forma de la concentracion

Q
1.0

n

!.GP

Al comparar las curvas de Lorenz I y 11, vemos que en la distribucién |1 las
unidades ubicadas en los niveles mis bajos de la variable se encuentran me-
nos desfavorecidas que en la reparticién representada por la curva Il y que las
observaciones situadas en las posiciones superiores de I se encuentran relati-
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vamente menos tavorecidas que las correspondientes a la distribucién II'°. La
mejor posicién comparativa de las unidades menos favorecidas de la distribu-
cién I se contrarresta por la ubicacién menos ventajosa de las observaciones
en los rangos altos de la curva I con respecto a la II, de manera que la medida
global de desigualdad arroja el mismo resultado.

La distincién entre el grado de la concentracién y su forma, puede llegar
a tener relevancia en estudios empiricos. Supongamos que se realiza un ani-
lisis de la desigualdad en la distribucién del ingreso personal y que se cuenta
con informacién para dos puntos en el tiempo. Al calcular el coeficiente de
concentracién en ambos casos, bien puede acontecer que no haya habido al-
teraciones en el grado de concentracién, pero si en su forma. Se podria haber
pasado, por ejemplo, desde una distribucién que originé la curva I a2 una
representada por 11, en cuyo caso es evidente que hubo un deterioro relativo
de los niveles bajos de ingreso y una mejora en los altos. Si el ingreso se ha
manteniendo constante podriamos afirmar que aun cuando la concentracién
global no se haya modificado, hubo transferencias relativas de ingteso desde
los sectores de mds bajos niveles hacia los mis altos: E/ grado de desigualdad
se ha mantenido en los dos instantes pero la forma de la concentracion es ali-
ferente.

La distincién entre el nivel y la forma de la desigualdad es paralela a la
conveniencia de incluir en el estudio descriptivo de una distribucién no sélo
una medida de tendencia central sino también algiin indicador de disper-
sién.

Segin hemos visto, hay un camino geométrico y otro numérico para anali-
zar el grado de desigualdad existente en una distribucién de frecuencias.
Anilogamente, el procedimiento grifico para estudiar la forma de la con-.
centracién tiene correspondencia con el examen de los componentes numéri-
cos del indice de Gini. Para ilustrar este camino alternativo supongamos que
disponemos de dos conjuntos de datos, ambos ordenados segiin la variable
de menor a mayor y de tamaiio cinco.

Tabla 2.9, Distribucién de frecuencias del confunio ae aavos |

No. de orden p; q; P, Q P-Q
)
1 0.20 0.00 0.20 0.00 0.20
2 0.29 0.00 0.40 0.00 0.40
3 0.20 0.15 0.60 0.15 0.45
4 0.20 0.20 0.80 0.35 0.45
5 0.20 0.65 | 2.00 —_ 1.5

19 Esto no debe interpretarse como que las observaciones pobres de 1 tienen una mayor cantidad
de la variable, en términos absolutos, que las de 11.



58 FERNANDO CORTES/ROSA MA. RUBALCAVA

A partir de la cuarta columna de la tabla, se presenta la informacién que
se requiere directamente para el cilculo del coeficiente de Gini; como las su-
mas se extiendén sobre (n—1) términos, s6lo presentamos cuatro lineas con la
informacién de frecuencias y en la quinta hemos incluido las sumas que
constituyen ¢l valor del indice.

En el caso del conjunto de datos Il tenemos:

Tabla 2.10. Distribucion de frecuencias del conjunto de datos Il

No. de orden P q; P Q P-Q,
(@)
1 0.20 0.05 0.20 0.5 0.15
2 0.20 - 0.05 0.40 0.10 0.30
3 0.20 0.05 0.60 0.15 0.45
4 0.20 0.05 0.80 0.20 0.60
5 0.20 0.80 [ 2.00 1.50

En ambos casos el grado de concentracién calculado con la férmula (2.9) es el
mismo.
1.50

. 3
CESa g 08

Pero, la forma de la concentracién es distinta:

Tabla 2,11, Discrepancias entre dos frecuencias relativas acumuladas de las observa-

ciones y ba variable
I II
d =P~ d =P~Q
0.20 0.15
0.40 0.30
0.45 0.45
0.45 0.60
1.50 1.50

El aporte a la desigual reparticion del pastel que realizan las observacio-
nes menos favorecidas es mayor en I que en II. Esto quiere decir que esas
unidades tienen una participacién menor en el total de la variable que las
correspondientes del conjunto de datos II. Esto se confirma ripidamente al
observar los valores de q, y q, en las tablas 2.9 y 2.10. La mayor contribucién
relativa a la desigualdad de las observaciones privilegiadas de II con respecto
a I se debe a su mavor participacién en la variable, que puede apreciarse al
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comparar los valores de q;. En este ejemplo se presenta una situacién en que
el nimero de observaciones y los coeficientes de Gini son iguales en ambas
distribuciones. Consideremos ahora dos conjuntos de datos con la misma
cantidad de casos pero con reparticiones de la variable que originan valores
diferentes en los coeficientes:

Tabla 2.12. Dos distribuciones de frecuencias con el mismo niimero de observaciones
y diferentes valores del indice de conceniracion

(a) Conjunto de datos 1.

X P; q; P, Q P~Q,
5 0.20 0.05 0.20 0.05 0.15
10 0.20 0.10 0.40 0.15 0.25
20 0.20 0.20 0.60 0.35 0.25
30 0.20 0.30 0.80 0.65 0.15
35 - 0.20 0.35 I 2.00 0.80
0.80
G = 50 = 0400

(b) Conjunto de datos II.

X B 9 P, Q; P-Q;

5 0.20 0.025 0.20 0.025  0.175

10 0.20 0.050 0.40 0.075  0.325

20 0.20 0.100 0.60 0.175  0.425

80 0.20 0.400 0.80 0.575 _ 0.225

85 0.30 0.425 | 2.00 1.150
1.150

G = 30000 = 0.575

Como las dos distribuciones se han construido de manera que los p, sean
idénticos, es posible analizar la forma de la concentracién sobre la base de las
discrepancias (P;,—Q,). El mayor nivel de desigualdad que se aprecia en la
distribucién de frecuencias (&) con respecto a la (@) es producto del mayor apor-
te realizado por todas las observaciones: una pérdida en la posicién relativa
de las unidades menos favorecidas y mayor ventaja de las mis beneficiadas.

El hecho de que la concentracién sea mayor en II que en I no necesa-
riamente significa que los valores de las discrepancias entre las correspon-
dientes frecuencias acumuladas deban ser mayores en todos los puntos. La
forma de la curva de Lorenz en uno y otro conjunto de datos no se capta a
través del coeficiente de Gini sino que es necesario comparar los valores de

(Pi—Q).
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Los dos casos considerados nos permiten arribar a la conclusién parcial de
que &/ andlisis de los valores de las diferencias (P,—Q,) es el equivalente nu-
mérico a examinar la curva de Lorenz para estudiar la forma de la concentra-
cion.

Desde el punto de vista aplicado es conveniente establecer que en el estu-
dio de la desigualdad existente en la distribucién de una variable, es aconse-
jable no sélo medir el grado de la concentracién sino que, en ocasiones, re-
sulta de interés estudiar su forma ya que puede revelar movimientos opues-:
tos que quedan ocultos en el indice global. Esto es tanto mis ajustado a las
condiciones en que se desenvuelven los estudios empiricos cuanto que es
corriente que al comparar la desigualdad en dos conjuntos de datos, no sélo
se produzcan alteraciones en la forma de la concentracién sino también en su
nivel. Limitarnos s6lo al uso del indice de Gini puede significar que pasamos
por alto transferencias encontradas entre las observaciones las que, al com-
pensarse total o parcialmente, no quedan reflejadas en la medida global.

En el apéndice 1 se demuestra, que si bien el indice de concentracién de
Gini cumple con la condicién Pigou-Dalton, resulta insensible a redistribu-
ciones que se lleven a cabo entre observaciones que se encuentran a igual dis-
tancia en la ordenacién. Por ejemplo, el descenso en el nivel de la concentra-
ci6n serd igual si se transtiere la misma cantidad de la novena a la cuarta uni
dad, que de la decimoquinta a la décima. Esto quiere decir que el coeficien-
te no registra diferencias en cuanto al nivel en que se realiza la redistribucién;
sino que el cambio en su valor se relaciona sélo con la distancia entre las uni-
dades involucradas.

2.7 Medidas derivadas de la grifica de concentracion

Al analizar la importancia de estudiar la forma de la distribucién, quedé
claro que el sentido de una contribucién a la desigualdad es distinto segiin
que las observaciones se ubiquen en los rangos inferiores o en los superiores.
En efecto, el aporte a la concentracién de los miembros pobres del conglo-
merado, debe entenderse como una baja participacién en la distribucién del
pastel, mientras que la contribucién de las observaciones ubicadas en las po-
siciones altas corresponde al hecho de quedarse con una tajada grande. Es
decir, en el caso de las unidades menos favorecidas se trataria de un aporte
que denota lo poco que tienen, en tanto que en el de las mis favorecidas lo
mucho que les toca. Si la variable que se distribuye fuese el ingreso personal,
las contribuciones a la desigualdad deberian entenderse como causadas por
la pobreza de unos en relacién a la riqueza de otros. Si se tratase de la distri-
bucién del capital entre un conjunto de empresas, los aportes (P,—Q,) estarian
dados por la carencia de capital de las ubicadas en los rangos inferiores con
respecto a la abundancia relativa que tendrian las situadas en los superiores.

Como sabemos, al distribuir un total entre # unidades se genera una re-
particién en que el grado de equidad es alto o bajo, independientemente del
tamario del total. Es decir, en la reparticién va implicita la idea de que a algu-
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nas unidades les puede tocar una mayor o menor parte del pastel que a otras.
Pero ese mayor y ese menor deben medirse respecto a un criterio, que en
nuestro caso es la norma de igualdad democritica. Ahora bien, planteado el
problema en estos términos ;c6mo podemos saber cuiles son las observa-
ciones favorecidas y cuiles las perjudicadas respecto a una reparticién de la
variable de acuerdo con el principio de igualdad democritica?

2.7.1 Razdn de ventaja
Para responder a esta pregunta recurramos a la siguiente grifica:
Grifica 2.6.

P B e p

La recta LL es paralela 2 la linea de equidistribucién (razén por la cual su
pendiente serd igual a la unidad) y tangente a la curva de Lorenz, de modo
que determina aquel punto de ésta (que denotaremos como A) donde la va-
riable se distribuye de acuerdo con la norma democritica. Sabemos que la
forma de la curva de Lorenz deriva de la ordenacién previa a que se someten
las observaciones y cualquier tangente que se trace tendrd una inclinacién
mayor o menor que LL segiin se encuentre, respectivamente, a la derechao a
la izquierda de A. En otros términos, todas las unidades ubicadas a la iz-
quierda de A formarin el conjunto de las desfavorecidas y en el interior de €l
las situadas mis al extremo izquierdo tendrdn una situacion relativa peor y
contribuirin mis a la desigualdad. En tanto que las ubicadas a la derecha de
A serdn las beneficiadas por la reparticién y en tanto mais se alejen hacia la
derecha mas influirin én la concentracién.



- e

s o

62 FERNANDO CORTES/ROSA MA. RUBALCAVA

La pendiente en un punto 7 cualquiera se puede aproximar a través de:

(213) Ry - Q| B Qi"l _ Qi

- Pi - Pi—-l Pi

Esta relaci6n se conoce con el nombre de razén de ventaja y corresponde a la
relacién entre la proporcién de la variable (q;) que posee la unidad 7y la pro-
porcién que guarda respecto al total de observaciones (p; = 1/n). En el pun-
to A, de distribucién equitativa, p, = q; y por tanto la razén de ventaja serd
igual a uno.

Para ejemplificar el uso de esta medida tomemos los conjuntos de datos de
las tablas No. 2.8 y 2.9:

Tabla 2.13. Razén de ventaja en el conjunto de datos 1

B q; q;/p;
0.20 0.00 0.00
0.20 0.00 0.00
0.20 0.15 0.75
0.20 0.20 1.00
0.20 0.65 3.25

Estos datos nos indican que el grupo de los desfavorecidos estaria formado
por las tres primeras observaciones, y el de los beneficiados Gnicamente por
la quinta unidad. La cuarta estarfa justamente en el punto de equilibrio. Ha
recibido, de acuerdo con la norma democritica, exactamente la parte que le
corresponde del total de la variable.

Tabla 2.14. Razon de ventaja en el conjunto de datos Il

P; 9 q;/p;
0.20 0.05 0.25
0.20 0.05 0.25
0.20 0.05 0.25
0.20 0.05 0.25

0.20 0.80 4.00
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En este caso las cuatro primeras observaciones, (aquéllas cuyas razones de
ventaja son menores que la unidad), forman el grupo de las perjudicadas,
mientras que la quinta es la finica que ha ganado en esta forma de realizarse
la reparticién.

2.7.2. Coeficientes de proporciones equitativas

Hemos visto que una vez ordenados los datos, la razén de ventaja nos per-
mite catalogar cada observacién como perjudicada o beneficiada. Sabemos
que en la curva de Lorenz existe un punto A en que la pendiente (y por tanto
la razén de ventaja) es igual a 1, y divide a los datos en dos grupos, el de los
desfavorecidos y el de los beneficiados. En la distribucién de frecuencias
puede o no existir una observacion cuya razén de ventaja sea 1, pero siempre
serd posible localizar el nimero de orden (r) de la dltima observacién perju-
dicada. Asi, por ejemplo, en el conjunto de datos I (ver tabla 2.13) r=3y
ademis la cuarta observacién se ubica en el punto A: R = 1. En la distribu-
cién II (ver tabla 2.14) r =4 y no hay ninguna observacién situada en A.

El coeficiente de proporciones equitativas (R_) se define!! como aquella
proporcién de las observaciones que integran el conjunto de las desfavoreci-
das en la reparticién. En términos algebraicos:

(2.14) R=% p=p

en que se supone que las observaciones se han ordenado de menor a mayot
de maneraque, q, £ q, £ q; £...£ q,.

La medida R, se ubica en el diagrama de concentracién como un valor de
abscisa que corresponde a la primera observacién localizada inmediatamente
a la izquierda de A.

11 Hayward Alker, Ef uso de /as matematicas en el andlisis politico. Amorrorru Editores, Buenos
Aires, Argentina, 1975, pig. 59.
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Grifica 2.7.
Coeficiente de proporciones equitativas

La aplicacién de este coeficiente al conjunto de datos I entrega por resulta-
do:

R =02+02+02=06=P,
y en el caso de conjunto II:

R,=02+02+02+02=08=P,

La proporcién de unidades perjudicadas es mayor en el segundo ejemplo
que en el primero.

2.7.3. Coeficiente de mayoria minima

Ademis de obtener la informacién que nos entregan la razén de ventaja y el
coeficiente de propotciones equitativas, podriamos estar interesados en saber
cuil es el porcentaje de observaciones que posee por lo menos una cierta pro-
porcién de la variable (Q'). En asi como se origina el coeficiente de mayoria
minima:
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(2.15) M, =% pi=1-P,

donde £ es el ntimero de orden correspondiente a la observacién a partir de
la cual se cumple que la frecuencia relativa en la variable es como minimo la
proporcién previamente fijada.

Supongamos que imponemos como criterio el control de por lo menos un
50% del valor de la variable, entonces £ separari la distribucién en dos gru-
pos, el que tiene menos del 50% del valor total de la variable y el que tiene
el control sobre el 50% o mis.

La férmula que hemos propuesto para el cilculo de M_ es totalmente ge-
neral. El valor criterio Q’ se refleja directamente sobre el subindice inferior
de la suma.

Desde el punto de vista grifico, el coeficiente de mayoria minima se de-
termina como el complemento del valor de abscisa correspondiente a la or-
denada Q,. Nétese que a Q’ puede no corresponderle una observacién.

Grifica 2.8.
Coeficiente de mayoria minima
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Numéricamente es simple encontrar su valor. En efecto, para el conjunto
de datos I, de la tabla (2.13) tenemos que:

Tabla 2.15. Calculo del coeficiente de mayoria minima

P q; P, Q;
0.20 0.00 0.20 0.00
0.20 0.00 0.40 0.00
0.20 0.15 0.60 0.15
0.20 0.20 0.80 0.35
0.20 0.65 1.00 1.00

Es evidente que M_ = 1-0.80 = 0.20. Es decir, el 20% de las observaciones
controla por lo menos el 50% del total. El mismo resultado se obtiene al
aplicar la férmula al segundo conjunto de datos.

2.8. Algunas consideraciones adicionales sobre el indice de concentracion de
Gini

En los desarrollos que presentamos en secciones anteriores, hemos centra-
do nuestro interés sobre las interpretaciones que se pueden asociar al indice
de Gini asi como en la manera adecuada de calcularlo cuando se dispone de
datos no agrupados.

Después de exponer su intcrpretacién algebraica establecimos que desde
el punto de vista geométrico se puede visualizar como la relacién entre el
area de concentracion y la superficie del tridngulo isosceles inferior que re-
presenta el 4rea de mixima concentracion.

2.8.1. Una manera de calcular el coeficiente de Gini

Sobre la base de la concepcién geométrica se puede llegar a establecer otro
modo de calcular el indice de Gini. Con este propésito, consideraremos la si-

guiente grifica:



TECNICAS PARA EL ESTUDIO DE LA DESIGUALDAD 67

Grifica 2.9.

i 1in 2/n 3in 4in 1.0 P

Si llamamos B al 4rea que se encuentra bajo la curva de Lorenz, de acuer-
do con la definicién geométrica de Gini tendremos:
i 1/2-B
G = =77 =1-2B=1-2[1-(1-B)]
La expresién algebraica correspondiente al drea (1-B) se encuentra en el
apéndice namero 1 y su reemplazo en la férmula anterior origina:

n+1
n

(2.16) G’ = 2[q, +2q, + 3q, + ... + nq, |-

En el mismo apéndice se demuestra que esta manera de calcular G’ no
coincide exactamente con el valor que se habria obtenido al aplicar la f6rmu-
la (2.9) y que ambas expresiones se encuentran relacionadas a través de:

n

(2.17) G =["-1G=[1-2]G

n
como < 1, entonces

G <G

Es decir, el cilculo del indice de Gini a través de dreas siempre subestima-
rd el valor de G obtenido sobre base algebraica. Por otra parte, la igualdad .
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(2.17) nos dice que el grado de subestimacién guarda una relacién inversa
con el niimero de observaciones: a mayor niimero de observaciones menor
sesgo. En el limite, es decir, cuando el nimero de casos tiende a infinito, G’
tiende a asumir el mismo valor que G.

Aplicaremos al conjunto de datos de la tabla (2.10) esta nueva manera de
calcular el indice de Gini y aprovecharemos la oportunidad para verificar nu-
méricamente la validez de la equivalencia que se ha establecido entre ambos
procedimientos. Debe recordarse que ya habiamos obtenido un G = 0.75.

Ahora bien, de acuerdo con la férmula pata'G' tenemos que:

' 2 n+1
G = —lq + 29, + 3q; + 4qq + Sq,}-(—nL

Sustituyendo:

G’ = —[0.05 + 2x0.05 + 3x0.05 + 4x0.05 + 5x0.80 ]~ %

wlr

llegamos a:
G' =06

De acuerdo con (2.17), al reemplazar G = 0.75 deberia obtenerse:

, 4
G = —S"KO.';'J'

G =056

Resultado que comprueba la ecuacién que hemos establecido y nos
muestra el grado de subestimacién en que se incurre en este caso particular.

El hecho de que G’ tienda a asumir el valor de G cuando el niimero de ob-
servaciones es muy grande (estrictamente cuando tiende a infinito) nos per-
mite aplicar la férmula que se deriva del cdlculo de dreas en casi cualquier si-
tuacién prictica sin incurrir en subestimaciones demasiado graves. Pero,
cuando la cantidad total de casos es reducida, el sesgo resultard demasiado
grande lo que no hace aconsejable utilizar G’. En esta situacién se deberia
llevar 2 cabo el cilculo a través de G.

2.8.2. Coeficiente pseudo Gini
Hemos enfatizado que tanto la grifica de concentracién como la curva de Lo-

renz y el indice de Gini se construyen sobre el supuesto de que los datos han
sido previamente ordenados. ¢Qué ocurre si no cumplimos con este requisito?
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Supongamos que las cinco observaciones que nos han servido como
ilustracién en el parigrafo anterior se presentan de la manera siguiente:

Tabla 2.16. Distribucion de frecuencias con datos no ordenados

P; g P; Q P-Q
0.20 0.05 0.20 0.05 0.15
0.20 0.05 0.40 0.10 0.30
0.20 0.80 0.60 0.90 =0.30
0.20 0.05 0.80 0.95 =13
0.20 0.05 1.00 1.00 0.00
El diagrama de concentracién correspondiente a esta tabla es:
Grifica 2.10
Diagrama de concentracion para observaciones no ordenadas
Q
10
/i
¢
0.5 1 ¢

mmonde ke s el

.

Apfinns oy

0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 P

Como se puede observar la no ordenacién de las observaciones trae como
consecuencia que una parte de la poligonal pase por encima de la linea de
equidistribucién, cuestién que no acontece si los datos han sido previamente
jerarquizados.

Asi como se genera una poligonal pseudo Lorenz podriamos definir un co-
eficiente de concentracién pseudo Gini. Para ello simbolizaremos por B el
drea ubicada bajo la poligonal pseudo Lorenz y apliquemos la férmula de
Gini basada en dreas (G'). Bajo esta circunstancia el coeficiente pseudo Gini

(G) sera:

5. 2@+ 2%+ .. +0q)_(ne1)
n n
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Como los valores q; no se encuentran ordenados serian diferentes a los de q;.
Para comparar el valor de G con el de G’, bastari con observar si la combina-
cién lineal de q; que define a G’ es mayor, igual o menor que aquella conte-
nida en G, ya que todos los demis elementos de ambas férmulas son iguales.
Por simple inspeccién es posible afirmar que:

q, + 2q, + 3q; + ... + nq, = q, + 2q, + 3q; + ... + nq,

ya que en la expresién de la izquierda se les otorga a los valores mis altos una
ponderacién mayor que a los menores. Es decir, los pesos se asignan de mo-
do que hacen mixima la suma. Ello a pesar de que, para observaciones par-
ticulares, puede ocurrir que el valor de la izquierda sea menor que el corres-
pondiente en la derecha.

La inecuacién nos permite afirmar que siempre:

G=2G

o

ycomo G = G', entonces G = G’ 2

Expresi6n que nos dice que si calculamos un coeficiente de Gini sobre la
base de datos no ordenados, subestimaremos el grado de desigualdad. Pues-
to de otro modo: el coeficiente pseudo Gini siempre serd menor que el coefi-
ciente de Gini, de modo que la no jerarquizacién de las observaciones con-
duce a un error E:

E=G-G
que es siempre mayor o igual que cero.
E=20

Examinemos numéricamente las caracteristicas del coeficiente pseudo Gi-
nt y su relacién con el indice de concentracién de Gini. Al emplear G para

medir la desigualdad en la tabla 2.16 llegamos a:
G=0

Sabemos que G = 0.75., luego se cumple que G < G. El cdlculo también se
puede llevar a cabo con G’ cuyo valor G’ = 0.60 se obtuvo en el parigrafo
anteriof.
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En este ejemplo numérico se verifica que:

G>G >G

ya que:

0.75 > 0.60 > 0

2.8.3. Efecto del orden de las observaciones sobre ¢l indice de Gini

A continuacién veremos lo que acontece al ordenar los datos de mayor a me-
nor(q, = q, = ... = q,)en lugarde hacerloa lainversa(q, £ q, < ... € q,),
tal como lo hemos hecho en todos los desarrollos que presentamos hasta aho-
ra. El coeficiente de Gini resultante (G) asumiri el valor de G pero con signo
opuesto 2, debido a que la poligonal de Lorenz se ubicari siempre por enci-
ma de la linea de equidistribucién y por lo tanto la diferencia entre P, y Q.

serd siempre negativa.

Como ilustracién examinemos lo que acontece numéricamente 2l ordenar
las observaciones de la tabla 2.10 de mayor a menor.

Tabla 2.17. Distribucion de frecuencias con datos ordenados de mayor a menor

P; q; P; Q P-Q
0.20 0.80 0.20 0.80 —-0.60
0.20 0.05 0.40 0.85 —0.45
0.20 0.05 0.60 0.90 =0.30
0.20 0.05 0.80 0.95 —=0.15

0.20 0.05 I 2.00 =1.50

12 Yer apéndice 1.
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Grifica 2.11.
Diagrama de concentracion correspondiente a observaciones ordenadas
de mayor a menor
Q

1.0

09
0.8
(P-Q)<0
0.7
0.6
0.3
0.4
0.3
0.2

0.1

0 01 02 03 04 035 06 07 08 09 1.0

P,
De donde:
- 150 _ 5
G = 700 - 0.75!

Este ejemplo nos sirve para ilustrar el hecho de que una inversién en la
jerarquia de las obscrvaciones cambia el signo del indice de concentracion de
Gini manteniéndose su valor absoluto. Ademis, la grifica de concentracién
de Gini nos permite visualizar la raz6n bisica que explica la alteracién en el
signo.

2.9. Coeficiente R,,

La informacién que nos entrega la pendiente de la curva (o poligonal) de
Lorenz origina: (i) la raz6n de ventaja (R, ), que nos permite dividir la distri-
bucién en el grupo de los perjudicados y los beneficiados; (ii) el coeficiente
de proporciones equitativas (R_), que nos sefiala el tamafio relativo del grupo
de los no beneficiados. Ademis, y también como una medida derivada del
diagrama de concentracién, tenemos la proporcién minima de observaciones
que controlan una mayoria del valor de variable (M,)).

3 De mismo modo se puede comprobar que G' = —0.60 en caso de cambio en el orden.
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Los coeficientes R_y M_ se expresan geométricamente en el eje de abscisas,
es decir, hacen uso preferente de la informacién referida a la proporcién o
porcentaje de observaciones. A continuacién seguiremos un derrotero dife-
rente; nos preguntaremos mis bien acerca de la posibilidad de utilizar la ra-

z6n de ventaja para proponer una manera alternativa de medir el grado de
concentracion.

Grifica 2.12.

Coeficiente R,,

{a)

(b}
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La idea que lleva a explorar esta vertiente salta a la vista al examinar
los dos diagramas. En el (@), donde se representa una desigualdad ma-
yor, los valores de la pendiente (q; / p,) son pequefios para los valores ba-
jos de Py crecen ripidamente a la derecha del punto A. En tanto que en el
diagrama (b), en el que el nivel de concentracién es menor, se mueven mas
suavemente a lo largo de toda la curva. En el caso limite de equidistribucién
la pendiente es constante e igual a 70 en cualquier punto. El vinculo exis-
tente entre el grado de desigualdad de una distribucién de frecuencias y las
razones de ventaja nos induce a explorar la posibilidad de usarlas como base
de una medida de concentracién.

La funcién que surge casi naturalmente es:

n

b3 q;/p;
i=1

sin embargo, no nos es Gtil por cuanto esta suma es independiente del grado
de desigualdad de la distribucién:
2q/p; = Z( (ii )=nXqg =n

n
la suma de las razones de ventaja es siemptre constante e igual al nimero to-

tal de observaciones; en otros términos, la suma de las pendientes es siempre
igual a n, sea cual sea el grado de desigualdad existente en la distribucion.

Este resultado no deberia extrafiar por cuanto del examen de los diagra-
mas lo que resalta es mis bien la manera en que se compone el valor total ».
Deciamos que cuando la concentracién es mayor, a valores bajos de P
cotrespondian valores mis pequefios de g, / p; que en los casos de una distri-
bucién mis equitativa, y que en los valores altos de P se producia la situacion
inversa. Luego, para una curva de Lorenz dada, los valores pequefios de las
pendientes en algunos puntos implican valores altos en otros, de manera que
la suma es siempre una constante. Esta caracteristica invalida la posibilidad de
proponer la suma como medida de desigualdad, lo que nos conduce a exa-
minar otras funciones de las razones ventajas.

Una via posible de solucion a este problema, podria consistir en determi-
nar un conjunto de ponderaciones que aplicadas sobre las razones de ventaja
quiebre la caracteristica de suma constante. Del examen de los diagramas (a)
y (b) de la grifica 2.12, se puede percibir que cuando las pendientes son me-
nores que la unidad, a mayor concentracién corresponden valores més bajos
de g;. Lo inverso se cumple cuando las pendientes son mayores que uno. En
consecuencia, si ponderamos cada razén de ventaja por su correspondiente q;,
habremos asignado un peso pequefio a aquellas observaciones que se en-
cuentran en desventaja y uno grande a la relacién q; / p; de las unidades be-
neficiadas. La medida de desigualdad que resulta de la aplicacion de este cri-

. terio serd:
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MB

(2.18) R, = | q; (g;/py)

—

A continuacién procederemos a estudiar las caracteristicas y bondades de
la medida. Examinaremos, en primer lugar, los limites entre los cuales
puede variar el indicador propuesto.

El desarrollo de (2.18) nos dice que:

Ry = q,(q,/py) + 99, /P2) + -« + qi(q;/p) + ... + q,(q,/P,)

En el caso en que la unidad genérica 7 se haya apropiado del total de Ia va-
riable tendremos que g; = 1y los restantes valores de q todos iguales a cero:

Ry =0+0+ ...+ 1(1/,,)+ ..+0,

luego,

Esto quiere decir que cuando hay concentracion total, R,, asume el valor #.

Al distribuirse equitativamente la variable entre todas las unidades,

tendremos que g; =p; = L para cualquiera que sea la observacién 4, lo que
n

implica que:

R, = 2q(q;/p) = (1/)(T70) + (/)7 + . + (1) (7m0 +

- (Un)(%)

Por lo tanto,

nsum%ndos
71 1 1 1>
Ry=—+—+ ...+ —+ .. +—
n n n n

zw“-‘-‘.
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En los casos en que la variable se reparte por igual entre todas las observa-
ciones, R, alcanza la unidad como valor minimo.

Ademas, esta funcidén es creciente en el intervalo definido por 1y »#. En
efecto, cuando la variable se distribuye equitativamente sabemos que la pen-
diente de la recta de Lorenz asume siempre el valor unitario. En tanto nos
alejamos de una reparticién equitativa de la variable habra algunos valores
de q;/p; menores que uno, pero como la suma de todos ellos es siempre
igual a 7, necesariamente cuando ello acontezca habri otros mayores que la
unidad' Si a los primeros se les asigna una importancia relativa menor (a
través de la ponderacién q;) que a los segundos, se concluye que R, siempre
crecerd en tanto nos alejemos de la distribucién equitativa.’

En resumen, R, alcanza el valor minimo 1 en caso de distribucién equita-
tiva, llega a ser igual a # cuando la concentracién es total y es siempre cre-
ciente en la medida que aumentan los niveles de desigualdad.

Sobre la base de estas caracteristicas es ficil normalizar su recorrido al
intervalo delimitado por 0y 1:

(2.19) RN = —M

RY es igual a cero si la variable se distribuye equitativamente entre las unida-
des y toma el valor 1 si una de ellas se apropia del total.

A manera de ilustracién consideremos la informacion de la siguiente tabla
en que presentamos un ejemplo de desigualdad maxima:

Tabla 2.18. Ry, en una distribucion que presenta concentracion total

Val. de var. jof q; q;/p; q;(q;/p;)
0 1/5 0 0 0
0 1/5 0 0 0
0 1/5 0 0 0
0 1/5 0 0 0
10 1/5 1 5 5
10 5 5
Luego:
Sl

Ry =5 }'Rﬁ‘—“ 4 =1

™ Esto es una consecuencia de que si hay algunas unidades perjudicadas por la reparticion
habrd otras que serin beneficiadas.

'% Al examinar el coeficiente Ry, a la luz de los critetios que deben cumplir las medidas de desi-
gualdad, se entregari una demostracién formal.
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En caso de equidistribucién tenemos:

Tabla 2.19. R, en una distribucion igualitaria

Val de var. P; q; q/p; 9(q; /)
2 1/5 1/5 1 1/5
2 1/5 1/5 1 1/5
2 1/5 1/5 1 1/5
2 1/5 1/5 1 1/5
2 1/5 1/5 1 1/5
10 5 1

Ry=1 yRY=—1=0

Obsérvese que en ambos ejemplos Z (q; / p;) es igual a 5, es decir, al ni-
mero total de observaciones.

Procederemos ahora a analizar el comportamiento de R,, a la luz de los cri-
terios Pigou-Dalton y de cambio relativo. Con este propésito supongamos
que redistribuimos una proporcién Aq de la variable desde una unidad rica
en favor de una pobre.

Es conveniente notar que la relacién q; / p; aumentari para el perceptor en
lo mismo que disminuye para el emisor. Esto se puede sustentar facilmente
si consideramos que el beneficio lo obtuvo la observacién ; que después de la
transferencia queda con una razén de ventaja:

q + Aq q; Aq
+
p; B; P,

y que la perjudicada fue una observacién £ (X, > X) cuya nucva razén de
ventaja serd

%-89 9 _ Aq
Py ) Py

En estas dos tltimas igualdades el primer término de la derecha representa
a las razones de ventaja de las unidades 7 y £ antes de la transferencia y el se-
gundo término la ganancia o pérdida segiin sea el caso. Ahora bien, como:

tenemos que:
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Al realizar la transferencia tendremos que;
R, - (9 +A89@q +Aq (4~A49Q A9 ,

a P Py

Donde A simboliza a todos los restantes términos de R,, que permanecen
inalterados con la transferencia. Antes de la redistribucién R,, era igual a:

=51 Ay

R
- P Py

Por lo tanto:

R,-R, - (@ +89)q +489) _ q(9) , (4~A9)(4~Ad) _ 9, (q)
" 2 3 P, P,

al operar algebraicamente y recordar que p; = p, = 1/nse llegaa:

(2.20) R, — R, = 20Aq[(q,—q,) + Aq]

Sabemos por definicién que q, > q;, en consecuencia, (4, = q,) < 0si
ademis se cumpliese que Aq < |q, — q,|, entonces tendriamos que:

R, -R, <0

y por lo tanto

By R,
Es decir, si la transferencia se hace desde una unidad rica en favor de una
menos rica, entonces el coeficiente R,, marcard un valor menor, sefialando
que la distribucién se ha vuelto mis equitativa. Expresado de manera breve,
esto significa que el coeficiente cumple con la condicién Pigou-Dalton'.
Pero todavia nos queda por indagar el sentido que se le puede atribuir a la
condicién Aq < |q.—q,|. Ella nos dice que sélo se produciri una disminu-
cién en el nivel de desigualdad si la proporcién transferida es menor que la
distancia que separa a las proporciones que poseen las unidades implicadas.
En el caso en que Aq = |q—q,|, R, = R, ya que lo iinico que ocurrié es
que ahora el sujeto £ ocupa el lugar del / y viceversa y no se ha alterado el ni-

16 De pasada sefialamos que este procedimiento se podria aplicar pn gran nimero de veces a
partir de una distribucién totalmente concentrada hasta llegar a la distribucion equitariva, y en
cada caso Ry, caeria sistemiticamente desde # hasta ¢l valor unitario.

Por otra parte, siguiendo el mismo procedimiento es ficil demostrar que acontece lo inverso si
redistribuimos en favor de las observaciones mis ricas.
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vel de la concentracién. St Aq > |q;—q,| la distribucién introdujo mayor-
desigualdad. Supongamos que la unidad 7 posee g = 0.1y que la £tiene un
q, = 0.5. Habri una tendenciaa la equidistribuci6n siempre que se favorcz-
ca a 7 con una cantidad menor que 0.4, por ejemplo 0.3, de modo que g
0.4y q, = 0.2; la nueva distribucién es mds equitativa que la primera ya quc
los otros términos han permanecido inalterados aun cuando la observaci6n £
qucdo mis pobre que la . 5i la transferencia es igual 2 0.4 entonces g; = 0.5
yq, = 0.1, lo dnico que ha ocurrido es que ahora s tiene el lugar de £ pero la
clcsngualdad existente en la distribucién se ha mantenido constante. Por dlti-
mo, si Aq es mayor a 0.4, por ejemplo 0.45, entonces s quedard con 0.55y £
con 0.05, de manera que la redistribucién ha sido regresiva.

Para ilustrar la sensibilidad de R,, a la condicién Pigou-Dalton considere-
mos la siguiente informacién:

Tabla 2.20. Calculo de R, en una distribucion de frecuencias

Val. de var. Pj q; q/p; 9;(9;/p;)
5 0.20 0.05 0.25 0.0125
10 0.20 0.10 0.50 0.0500
20 0.20 0.20 1.00 0.2000
30 0.20 0.30 1.50 0.4500
35 020  0.35 1.75 0.6125
100 1.00 1.00 5.00 1.3250

R, = 1325 yRY = ﬁs—— - 0.0813

Al transferir una unidad de la variable desde la quinta a la primera obser-
vacion tendremos que:

Tabla 2.21. Ry, después de una transferencia extrema

Val. de var. p; g q;/p; q;(q;/py)

6 0.20 0.06 0.30 0.0180

10 0.20 0.10 0.50 0.0500

20 0.20 0.20 1.00 0.2000

20 0.20 0.30 1.50 0.4500
34 020 034 170 0.5780
100 1.00 1.00 5.00 1.2960

1.296— 1

Ry = 1.296 yRY = = 0.074

4

Tal como era de esperar, la transferencia en favor de una unidad mis
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deposeida trajo como consecuencia una reduccién en R,,. Ademds, este mis-
mo ejemplo nos sirve para mostrar la validez de la ecuacién (2.20)
Al sustituir los valores numéricos adecuados:

R,-R, = 5x2x o.mEo.os - 0.35)]+ 0.01

y al realizar las operaciones se cumple:
R, — R, = —0.029

cantidad que resulta ser ¢xactamente igual a la diferencia entre los coeficien-
tes calculados:

R, — R, = 1.296 — 1.325 = —0.029

Nétese que la proporcidn transferida (Aq) es bastante menor que la dis-
tancia que separaba a las observaciones. En efecto, Aq = 0.01yq,—q, =
0.35 — 0.05 = 0.30.

Por otra parte, sabemos que también es deseable que una medida de desi-
gualdad sea sensible al nivel en que se realiza la transferencia (condicién de
cambio relativo). Si la transferencia se hace desde una unidad rica a una
pobre, la reduccién en la medida de concentracién deberia ser mayor que si
favorece a una observacion menos pobre. Analicemos, entonces, el compor-
tamiento de R,, ante este tipo de redistribucién.

Para tal efecto supongamos que ademis de las observaciones ;' y £ existe
una / tal que:

X <X <X

y que la transferencia desde £ hacia / es del mismo monto Aq que se efectud
en favor de ;. Al simbolizar por R/ el valor del coeficiente debido a la re-
distribucién Aq en favor de / tendremos que:

Ry — R, = 20 Aq[(q, = q,) + Aq]

Nos interesa comparar la reduccién experimentada por Ry, en cada caso
Con este propésito establezcamos:

(R, — R, )~®R;, -~ R,) = 20 Aq [(q,—q,) + Aq—(q,~gq) Aq]

Ry~ Ry)~(R'y = Ry) = 2n Aq[q —q]
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El lado derecho de esta ecuacién siempre serd negativo ya que q; < q, de
modo que:

(Ry = Ry)~(Ry ~Ry) < 0
lo que implica que:
R, <R,
Es decir, cuando la transferencia se hace desde una unidad rica a una
pobre, el cocficiente de desigualdad R,, experimenta una caida mayor que si
se hace en favor de una observacién no tan pobre. Por lo tanto podemos afit-

mar que este coeficiente de desigualdad no s6lo cumple con la condicién
Pigou-Dalton, sino que también es sensible al nivel de la variable en que se
realiza la redistribucién'’.

Los resultados que hemos presentado se pueden escribir sintéticamente
como:

Ry, > Ry'> R,

Estas desigualdades se invierten cuando la transferencia beneficia a las
unidades que poseen una proporcién mayor de la variable.

Sobre la base de la informacién ya presentada, supongamos a2 modo de
ejemplo que la redistribucién esta vez se hace en favor de la tercera observa-
ci6n de manera que:

Tabla 2.22. R, después de una transferencia moderada

Val. de var. b q q;/p; q(q;/p)
5 0.20 0.05 0.25 0.0125
10 0.20 0.10 0.50 0.0500
21 0.20 0.21 1.05 0.2205
30 0.20 0.30 1.50 0.4500
34 0.20  0.34 1.70 0.5780
100 1.00 1.00 5.00 1.3110

R, = 1.3110 y RY = 0.0778

'7 De modo que Ry, resulta ser una funcién que no sélo es creciente con los niveles de desigual-
dad (condicién Pigou-Dalton) sino que aumenta con una tasa decreciente (condicién de cambio
relativo) entre los limites 1 y #.
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Lo que comprueba numéricamente la validez de la desigualdad
R, > R, > R,
1.3250 > 1.3110 > 1.2960

2.10. Indice entropico de Theil

A diferencia de los coeficientes que hemos presentado en los apartados an-
teriores, la exposicién de la medida propuesta por Theil requiere de algunos
antecedentes de caricter introductorio para que el material se ordene en un
todo mis o menos coherente. Lo que acontece es que los indicadores de desi-
gualdad que hemos examinado se encuadran dentro de una estricta 16gica
estadistica, en tanto que el coeficiente entrépico surge de la termodinimica
y de la teoria de la informacién. Nos basaremos en esta tltima vertiente para
rescatar aquellos elementos que nos parecen bisicos para lograr un cierto gra-
do de comprensién de esta medida de desigualdad. Aquellos lectores que
deseen obtener un conocimiento mis profundo deberin recurrir a textos
especializados'®.

2.10.1. E/ concepro de entropia en teoria de /a informacion y algunas de
Sus caracteristicas.

Supongamos que en algiin momento recibimos el mensaje de que ha ocurri-
do el suceso E cuya probabilidad era p. ¢Cuil seri la cantidad de informa-
cién que hemos recibido?

De hecho, pareciera légico suponer que la cantidad de informacién es ma-
yor en la medida que menor es la probabilidad de ocurrencia p. En otros tér-
minos, si sabemos que ocurre un suceso E, cuya probabilidad es muy pe-
quefia, la cantidad de informacién que recibimos es mayor que si acontecié
E, que tiene asociada una probabilidad cercana a uno. En este altimo caso de
antemano casi sabemos que el suceso E, tendrd que ocurrir.

En consecuencia si queremos la cantidad de informacién en funcién de la
probabilidad p (previa a la ocurrencia del suceso) deberemos elegir una fun-

'8 El marerial de esta seccién deriva bisicamente de: Fazlollah Reza; An Introduction to Infor-
masion Theory. Mc. Graw-Hill, Nueva York, 1961. C. Shannon y W. Weaver, The Mathemati-
cal Theory of Communication. The University of Illinois Press, Urbana, 1949. H. Theil, Statis-
tical Decomposition Analysis. North Holland, Amsterdam, 1972.
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ci6én decreciente en p. Entre las muchas funciones posibles, Shannon'® pro-
puso:

1
h (p) = log, 5 " —log, p

en que la base de los logaritmos es 2 y que es una funcién decreciente de p,
que tiende a infinito cuando p =0y es igual a cero cuando p = 1. Si p =0.50

tenemos que h(1/2) = —log, % = log, 2 % = 1. Este resultado puede tomar-

se como unidad binaria (bit) que permite medir la cantidad de informacién
de cualquier mensaje referido a un suceso E. Cuando los logaritmos son na-
turales la unidad de medida se denomina nit.

Grifica 2.13.
La funcion b (p)

PE-TEa S & ek

W =m A

0.25 0.50 0.75 1.00 P
PROBABILIDAD DEL SUCESO E

La cantidad de informacién contenida en el mensaje de que E no ocurrié
serd:

1
h (1-p) = log —p .~ —log (1-p)

19 Shannon y Weaver, Op. cit, pigs. 14 y 51.

20 En esta seccibn no nos preocuparemos por sefialar la base del logaritmo. Siempre serd 2, 4
menos que se indique lo contrario.
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Como se puede apreciar, la informacién entregada por el hecho de que E no
sucedid seri distinta que la correspondiente a su ocurrencia (s6lo coincidirin
en el caso en que p = 1—p =0.5). Esto es l6gico por cuanto, si p es cercana a
1y el suceso no acontece, la cantidad de informacién recibida es grande y si
ocurre, serd pequeifia.

En consecuencia la cantidad de informacion referida a un suceso E puede
ser h(p) o h(1=p) y antes de la llegada del mensaje no estaremos en condi-
ciones de usar una u otra medida, pero si podremos calcular el contenido es-
perado de informacion. Para ello bastari recurrir al concepto de esperanza
matemitica y definir:

H = p-h(p) + (1=p)-h(1-p)

Efectuando la sustitucién,

1
1-p

(2.21) H = plog—:—,- + (1-p) log

La funcién H se conoce con el nombre de entropia y expresa la cantidad
esperada de informacién correspondiente al suceso E.

Grifica 2.14.

Entropia

0.5 Lo P
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Las caracteristicas bisicas de esta funcién, tal como se muestran en la grifi
ca 2.14 son:

(1) Es simétrica con respectoa p = 0.5

(i)  Es no negativa.

(i) AsumeeclvalorOenp = 0yp = 1.

(iv)  Alcanza su maximo (la unidad) en p = 1/2.

Todas estas caracteristicas se encuentran estudiadas en detalle en el libro
de Reza?' y dado el propésito de esta exposicién, no nos preocuparemos por
entregar una demostracién rigurosa de cada una de ellas. De hecho lo que
mis puede llamar la atencién es que se afirme que la funcién H toma el valor
cerocuandop = 06 p = 1.

En efecto,sip = 0

1 1
H = 0 (log -a-) + 1 (log ﬁ)

El primer sumando se encuentra indefinido ya que se trataria del logarit-
mo de una cantidad que tiende a infinito. Una situacion similar se presenta
para p = 1 con el segundo sumando. Ahora bien, es usual definir:

1
X

x log = Qcuandox = 0
costumbre que se basa en el hecho de que el limite de x log % esceroen la
medida que x tiende a cero.

Hasta este punto hemos trabajado con la informacién que nos propor-
ciona la ocurrencia o no ocurrencia de un suceso. Consideremos ahora que
nos interesa establecer la entropia asociada a # sucesos mutuamente exclu-
yentes E, E,...., E, cuyas respectivas probabilidades son p,, p,, ..., p,, que

n
cumplen con la condicién = P, =1 2. Sabemos que la cantidad de in-
i=1
formacién proporcionada por la ocurrencia de E; serd h (p;) y que podemos
calcular el contenido esperado de informacién a través de:

—_—

21 Reza, op. cit, pigs. 802 91.

22 Los m sucesos son tales que agotan el espacio de probabilidades.
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n
H = p, h(p,) + p,h(p,) + ... + p,h(p,) = = p; h(p)
i=1

Por consiguiente:

L, 1
(2.22) H= 2 plog 3
i=1

Esta es una expresion general para la entropia que incluye el caso particular
n = 2

Las caracteristicas bisicas de la funcion entrépica (2.22) son: (i) Es no ne-
gativa, lo que deriva del hecho que h(p,) = 0 yque0 & < p, £1. Se trata de
una suma ponderada de cantidades no negativas.

(ii) Cuando algiin suceso genérico E, tiene probabilidad 1, las de los restantes
sucesos serin todas iguales a cero y por tanto:

i 1
H= % -1 log — log —
i=1 Py ng T B DgP * 1Z=, 1 P‘IOgPi
©OmMop, = p, = ... = P, = P,y =--. = P, = 0, las sumas serdn iguales a
cero y lo mismo ocurre con:
1
pjlog— = 1(log1) =0
P;
De modo que:
H=0

Esto quiere decir que si tenemos certeza en la ocurrencia de un suceso, la
cantidad esperada de informacién serd igual a cero.

(iii) La entropia alcanza su méximo cuando:

Pp=P;=..=p,=1/n

En este caso
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Disponemos de la méxima cantidad de informacién cuando todos los sucesos
tienen la misma probabilidad de ocurrencia.

Este resumen de las caracteristicas bisicas de la entropia nos permite exa-
minar su utilizacién como medida de desigualdad.

2.10.2. Indice de concentracion de Theil
A partir del valor total que alcanza una variable es posible definir las partici-

paciones relativas que corresponden a cada observacién de manera que la su-
ma de ellas conforme la unidad:

M2

q =1
=1

donde cada q; es una proporcién y como tal cumple con la condicién 0 <
Sobre la base de las proporciones de la variable que posee cada unidad se
define la entropia como:

1

2 H oz —
(2.23) 1Gilog o

1]
~- D
1}

Ahora bien, si el total se distribuye equitativamente entre todas las obser-
vaciones entonces:

gi = G = G =g

;D
H me i}Z:] logn = log n

Cuando la variable se distribuye equitativamente, H asume el valor miximo
log n. Si por el contrario se concentra sélo en una observacién, por ejemplo,
la 7, entonces:

q=0¢=-.9,=9q,, =..=q,=0yq = l,enviruddelocual H = 0.

Por lo tanto H puede verse como una medida de igualdad (crece en tanto
nos aproximamos hacia la distribucién equitativa) y se puede transformar fi-
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cilmente en un indice de desigualdad restando H a su valor miximo:

logn—H = logn - Zq; logqi

logn—H = Zqi(logn—logqi)

logn—H = Zq;(lognq)

logn—H = Eqilog-l%—

1 .
y tecordando que p; = - 5¢ tiene que:

logn—H = Zqilog%

i

Al simbolizar (log n = H) por H’ tenemos:

(2.24) H' = Zq‘-log-g'-.-

Esta medida asumiri el valor cero en caso de equidistribucién en virtud
que, como habiamos visto, log n = H, y si la concentracién es total, H’ serd
igual a log n, dado que, segtin sabemos, en ese caso H = 0. En sintesis:

H)

0 si la variable se encuentra equitativamente distribuida y

H’ = log n si el valor total lo posee sélo una observacion,

il

Esta medida de concentracién no cambia su valor si todos los valores de va-
riable son afectados por una constante; ello es consecuencia de que depende
de q, que simboliza proporciones que no se alteran con esas modificaciones.
También cumple con las condiciones de Pigou-Dalton y con las de sensibili-
dad a las transferencias de valores de variable ubicados en distintos niveles
(cambio relativo). El hecho de que la entropia responda a los dos dltimos cri-
terios que sefialamos nos garantiza que entre los valores maximo y minimo la
funcién sea creciente al aumentar los niveles de desigualdad. La demostra-
cién matemdtica estricta de que H' cumple estos criterios la dejaremos para
el préximo capitulo. Por ahora sélo estamos en condiciones de exponer un
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argumento que da sustento l6gico pero no matemitico a esta Gltima afirma-
cién, y que ademds nos permite adjudicar una interpretacién alternativa pa-
ra H'.

Al comparar los coeficientes R, y H':

oo
=

]
s

salta a la vista que:

(1) La medida entrépica de desigualdad puede ser considerada como un pro-
medio ponderado de los logaritmos de las razones de ventaja, en que los pe-
sos son las participaciones relativas de cada observacién en la variable. Cabe
hacer notar que a cada unidad con razén de ventaja menor que uno le corres-
ponderi un logaritmo negativo®. En otros términos, asociado a cada obser-
vacién beneficiada por la reparticién habri un sumando positivo de H' y uno
negativo a cada unidad perjudicada.

(ii) La relacion monétonamente creciente entre q; / p; y log (q, / p;) (ver grifi-

ca) implica que el coeficiente entrépico de Theil cumplird también con las
condiciones Pigou-Dalton y de cambio relativo. En general, podriamos espe-
rar que la sensibilidad de H’ a las transferencias Aq deberia ser mayor que la
de R,, debido a que al aplicar logaritmos sobre g; / p; s le otorga una impor-
tancia relativa menor a los cambios experimentados por los valores altos que
a los bajos. Es decir, en términos l6gicos debemos esperar que el coeficiente
de Theil no sélo disminuya cuando se transfiere un Aq desde una unidad
mis rica a una mis pobre sino que el decremento debe ser mayor que el que
sufre R,,.

23 Si bien los componentes de la entropia H no asumen valores negativos, la transformacién rea-
lizada para llegar a H' genera términos cuyos logaritmos son menores que cero (aquéllos en que

q/p, < 1)
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Grifica 2.15.
Logaritmo de q; 1 p,

log q;/ P;
2:0 oL /
1.0 om
S i
1.0 2.0 3.0 q,/p;

Por el momento no estamos en condiciones de ofrecer una demostracién
estricta que nos permita sostener, sin lugar a dudas, que el coeficiente H’
cumple con los criterios sefialados*. En compensacién ofrecemos algunos
ejemplos numéricos que si bien no sirven como demostracién rigurosa de lo
que sostenemos, si nos permiten dar algiin soporte a nuestras afirmaciones.

Usaremos el mismo ejemplo que ilustré las propiedades de R, de esta
manera podemos comparar la sensibilidad a la transferencia, de ambos

coeficientes?. A partir de los datos contenidos en la tabla 2.20 tenemos:

Tabla 2.23. Cilculo de la entropia

X; P; q; q/p; In(g;/p) gq;ln(q;/p;)
5 0.20 0.05 0.25 —1.386 —0.0693
10 0.20 0.10 0.50 ~0.693 —0.0693
20 0.20 0.20 1.00 0.000 0.0000
30 0.20 0.30 1.50 0.405 0.1215
35 0.20 0.35 1.75 0.560 0.1960
100 1.00 1.00 0.1789

24 Como hemos dicho anteriormente esto se hari en el préximo capitulo.

25 En los ejemplos numéricos hemos utilizado logaritmos base .
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Entonces:
H = 0.1789

Si redistribuimos una unidad de variable desde la quinta observacién 2 la
primera:

Tabla 2.24. Calculo de la entropia después de una redistribucion extrema

X; P q; q/p; In(q;/p) gq;lIn(q;/p;)

6 0.20 0.06 0.30 -1.2039  —0.0722
10 0.20 0.10 0.50 -0.6931 —0.0693
20 0.20 0.20 1.00 0.0000 0.0000
30 0.20 0.30 1.50 0.4055 0.1216
34 0.20 0.34 1.70 0.5306 0.1804
100 1.00 1.00 5.00 0.1605

Luego:
H = 0.1605

Como la redistribucién disminuyb el nivel de desigualdad existente, el co-
eficiente entr6pico experimentd una reduccidn, con lo cual se evidencia que
satisface la condicién Pigou-Dalton.

A continuacién examinaremos lo que acontece al transferir una unidad de
la variable desde la quinta a la tercera observacién:

Tabla 2.25. Calculo de la entropia después de una redistribucién moderada

X; 2; q; q;/b; In(q;/0) aq;/n(q;/p)
5 0.20 0.05 0.25 —1.3863 =0.0693
10 0.20 0.10 0.50 —0.6931 —0.0693
21 0.20 0.21 1.05 0.0488 0.0102
30 0.20 0.30 1.50 0.4055 0.1216
34 0.20  0.34 1.70 0.5306 0.1804
100 1.00 1.00 5.00 0.1736

Entonces el valor del coeficiente de Theil es:

H’ = 0.1736
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Como se puede observar su valor disminuy6 con respecto a la distribucién
original de la variable, aunque la caida fue menor que en el caso en que la
transferencia fue extrema. Este resultado constituye una comprobacién nu-
mérica de que H' cumple con la condicién de cambio relativo.

Estos ejemplos son los mismos que hemos utilizado para ilustrar las pro:
piedades de R, por lo que estamos en condiciones de realizar una compara
cién numérica entre las sensibilidades de H' y R,

Primer caso Segundo caso
Original (transferencia extrema) (transferencia moderada)

Ry 1.3250 1.2960 1.3110

H’ 0.1789 0.1605 0.1736
Disminucién

Porcentual

ilfr — 2.19% 1.06%

i — 10.29% 2.96%

Las disminuciones porcentuales son mayores en H’ que en R,,. Esto es una
consecuencia directa de la mayor sensibilidad que tiene H' a las redistribu-
ciones.

Se puede obtener una comparacion directa si es que cerramos el recorrido
del coeficiente de Theil al intervalo definido por cero y uno. Para ello es-
tablezcamos:

1 Hl
(2.25) H N = _log_n

cuyo recorrido estard comprendido en el intervalo

C4<H, 41

Al comparar los coeficientes normalizados llegamos a:

Primer caso Segundo Caso
Original (transferencia extrema) (transferencia moderada)
Rﬁ 0.0813 0.0740 0.0778
HN 0.1111 0.0997 0.1078

Estos resultados confirman nuevamente que la sensibilidad del coeficiente
entrépico de Theil es mayor que la de R,,.
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2.11. Los indicadores a la luz de los criterios que deben satisfacer las
“buenas’’ medidas de desigualdad

A lo largo de este capitulo nos hemos dedicado a examinar hasta qué pun-
to las medidas usuales cumplen con los criterios que deben satisfacer los
“‘buenos’’ indicadores de desigualdad. El anilisis realizado nos ha llevado a
descartar, en primera instancia, el rango relativo y la desviacién media relati-
va. De esta manera, el campo de eleccién se reduce a la varianza de los loga-
ritmos, la varianza relativa, el indice entrépico de Theil, el coeficiente R, y
el indice de Gini.

Respecto a estas medidas, el material que hemos expuesto nos permite
afirmar sintéticamente que:

i) Ninguna se altera por cambios proporcionales en los valores de va-
riable.

i1} El coeficiente de Gini y la varianza relativa s6lo cumplen con el crite-
rio Pigou-Dalton.

iii) La varianza de los logaritmos, el coeficiente de Theil y R, cumplen
tanto con la condicion Pigou-Dalton como con la de cambio relativo.
Sin embargo, parece conveniente recalcar que la varianza de los loga-
ritmos puede llegar a ser insensible a las redistribuciones que invo-
lucran observaciones con elevados valores de variable, debido a que’la
transformacién logaritmica adjudica menor importancia relativa a los
valores de variable mis altos, de modo que una transferencia en esos
niveles sélo puede llegar a reflejarse en el valor de la varianza de los
logaritmos si se trabaja con una cantidad no usual de cifras decima-
les.

iv) La varianza de los logaritmos es la tinica de estas medidas que no es
posible normalizar debido a que no se encuentra definido su valor
miximo. En efecto, sabemos que en el caso de concentracién total,
no se puede obtener el valor de L2,

¢Cuil de estas medidas de desigualdad utilizar en una investigacién
concreta? Pareciera no haber una respuesta universal a esta interrogante, sino
que la decisién que se adopte dependeri de la importancia relativa que se
adjudique a los criterios que han servido para juzgar sus bondades.

Asi por ejemplo, si deseamos que el indice utilizado sea sensible 2 las
transferencias, sin importar el nivel en el que se efectden, entonces la elec-
cién debiera realizarse entre la varianza relativa y el indice de Gini. Al tomar
en consideracién que en el entorno de éste iltimo se han elaborado una serie
de medidas complementarias que permiten un estudio mis detallado de la
concentracién (su forma, y los coeficientes de proporciones equitativas,
mayofia minima y razén de ventaja) y que puede interpretarse como des-
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viacién respecto a la media y como comparacién entre valores de variable,
debiera concluirse que la decisién tendria que favorecer al indice de Gini.

Pero, si exigimos que se satisfagan la condicién Pigou-Dalton y la de cam-
bio relativo, quedan descartadas. la varianza relativa y el indice de Gini. El
campo de eleccién se reduce a R,,, Theil y L2. Este dltimo presenta algunas
desventajas respecto a los dos primeros: (i) La de exhibir cierta insensibilidad
con respecto a transferencias entre unidades ‘‘muy ricas’’. (ii) Que no se
puede determinar su valor miximo. (iii) Que mide concentracién mediante
las diferencias entre los valores de variable y la media geométrica, en lugar
de hacerlo en relacién al promedio. Esta caracteristica adquiere relevancia en
los estudios de distribucién del ingreso porque el promedio esti directamen-
te relacionado al ingreso total y por esta via al ingreso per cipita?.

Todas estas limitaciones inclinan la balanza en favor del indice entrépico
de Theil y de R,,. Por el momento no disponemos de criterios estadisticos
adicionales que nos permiten discriminar y decidir en favor de uno de ellos.

2.12. Una aplicacion

La tabla 2.26 muestra la distribucién espacial de la poblacién por localida-
des urbanas en la zona norte de México, en 1970. A la informacién censal
hemos afiadido los cilculos basicos que sirven para obtener el coeficiente de

Gini, la varianza relativa, la varianza de los logaritmos, R,, y el coeficiente de
Theil.

Tabla 2.26. Distribucion de la poblacion por localidades urbanas en la zona norte de
México en 1970

Localidades Pob.(x;) P; q; P, Q q;/p; In(q;/p)
Escuinapa 16785 0.0417 0.0083 0.0417 0.0083 0.1990 —1.6145
Cananea 17085 0.0417 0.0090 0.0834 0.0178 0.2158 —1.5334
Guamiichil 17514 0.0417 0.0092 0.1251 0.0269 0.2206 —1.5114

Stgo. Ixcuintla 17606 0.0417 0.0092 0.1668 0.0362 0.2206 —1.5114
Huatabampo 18842 0.0417 0.0099 0.2085 0.0460 0.2374 —1.4380

Tuxpa.n 20513 0.0417 0.0108 0.2502 0.0568 0.2590 —1.3509
Agua Prieta 21017 0.0417 0.0110 0.2919 0.0675 0.2638 —1.3326
Caborca 21308 0.0417 0.0112 0.3336 0.0790 0.2686 —1.3145

% Henri Theil Economics and Information Theory. North Holland Publishing Amsterdam,
1967. Apéndice del capitulo 4.
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Localidades Pob.(x;) ) q P, Q q;/p; In(g;/p,)
Empalmc 24994 0.0417 0.0131 0.3753 0.0921 0.3141 —1.1580
Guasave 26422 0.0417 0.0139 0.4170 0.1059 0.3333 —1.0987
Navojoa 44373 0.0417 0.0233 0.4587 0.1292 0.5588 —0.5820
La Paz 47264 0.0417 0.0248 0.5004 0.1540 0.5947 —0.5197
Sn. Luis Rio C. 51118 0.0417 0.0268 0.5421 0.1808 0.6427 —0.4421
Nogales 53119 0.0417 0.0278 0.5838 0.2086 0.6667 —0.4054
Guaymas 58434 0.0417 0.0306 0.6255 0.2393 0.7338 —0.3095
Los Mochis 69251 0.0417 0.0363 0.6672 0.2756 0.8705 —0.1387
Ensenada 79146 0.0417 0.0415 0.7089 0.3171 0.9952 —0.0048
Tepic 89765 0.0417 0.0471 0.7506 0.3641 1.1295 0.1218
Cd. Obrcgén 117183 0.0417 0.0614 0.7923 0.4255 1.4724 0.3869
Mazatlin 126325 0.0417 0.0662 0.8340 0.4918 1.5875 0.4622
Culiacin 172004 0.0417 0.0902 0.8757 0.5819 2.1631 0.7715
Hermosillo 180237 0.0417 0.0945 0.9174 0.6764 2.2662 0.8181
Mexicali 276167 0.0417 0.1448 0.9591 0.8212 3.4724 1.2448
Tijuana 341067 0.0417 0.1788 1.0000 1.0000 4.2878 1.4558
TOTAL 1907539 1.000

(Fuente: Luis Unikel ez, &/. E/ desarrollo urbano de México: diagnéstico e implica--
ctones futuras. El Colegio de México, México, 1976. Cuadro I-Al.)

Los valores de los coeficientes de desigualdad son?':

G = 0.4883; V'V = 1.0561;L? = 0.8631; R, = 2.1137yH’ = 0.4396

Para estar en condiciones de juzgar el grado de desigualdad (grande o pe-
queifia) es necesario que ubiquemos el valor asociado a la medida dentro de

un intervalo a cuyos limites sea posible adjudicarles un contenido. Sabemos
que ése fue el prop6sito de normalizar los indicadores en el intervalo 0y 1,
haciendo corresponder la distribucién equitativa al primero de estos valores y

¥ Hemos aplicado raiz cuadrada a la varianza relativa para expresarla en las unidades en que es-

ti medida la variable.
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la concentracién total al segundo. Para la distribucién en cuestién los valores
estandarizados fueron los siguientes?:

VVy = 0.02202: RY = 0.0484 y H, = 0.1402

A pesar de la normalizacién, los resultados presentan fuertes discrepan-
cias, lo que hace dificil emitir un juicio taxativo acerca del grado de con-
centracién espacial de esta poblacién. Asi, por ejemplo, el valor que asume
el coeficiente de Gini nos daria pie para sostener que hay un cierto grado de
concentracién en la poblacién de la zona norte, pero el valor de R nos
apoyaria para aseverar que la desigualdad es casi inexistente. Ahora bien,
¢c6mo podemos llegar a afirmaciones tan contradictorias si hemos supuesto
que todas estas medidas son indicadores de desigualdad?

Con el propésito de abrir algunas vias de respuesta serd necesario examinar
el problema con algiin detenimiento. Para este fin hemos construido un con-
junto de 25 tablas de frecuencias en que la primera corresponde a una si-
tuacién en que la variable se encuentra perfectamente equidistribuida y a
través de sucesivas redistribuciones se concluye en el caso de concentracién
total. Entre ambos extremos hemos ordenado las distribuciones de menor a
mayor grado de desigualdad® y en cada caso procedimos a calcular G, /Vy,

RN y Hy,. La informaci6n que sirvié de base para los cilculos se entrega en el
apéndice No. 2 y los valores alcanzados por las cuatro medidas se presentan
en la siguiente tabla:

Tabla 2.27. Medidas normalizadas de concentracion aplicadas a un confunto de 25
tablas jerarquizadas de acuerdo a grados crecientes de desigualdad

Tabla Gy VVn RY Hy,
0 0.000 0.000 0.000 0.000
1 0.100 0.079 0.006 0.008
2 0.175 0.137 0.019 0.022
3 0.200 0.158 0.025 0.033
4 0.275 0.209 0.044 0.052
5 0.300 0.224 0.050 0.065
6 0.325 0.237 0.056 0.070

28 No presentamos el valor de L? ya que no es susceptible de normalizacion.

%9 Para construir la secuencia de tablas seguimos el criterio de transferir sistemiticamente un
5% del valor de variable. Como la cantidad de caminos para realizar las redistribuciones conse-
cutivas que nos permiten pasar desde la distribucién equitativa a la concentracién total es muy
grande, ¢l conjunto de tablas que presentamos no agotan las posibilidades por lo que sélo de-
ben considerarse a manera de ejemplo.



TECNICAS PARA EL ESTUDIO DE LA DESIGUALDAD 97

Tabla Gy VVn RY H,
7 0.400 0.285 0.081 0.111
8 0.425 0.306 0.094 0.121
9 0.450 0.345 0.119 0.141

10 0.500 0.371 0.138 0.175
11 0.525 0.387 0.150 0.189
12 0.550 0.418 0.175 0.219
13 0.575 0.461 0.213 0.270
14 0.600 0.474 0.225 0.277
15 0.625 0.500 0.250 0.292
16 0.650 0.536 0.288 0.315
17 0.675 0.581 0.338 0.347
18 0.700 0.632 0.400 0.389
19 0.725 0.689 0.475 0.444
20 0.750 0.750 0.563 0.517
21 0.850 0.814 0.663 0.635
22 0.925 0.877 0.769 0.755
23 0.975 0.939 0.881 0.877
24 1.000 1.000 1.000 1.000

Para disponer de una apreciacién global de la informacién contenida en
esta tabla se puede recutrir a la siguiente grifica:

Grifica 2.16.
Comportamiento de G, VVy, H‘.:, ¥ R al aumentar el grado de desigualdad
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La simple inspeccién de este diagrama nos muestra que el resultado que,
obtuvimos con los datos de la tabla 2.25 corresponde a una situacién bastan-
te general: al aplicar los diferentes indicadores de desigualdad a una misma
distribucién de frecuencias obtendremos como resultados tantos valores dife-
rentes como medidas hayamos usado. Este hecho no debiera resultar nove-
doso en tanto que los coeficientes sélo son distintas funciones matemadticas
que se definen con el propésito de indicar de manera resumida el grado de
concentracién. Es decir, desde el momento que hemos optado por asociar
distintas funciones a la nocién de desigualdad, necesariamente debemos ob-
tener resultados diferentes.

Pero, ¢l problema no radica en que los valores no sean coincidentes, sino
mis bien en que sus discrepancias pueden llegar a ser de tal grado, que en si-
tuaciones determinadas lleguemos a calificar contradictoriamente el nivel de
desigualdad segiin se use uno u otro coeficiente. En esa circunstancia gcuil
de los coeficientes indica mejor el nivel de concentracién? ;Cémo llegar a
decidir qué valor es el mis adecuado? ¢Hay o no una medida mejor que otra-
para dar cuenta de la desigualdad?

Todas estas preguntas comparten la premisa de que, dada la diferencia
entre los valores de los indicadores de concentracién, necesariamente hay al-
gunos que la miden adecuadamente y los restantes no. Sin embargo, las
correlaciones que hemos calculado a partir de los datos de la tabla 2.27 nos
pernuiten sostener que todos ellos son indicadores equivalentes.

Tabla 2.28. Correlaciones entre las medidas de desigualdad 3°

a Vv, & H,
G 0.985 0.919 0.945
Vv, 0.972 0.978
Ry 0.995
Hy

Los altos valores que alcanzan los coeficientes de correlacién nos dicen que
ain cuando sean diferentes las funciones que se asocien a la nocién de desi-
gualdad todos ellos mantienen una estrecha relacién lineal. En consecuen-
cia, dificilmente podriamos hacer afirmaciones respecto a la superioridad de
un coeficiente sobre otro. La informacién de la tabla 2.27 nos dice que las
cuatro medidas son pricticamente equivalentes, a pesar de que sus valores se
ubican en distintos niveles. Es este hecho el que explica la gama relativamen-
te amplia de resultados que se puede apreciar en una aplicacién particular.

30 En el célculo de corretaciones excluimos las tablas que generan los valores 0 y 1 de los coefi-
cientes.
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Parece natural, entonces, que para calificar (como alto, mediano o bajo) el
grado de desigualdad existente en una distribucién, deba recurrirse no sélo a
ubicar el valor especifico en la escala limitada por 0 y 1, sino que también
habri que situarlo en relacién a los valores que haya alcanzada e/ mismo co-
eficiente cuando se utiliz6 en otras situaciones. Asi, por ejemplo, en el caso
de la tabla 2.25 deberiamos comparar cada indicador con el valor que haya
asumido en otras regiones o en la misma zona pero para otros afios. La posi-
bilidad de llegar a sustentar afirmaciones contradictorias (haciendo uso de
varias medidas de desigualdad) se puede evitar si es que s6lo comparamos
entre si los valores generados por cada coeficiente o equivalentemente si lle-
gamos a la conclusién que una sola medida de concentracién responde a
nuestros intereses.

En este tltimo sentido resulta de vital importancia conocer las propiedades
estadisticas que satisfacen los indicadores de desigualdad. Sobre la base de
los pesos relativos que se adjudiquen a cada uno de los criterios se podra lle-
var a cabo una seleccién que reduzca la cantidad de medidas a s6lo las ‘‘ade-
cuadas’’. Si ademis se encuentra que entre los indicadores adecuados solo al-
gunos presentan propiedades que resultan ser deseables desde el punto de
vista tedrico®! disminuye atin mis el campo de eleccién.

En definitiva, con la informacién que disponemos no es posible saber si la
concentracién espacial de la poblaci6n en la zona norte de México en 1970 es
alta, mediana o baja. El camino que hemos seguido para evitar las ambi-
giiedades que se originan en los diferentes valores de los coeficientes, nos
permitiria saber si el nivel de la concentracién es distinto y en qué sentido lo
es, con tespecto a, por ejemplo, 1950. O bien si es mayor, menor o igual que
el nivel de desigualdad (medido por el mismo indicador) de la regién central
en la misma fecha.

Para concluir quisiéramos destacar que en la grifica 2.16, se aprecia de
manera mas o menos clara una concavidad hacia arriba en las funciones RY y
H,,. Ello se debe a que estas medidas, ademis de la condicién Pigou-Dalton,
cumplen con el criterio de cambio relativo. No acontece lo mismo con las
curvas correspondientes al coeficiente de Gini y la varianza relativa normali-
zada porque sélo cumplen con Pigou-Dalton. Una evidencia en el mismo
sentido nos la proveen las correlaciones de la tabla 2.26: se puede apreciar
que las relaciones mis estrechas se dan entre el coeficiente entrépico de Theil
normalizado y RY, y entre el coeficiente de Gini y la varianza relativa.

31 I3 relacién entre algunas preguntas que emergen del campo de la teoria y las medidas de de-
sigualdad se trata en ¢l tercer capitulo.






III: Medidas de desigualdad para
datos agrupados

3.1 Introduccion

En el capitulo anterior examinamos con algin detalle las ideas centrales
que orientan la construccién de medidas estadisticas para el estudio de la de-
-sigualdad. El organizar la exposicién a partir de los datos no agrupados nos-
permitié obviar algunas complejidades inherentes a la técnica estadistica y,
al hacerlo, abordamos con mayor profundidad los conceptos que dan el so-
porte bisico al anilisis de la concentracién. Sin embargo, para aproximarnos
a las condiciones reales en que se desenvuelve el trabajo con la informacién
estadistica, debemos considerar el estudio de la desigualdad en distribu-
ciones de frecuencias agregadas. De hecho, s6lo en raras ocasiones el investi-
gador tiene acceso a los datos originales, lo més usual es que deba trabajar a

partir de la informacién publicada por algin organismo especializado.

En este capitulo nos referiremos, en pnimer lugar, a las consecuencias que
acarrea la agrupacién de la informacién sobre las medidas que hemos ex-
puesto anteriormente. Sin mayor anilisis podriamos sostener que esta agru-
pacién no tiene efecto sobre el rango relativo, en tanto dicho indicador no
depende de la distribucién de los datos sino sélo de los valores miximo y
minimo. Queremos aprovechar la oportunidad para sefialar que tampoco
nos preocuparemos por la desviacién media relativa, ya que no es sensible a
transferencias cuando las observaciones se encuentran ubicadas en el mismo
lado de la media. La eliminacién del rango relativo y de la desviacién me-
dia relativa, restringe el campo del anilisis a la varianza relativa, la varianza
de los logaritmos, al indice de concentracién de Gini, a R,, y al indice entré-
pico de Theil.

En segundo término, nos preocuparemos por analizar algunos temas que

101
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emergen desde el momento en que disponemos de datos agrupados. Nos re-
ferimos tanto a los nexos conceptuales y cuantitativos que ligan a las medidas
de desigualdad para datos agregados y no agregados, cuanto al problema de
discernir los aportes que hacen a la concentracion total cada una de las
categorias.

3.2. Algunas medidas de desigualdad de uso frecuente

3.2.1. Varianza relativa
De aqui en adelante utilizaremos el simbolo Y, en lugar de X, para denotar
el valor de variable correspondiente al /-ésimo agregado de observaciones. En

este entendido la varianza relativa para datos agrupados se deberi calcular a
través de:

2 3 (Y, ~ ¥y
(3.1) Vy = - YzY) P

donde p; simboliza la frecuencia relativa correspondiente al valor de variable
Y; o la marca de clase.! Es decir, p, representa la relacién entre el nimero de
observaciones en la categoria 7 y el total: la proporcién del total de observa-
ciones que pertenecen al estrato 7.

Si la marca de clase Y, coincide con el promcdlo de las observaciones

incluidas dentro de la categoria 7, es decir, si Y, = Y, entonces se cumplird
que:

La varianza relativa calculada sobre la base de datos agrupados coincidird
exactamente con la obtenida a partir de los datos originales.

Pero si en lugar de los promedios para cada intervalo s6lo disponemos de
las marcas de clase,? entonces habri una discrepancia entre ambos valores de
las varianzas. El tamafio de la diferencia dependera de la distancia que haya
entre la marca de clase y el correspondiente promedio dentro de cada inter-
valo. Simbélicamente la discrepancia total (d) serd funcién directa de las di-
ferencias d; = Y Y, en cada uno de los 72 estratos. En efecto,

! Punto medio del intervalo.
2 O cualquier medida de tendencia central que no coincida con ¢l promedio.
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¥- Y - Y
XY~ p;. z d?p, 22(Y; - V) d, p,

V = — + — + —

Y? Y? Y

s do. S(Y.— D d p.
Vav,+—dn 2N
Y: Y?
(3.2.) V=V, +d
donde:
. dipi . ZE(Yi-_?) d; p,
Y? Y?

La varianza relativa, calculada sobre la base de los datos agrupados en que
solo se dispone de las marcas de clase, en general no coincidiri con la que se
obtiene a partir de los datos originales. La ecuacién nos indica que surgira
una discrepancia que depende bésicamente de la diferencia entre el prome-
dio de cada intervalo y la marca de clase, y de la distancia entre las marcas de
clase y el promedio general.

Ahora bien, el hecho de s6lo disponer de informacién clasificada en inter-
valos de clase ¢llevard necesariamente 2 que la varianza relativa subestime o
sobrestime sistemdticamente el grado de desigualdad que afecta a los datos
originales? Para responder esta pregunta analicemos la ecuacién 3.2. Supon-
gamos, en primer lugar, que d; = C, es decir, que la discrepancia entre las
marcas de clase y sus correspondientes promedios es constante para cada in-
tervalo:

C?p; . 2C (Y, -V p

d=— Y

Como el segundo sumando es igual a cero, tenemos que:

C?p;

d = =

>0
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Lo que conduce a que:
V, <V
En este caso la varianza relativa calculada sobre la base de las marcas de
clase subestimaria el grado de desigualdad existente en las observaciones ori-

ginales,
Este mismo resultado se tendria si:

2(Y,-Ydp >0

o bien si:
z dip 22(Y; - Y) d; p; I 22(Y; - Y) d; p;
) T con ¥ <0

ya que en este caso & serd siempre mayor que cero.

La tnica situacién en que V,, sobrestima el grado de concentracién exis-
tente en los datos originales, estaria conformada por aquellos casos en que &
fuese menor que cero, lo que ocurre siempre que:

Zdip < 22(Y; - Y) d; p; 22(Y;— Y) d; p;

T v y T L

Sin embargo, parecicra que esta condici6n dificilmente podria cumplirse en

la prictica ya que (Y; - Y) en ocasiones seria de signo positivo y en otras de
negativo, de modo que por simple cancelacién de términos tenderd a asumir
un valor pequefio y en general esperariamos que bastante menor que el tér-

mino X d2p, que siempre es positivo. Decimos que habri una tendencia a

Y?
que 2Z(Y,- Y)d, p; sea pequefia porque si bien se puede esperar que los

Y?

términos (Y; — Y) se cancelen, su multiplicacién por los d;, que también asu-
me signos positivos o negativos, puede contrarrestar esa tendencia en la me-
dida que cada vez que (Y;—Y) tome un signo determinado el d; asuma el
mismo signo.

Por lo tanto, esperariamos, en general, que la varianza relativa calculada
sobre la base de datos agrupados subestime ¢l grado de concentracién exis-
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tente en los datos originales. Sin embargo, puede haber situaciones muy es-
peciales en que esa tendencia se vea contrarrestada, y en esos casos el coefi-
ciente sobrestima el nivel de concentracién original.

3.2.2. Varianza de los logaritmos

El cilculo de la varianza de los logaritmos para datos agregados se debe reali-
zar a través de:

(3.3) | - S(nY,~InY)p,

El valor de L% coincidiri o no con el de L? (varianza de los logaritmos para
datos no agrupados) dependiendo del grado en que se aproxime cada marca
de clase (Y,) al promedio de su correspondiente intervalo (Y,).

De hechosi Y; = Y, entonces:
I =12 = Z(In ¥, -inY)? p,

Si hay una discrepancia entre las marcas de clase y los promedios de cada
intervalo, tendremos que L?, seri distinto de L?. Ahora bien, expresemos por-

medio de la raz6n C, = — la discrepancia entre la media de un intervalo y su
Y,

correspondiente marca de clase. Al coincidir ambos valores en cada estrato

tendriamos C, = C, = ... = C, = 1. La no coincidencia entre Y; e Y se

reflejard en C, mayores o menores que 1, segiin que la marca de clase sea res-
pectivamente mayor o menof que la media aritmética.

A partir de la definicién de C,, se tiene que:
Y, =CY,
Al sustituir esta expresién en 3.3.:

L2 = Z(InC Y, - InY)p
Operando algebraicamente llegamos a:

L, =3(nY,-InY)p, + Z(InC)* p, + 22(In Y;—InY) (In C)p,
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Luego:
L2 =12 + Z(lnC)p; + 25(In Y~ InY) (In C) p;

El anilisis de la discrepancia entre la varianza de los logaritmos para datos
originales y agrupados es equivalente a estudiar las condiciones bajo las
cuales se subestimari o sobrestimari la desigualdad existente en las observa-
ciones originales, cuando los cilculos se realizan sobre la base de datos agre-
gados. Como el estudio es similar al que hemos presentado en la seccién an-
terior nos limitaremos a presentar las conclusiones mis importantes. Cual-
quier andlisis més detallado lo puede realizar el lector sobre la base de la
ecuaci6n (3.3.) y del camino que hemos seguido para estudiar la varianza.

§i C; = C, esdecir, la razén de discrepancia entre cada Y, e Y, es indepen-
diente del intervalo de clase; entonces:

I} <L

Es decir, la varianza de los logaritmos calculados sobre la base de la distri-
bucién agregada, subestimari la desigualdad caquladra en los datos origina-
les.

Si:

Z(InC) p; > |2Z(ln Y;—In Y)(In C)p; | y 2Z(In Y;=In Y)In Cp;<0
o
(InY;=InY)(InC)p, >0
entonces:

L? <L?

y se subestimari la desigualdad existente en los datos originales, Esta segura-
mente ser4 la situacién mis comin, ya que el caso contrario sélo se presenta-
ra si:
3(In C) p,< [2Z(In Y,~In Y)(In C)p;| y 22(In Y,~In Y)ln Cp,<0 <0

condicién que dificilmente se dard en una situacién prictica tal como lo he-
mos planteado en el caso de la varianza relativa.

En general podemos afirmar que, al igual que para la varianza relativa, la
varianza de los logaritmos calculada sobre la base de datos agregados tenderi
a subestimar el valor que arrojaria aplicada sobre la informacién original. S6-
lo en situaciones muy especiales se sobrestimari la desigualdad.
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3.2.3. Coeficiente de concentracion de Gini

La relacién que guarda el coeficiente de Gini con las frecuencias relativas
acumuladas de los poseedores y de lo poseido, nos induce a dar un rodeo
(consistente en estudiar el efecto de la agregacién sobre dichas frecuencias)
en lugar de introducirnos directamente al anilisis del coeficiente de Gini.

Al tabular la variable en intervalos de clase ocurren dos cuestiones de inte-
tés: (i) se pierde el orden de las observaciones en el interior de cada intervalo
y (ii) las frecuencias relativas y por tanto las acumuladas de la variable depen-
derin de la proporcién de observaciones que conforman los estratos.

La primera de estas consecuencias estd implicita en el criterio que conduce
a la construccién de intervalos ya que en este proceso se pierde la individuali-
dad de las unidades observadas que se reemplazan por un valor caracteristico?
que se asocia a cada estrato. En esta operaci6n se gana en simplicidad al resu-
mir el conjunto total de observaciones pero se pierde la jerarquia dentro de
cada grupo.

Por ejemplo, supongamos que agrupamos 20 observaciones cuyos valores,
ordenados de menor a mayor, son los siguientes:

X =1 X, = 2 X, = 7 X, =10 X, =12
X, =15 X, =18 X, =20 X9 = 22 X,=24
X, =29 X, =31 Xy =33 Xy=35 X =37
X = 41 X, =43 X, = 46 X, =49 X, =85

Al construir una tabla de distribucién de frecuencias con cuatro intervalos
de clase de tamafio desigual tendremos, por ejemplo:

Tzbla 3.1. Distribucién de frecuencias de 20 valores hiporéticos

Intervalos Y, n; p; 9; P; Q
de clase

60— 9 5 3 0.15 0.02 0.15 0.02
10— 29 20 8 0.40 0.25 0.55 0.27
30— 49 40 8 0.40 0.57 0.95 0.84
50 — 100 75 1 0.05 0.16 1.00 1.00

1.00 1.00

3 Que puede ser la marca de clase o cualquier medida de tendencia central asociada a los inter-
valos.
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La tabla indica el ndmero de observaciones en cada estrato pero ya no pet-
mite distinguir su ordenacién interna. En cambio si sabemos que los interva-
los de clase estin ordenados de mayor a menor.

El segundo efecto de la agrupacion, relevante para nuestros propésitos en
cuanto influye sobre el indice de Gini calculado sobre datos agregados, es la
vinculacién entre el nimero o proporcién de poseedores y la proporcion
poseida. La tabla de distribucién de frecuencias sefiala que un 15% de las.
unidades posee sélo un 2% del total de la variable, que un 40% posee un
25% y asi sucesivamente. Mientras mis unidades haya en un intervalo deter-
minado esperariamos que le correspondiese una mayor proporcién del total
de la variable. Por ejemplo, parece natural esperar que al cuarto estrato le
corresponda una menor proporcién de la variable que al segundo. En conse-
cuencia, para el examen de Ja desigualdad no bastari con analizar s6lo los va-
lores de q;, sino que habri que incorporar algin procedimiento que controle
el efecto de los diferentes tamafios de los grupos. Con ese fin expondremos
las tres vias de solucién mis utilizadas:

(i) Construir una nueva distribucién de frecuencias en que se agrupen las
observaciones en categorias de igual tamafio. Supongamos que decidimos
presentar la informacién en una tabla de 10 intervalos ordenados de menor a
mayor, cada uno de ellos con el 10% de las observaciones:*

Tabla 3.2. Distribucion de frecuencias en diex estratos de los 20 valores hipotéticos

No. de intervalo Porcentaje de las Porcentaje de la

unidades variable

19 10% 0.5%
2" 10% 3.0%
3° 10% 4.8%
40 10% 6.8%
52 10% 8.2%
6° 10% 10.7%
7 10% 12.2%
8° 10% 13.9%
9° 10% 15.9%
10° 10% 24.0%

Esta tabla permite apreciar que del sexto 10% de las unidades en adelan-
te, la proporcién de la variable que le corresponde a cada categoria es supe-

4 En numerosos trabajos en que s estudia la distribucién del ingreso hemos encontrado que 2
cada uno de estos intervalos se les denomina erréneamente deciles.
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rior al tamafio de la misma. Es decir, a partir de ese intervalo se encuentran
las unidades favorecidas por la reparticién.

La homogeneizacién del tamaiio de los intervalos de clase permite estu-
diar la desigualdad en la reparticién de la variable a través del simple anilisis
del porcentaje que posee cada estrato.

(ii) El segundo camino para hacer comparables los grupos no requiere de
una nueva tabulacién (como la recién presentada) sino solamente de una
operacién adicional. La idea consiste en establecer la relacién entre la pro-
porcién de la variable que corresponde a un estrato y la proporcién de obser-
vaciones que lo constituye. Es decir, se construye una relacién que nos indica
el porcentaje de la variable que posee el 1% de las observaciones en cada in-
tervalo. Este criterio aplicado a la tabla 3.1 nos entrega como resultado:

Tabla 3.3. Célculo de la relacion enmtre q; y p,

No. de intervalo Y; P; q q;/p;
1 5 0.15 0.02 0.133
2 20 0.40 0.25 0.625
3 40 0.40 0.57 1.425
4 75 0.05 0.16 3.200

En la tabla original, al cuarto intervalo le correspondia una menor propor-
cién de la variable que al tercero, lo que a primera vista parecia explicable
por el hecho de tener un tamafio menor, pero al calcular la relacién q; / p, ve-
mos que a cada 1% de las observaciones del cuarto estrato le corresponde
3.2% de la variable y que en el tercero a cada 1% s6lo le corresponde 1.425%.

(iii) La tercera via para controlar el efecto del tamaifio consiste en operar
sobre la variable y no en las observaciones como en los casos anteriores. El
procedimiento consiste en generar una distribucién tedrica, construida sobre
la base de la norma de igualdad democritica, y comparar con ésta la distri-
bucién real.

La proporcién de la variable que deberia corresponder a cualquier estrato
en el caso en que el total se repartiera democriticamente, deberia ser igual a
la proporcién de observaciones en el mismo. La tabla que se expone a conti- -
nuacién muestra una columna qf (proporcién tedrica de la variable que
corresponde al intervalo de clase 7) que se debe comparar con q;.
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Tabla 3.4. Valores tedricos de las proporciones ae variable

No. del intervalo Y, P; q qf
1 15 0.15 0.02 0.15
2 20 0.40 0.25 0.40
3 40 0.40 0.57 0.40
4 75 0.05 0.16 0.05

La simple diferencia entre q; y qF nos sefiala de inmediato cuiles son los in-
tervalos favorecidos y cuiles los perjudicados en la reparticién.

De las tres opciones que hemos presentado para controlar el efecto tamaiio
de los estratos, las dos primeras son de uso frecuente en la investigacién

empirica: La tercera, si bien constituye una posibilidad para satisfacer el mis-
" mo objetivo que las dos primeras, raras veces se usa de la manera como la he-
mos expuesto. Pero, cada vez que en un estudio se calcula el indice de Gini,
se hace uso implicito de este camino,

En efecto, si a partir de la Gltima tabla que hemos presentado procedemos
a calcular las frecuencias relativas acumuladas tendremos:

Tabla 3.5. Distribucién de frecuencia construida a partir de la norma democritica

No. del intervalo Y, D, q, q P, Q Q!
1 5 0.15 0.02 0.15 0.15 0.02 0.15
2 20 0.40 0.25 040 0.55 0.27 0.55
3 40 0.40 0.57 040 095 0.84 095
4 75 005 016 005 100 1.00 1.00

La informacién que nos ptoporcionan las tres altimas columnas permite
construir el diagrama de concentracién. Con P, y Q' se genera la Imca de
equidistribucién y con P,y Q, la polngonal de concentracion.

Ahora bien, nuestro problcma consiste en calcular el valor del coeficiente
de Ginia partir de los datos agregados, que es la forma habitual de presenta-
cién de las estadisticas.

Con este fin podriamos proceder a calcular de acuerdo con la definicién

n—1
del indicador de Gini: X (P,—Q,); pero por el hecho de haber agregado
1=1
la informacidn esta suma arrojard un valor menor que el obtenido a partir de
los datos originales. Si tenemos 7 intervalos de clase y # observaciones, con
m < n, siempre se cumplird que:

m—1 n—1
I |p-Ql<Z P“Ql
i=1 i=1
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Grifica 3.1. Diagrama de concentracion para datos agrupados
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ya que se reemplazard (n—1) sumandos por (m—1), en que los 7z valores pro-
venientes de la distribucién agrupada tendrén valores cercanos a 7 de los va-
lores originales. En el caso de los datos que nos han servido de ilustracién, la
distribuci6én originari tres sumandos:

(0.15 — 0.02) + (0.55 — 0.27) + (0.95 — 0.84) =
0.13 + 0.28 + 0.11 = 0.52

que grificamente corresponden a las distancias verticales existentes entre la
linea de equidistribucién y la curva de Lorenz tal como se sefiala en la grafica
3.1.

Estos tres puntos tienen una correspondencia aproximada con las discre-
pancias entre P, y Q; ubicadas en el tercer, décimo primer y décimo noveno
ordenes, en los datos originales.

Tabla 3.6. Ordenacion de menor a mayor de los 20 datos bipotéticos

P, Q P-Q
0.05 0.0018 0.0482
0.10 0.0054 0.0946
0.15 0.0179 » 0.1321
0.20 0.0357 0.1643

0.25 0.0571 0.1929
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Tabla 3.6. Ordenacion de menor a mayor de los 20 datos hipotéticos

0.30 0.0839 . 0.2161
0.35 0.1161 0.2339
0.40 0.1518 0.2482
0.45 0.1911 0.2589
0.50 0.2329 0.2671
0.55 0.2857 > 0.2643
0.60 0.3411 0.2589
0.65 0.4000 0.2500
0.70 0.4625 0.2375
0.75 0.5286 0.2214
0.80 0.6018 0.1982
0.85 0.6786 0.1714
0.90 0.7607 0.1393
0.95 0.8482 » 0.1018
1.00 1.0000 | 3.6991

El valor de la suma para los datos agregados es mis o menos coincidente con:

(0.15 — 0.0179) + (0.55 — 0.2857) + (0.95 — 0.8482) =
0.1321  + 0.2643 +  0.1018 = 0.4982

A partir de este ejemplo num?rico se puede ver con claridad que la suma

en la distribucién agregada X (P,—Q,), serd necesariamente menor que
i=1  p-1

la suma en la distribucién original X (P,—Q,) por cuanto aquélla sélo
i=1

considera algunos términos, los que estdn cercanos a los puntos que determi-
nan los limites superiores de los intervalos de clase.

chsdc el punto de vista gré.flico intentar aproximarse al valor de:
s
Z (P,—Q,) a través de Z (P,—Q,) es mis o menos equivalente a pre-
i=1

tender cubrir el drea de conccmracién a partir de las tres distancias sefialadas
en la grifica 3.1, lo cual constituye una subestimacién evidente.’

3 Sabemos que para obtener el valor de G se debe dividir z.m—l (P,—Q,) entre ;m-l (P). Si
esta ﬁ]tillltlal suma se calcula a partir de los datos agrupados eln:cnlnces también sub::ti:nari el va-
lor de X P,. Por lo tanto, el grado de error que se cometa al aplicar este procedimiento de
cﬁkulo.l;e:)enderi de los tamafios relativos de la subestimacién que aqueje al numerador y de-
nominador de G
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En consecuencia, para establecer un procedimiento adecuado de cilculo
del coeficiente de Gini debemos buscar la manera de cubrir el irea de con-
centracién (comprendida entre la linea de equidistribucién y la curva de Lo-
renz) basindose en la informacién contenida en la tabla de datos agrupados.

| Grifica 3.2. Area de concentracion

P-Q,/

" 10,

Si aproximamos la poligonal de Lorenz por una linea continua podemos cal-
cular el 4rea de concentracién 2 través de:

‘r;(Pi"Qi)dPi

Esta drea serd maxima si los Q, correspondientes a los primeros (m—1) inter-
valos son iguales a cero. Luego:

‘rol(Pi_Qi)dPi = Iépidpi

Si se recuerda que el indice de Gini se define como la relacién entre el 4rea
de concentracién y el drea de maxima desigualdad llegamos a:

G = J';(Pi‘“Qi)dPi
S, PdP

Esta forma de calcular el indice de Gini es Gtil cuando es posible lograr un
buen ajuste de una linea continua a los puntos del diagrama de concentra-
cién y, que al mismo tiempo, estos puntos sean suficientes como para obte-
ner una estimacion confiable de los pardmetros de la ecuacién.
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>in embargo, la manera usual de realizar el cilculo del coeficiente de Gini
para daros agregados surge de descomponer el drea en una serie de tridngulos
y rectingulos que sumados convenientemente, tal como se muestra en el
apéndice No. 3, entrega como resultado:

(3.4) G=1-%  p(Q + Q)

i=1

Férmula cuya evaluacién sélo depende de la informacion que normalmente
se incluye en una tabla de distribucién de frecuencias.

El cilculo del indice de concentracién de Gini con la expresién 3.4. es re-
lativamente simple y s6lo requiere que se obtengan dos columnas adiciona-
les en la tabla de distribucién de frecuencias.

Tabla 3.7. Calculo del indice de Gini

Intervalos Y, p g Q, (_QI. +Q._) P, (Q+qQ_)
de clase
0- 9 5 0.15 0.02 0.02 0.02 0.003
10- 29 20 0.40 0.25 0.27 0.29 0.116
30- 49 40 0.40 0.57 0.84 1.11 0.444
50 - 100 75 0.05 0.16 1.00 1.84 0.092
0.655

Al aplicar (3.4) obter.emos:
G =1-0.655 = 0.345

En este caso, el valor del coeficiente calculado sobre la base de la tabla, su-
bestima el valor del coeficiente de Gini correspondiente a los valores origina-
les (G =0.362) .

Este resuitado es un ejemplo particular de una situacién bastante mis ge-
neral. E/ valor del indice de Gini, calculado sobre la base de datos agregados,
tiende sistemaiticamente a subestimar el valor que asume para datos no agru-
pados.

Ya hemos visto que una de las consecuencias de la agrupacién es que se
pierde la informacién sobre ¢l rango que ocupan las observaciones dentro de
una misma clase estadistica, y que ésta se reemplaza por el orden relativo de
los estratos en que se ha clasificado la variable. La pérdida de informacién
sobre la desigualdad entre los estratos se reflejard en una subestimacién del
indice de Gini.

Para entender el porqué de la subestimacién, supongamos que la desi-
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gualdad total existente en la distribucién de frecuencias se puede descompo-
net en dos: las concentraciones entre y dentro de las clases. La interconcen-
tracién seria la que surge de la variabilidad entre los intervalos de clase y la
concentracidn interna, aquélla que se produce en el interior de cada estrato.
Como en los datos agregados perdemos la distribucién de los rangos dentro
de cada estrato, desaparece entonces en nuestro cilculo uno de los compo-
nentes del nivel global de desigualdad y, por consecuencia légica, el indice
asi calculado siempre subestimari la razén de concentracién que se
obtendria a partir de datos originales. Hay un caso trivial en el cual el indice
agregado coincide con el de datos originales y es cuando hay un empate en el
rango dentro de cada intervalo de clase, es decir, cuando no hay desigualdad
en el interior de cada estrato.

También se puede examinar la subestimacién a partir de la grifica de con-
centracion:

Grifica 3.3. Subestimacion del indice de Gint
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En este diagrama hemos representado con una linea continua la curva de
Lorenz que se obtiene de los datos originales y, por rectas discontinuas, la
poligonal resultante de una agrupacién en la cual el primer intervalo de clase
se forma con las primeras tres observaciones, el segundo con las ocho siguien-
tes,’ etc.

6 Mis adelante veremos que esta descomposicién no es totalmente correcta, pero para nuestra
argumentacién no es necesario introducir, en este momento, toda la complejidad del tema.

7 Suponemos, para mayor simplicidad de la exposicién, que los limites de los intervalos de clase
coinciden con los valores observados de variables.
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El hecho de que para realizar el anilisis de concentracién se deban ordenar
previamente los valores de variable (en nuestros desarrollos de menor a ma-
yor), implica que la curva de Lorenz para datos no necesatiamente agrupa-
dos, debe ser c6ncava hacia arriba (excepto en el caso de distribucién de-
mocritica, en que coincide con la recta de equidistribucién) y que mayor se-
rd la concavidad mientras mayor sea el grado de desigualdad que presente la
variable,

Al representar en esta misma grifica la poligonal de Lorenz, construida a
partir de los datos agregados, se puede apreciat una diferencia entre ambas
que conduce a que se subestime ¢l irea de concentracién. Como el 4rea de
miéxima desigualdad no se altera por el hecho de que los datos estén o no
agrupados, entonces:

Area de concentracién

Area de mixima concentracién

el G calculado sobre la base de datos agrupados necesariamente subestimari
el grado de concentraci6n existente en la informacién original

Cada recta que conforma el poligono de Lorenz, constituye una expresién
grifica del supuesto que subyace en los cilculos de datos agregados: al no
disponerse de los rangos individuales para las unidades ubicadas dentro de
un mismo estrato se supone que la distribucién interna es uniforme, es de-
cir, se desperdicia o mejor dicho, no se toma en cuenta, la concentracién in-
terna. Ahora bien, si la distribucién de la variable en ei interior de cada
estrato es uniforme, entonces la poligonal y la curva de Lotenz coincidirin,
ya que esta Gltima resultard de la unién de una serie de puntos ubicados
sobre la linea recta.

Pero en tanto haya desigualdad en el interior de cada estrato (lo que se
refleja en la concavidad de la curva), existird una distancia o una diférencia
entre las dreas de concentracidn, discrepancia que hemos sombreado en la
grifica 3 .4.

El anilisis de la grifica nos permite no sélo entender las razones que sub-
yacen a la subestimacién del grado de desigualdad existente en un conjunto
de observaciones cuando se usan datos agrupados, sino también sefialar que.
el tamafio de la discrepancia entre ambos coeficientes de Gini dependerd di-
rectamente de la concavidad de la curva de Lotenz, es decir, del nivel de de-
sigualdad existente en los datos no agregados.

Otro elemento que incide directamente sobre la subestimacién es el tama-
fio de cada intervalo de clase. En general, podriamos esperar que mientras
mayores sean los tamafios de los intervalos de clase, mayor tenderi a ser la
subestimacién.

Tomemos a modo de ilustracién los datos de nuestra distribucién de fre-
cuencias y en lugar de cuatro intervalos de clase definamos s6lo dos:
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Tabla 3.8. Calculo de Gini con dos intervalos de clase

lntervalos Y, B g Q Q+Q) P (Q+Q,)
de clase
0 15 0.55 0.27 0.27 0.27 0.1485
30 65 045 0.73 1.00 1.27 0.5713
0.720

Por lo tanto el valor del coeficiente ser:
G=1-072 = 0.28

El indice de concentracién de Gini para los datos originales es de 0.362,
para la tabla con cuatro intervalos de clase es 0.345 y para la distribucién con
dos estratos es de 0.28. La subestimacién crece al disminuir el niimero de in-
tervalos o equivalentemente al aumentar sus tamafios.

Desde un 4ngulo meramente 16gico, la subestimacién debe entenderse co-
mo el resultado de una pérdida cada vez mayor de informacién. En tanto
mayores son los intervalos de clase y en consecuencia contengan mis observa-
ciones, menos se puede saber de su ordenacién interna: menor verosimilitud
tiene el supuesto de concentracién intraestratos iguales a cero; a mayor ta-
mafio de cada clase, mayor es el ndimero esperado de rangos distintos.

La subestimacién inducida por el aumento en el tamafio de los intervalos
se visualiza a través de:

Grifica 3.4. Efecto de la agregacion de categorias sobre el Grea de concentracion
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Sabemos que la poligonal correspondiente a datos agrupados subestima el
grado de concentracion existente en los datos originales. Ahora bien, al rede-
finir los intervalos de clase generamos la poligonal de Lorenz representada
por las lineas segmentadas. De la grifica se desprende que el drea de con-
centracién asociada a ella es menor que la original. De aqui se concluye que
a medida que 2umentan los tamafios de los intervalos de clase, mayor es la
subestimacién del indice de Gini.

En resumen, podemos decir que cuando se realiza el cdlculo del indice de
Gini con datos agrupados, mayor seri la subestimacién en tanto que:

(i) Dado el ndmero de intervalos de clase, mayor sea el nivel de concentra-
cién dentro de los estratos y *

(i) Dado el grado de la desigualdad, menor sea el ndmero de intervalos
de clase.

3.2.4. Algunas medidas dertvadas de la grifica de concentracion

A partir de la grifica de concentracién se pueden definir otras medidas que
proporcionan informacién adicional y que son complementarias al indice de
Gini y a la curva de Lorenz.

A continuacién expondremos algunas de las mis utilizadas.

3.2.4.1. Razon de ventaja

Habiamos visto, en el capitulo anterior, que la razé6n de ventaja se define co-
mo la relacién entre la proporcién del valor total de la variable que corres-
ponde a cada observaci6n, y su participacién relativa en el total de casos. Es
decir:

n
X X :
. i=1x’ . q (i=1,2..n)
L 1/n Pi

Al clasificar la variable en intervalos esa relacién debe reescribirse comaq

m
Y,/Z Y,
j=1 q; .
(3.5) Ry, = - = = (i=1,2,...,m)

donde Y, simboliza el valor de la variable para el intervalo 7. El numerador
expresa la proporcién de la variable del intervalo de clase 7 dentro del total y
n,/ n, simboliza ¢l tamafio relativo del mismo.
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Grifica 3.5. Razon ventafa

o P, RoLe

Las razones de ventaja resultan ser iguales a las pendientes de las rectas
que conforman la poligonal de Lorenz. Por definicién sabemos que la recta
que une los puntos (P_,, Q._,) y (P,,Q,) tendri una pendiente igual a:

v, - 2T =

P-P, P,

La tabla 3.3. nos muestra el resultado de esta operacién. La razén de venta-
ja coincide con una de las maneras utilizadas para controlar el tamafio dife-
rencial de los intervalos de clase. Sabemos que esos valores deben interpre-
tarse como el porciento de la variable que posee cada uno por ciento de las
observaciones incluidas en el estrato.

3.2.4.2. Coeficiente de proporciones equitativas

Este coeficiente s6lo resulta ser una extensién del que habiamos analizado en
el capitulo anterior. En efecto, se define como el porcentaje de las unidades
desfavorecidas por la reparticién de la variable. Se calcula por medio de:

M'—l

(3.6)] R, = Pi = P,

=1

-

donde r es un punto tal que separa a la distribucién en dos conjuntos: uno es
el formado por los intervalos cuya razén de ventaja es menor que uno (q;/ p;
< 1)y el otro por los estratos en que q;/p; > 1.
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Asi podemos calcular R_ en la distribucién agrupada (tabla 3.3.) y resulta
ser igual a:

R, = 0.15 + 0.40 = 0.55

yaquer = 2, envirtud que q;/ p; < 1 entre el segundo y tercer intervalos de
clase.

Desde el punto de vista geométrico este coeficiente resulta ser igual a la
frecuencia acumulada de las observaciones (un valor de abscisa P;) correspon-
diente a la mayor tangente menor que uno de los segmentos de la poligonal
de Lorenz. ’

Grifica 3.6. Coeficiente de proporciones equitativas

qQ

1o

En esta grifica el coeficiente de proporciones equitativas corresponderi a
P, = P, = R, ya que la pendiente en este punto es la mayor tangente infe-
rior 2 1. La pendiente en el préximo vértice es mayor que la unidad.

3.2.4.3. Coeficiente de mayoria minima

Este también es una simple extensién del que se expuso para el caso de datos
.agrupados y que fue presentado en el capitulo anterior. Recordemos que
desde el punto de vista conceptual se define como el porcentaje de las obser-
vaciones que tienen el control de una proporcién de la variable mayor que
un valor dado. Si por ejemplo, el valor criterio es de un 50%, entonces ¢l co-
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eficiente de mayoria minima es el valor de abscisa que se determina por me-
dio de:

M, =1-F

donde P; es el valor de la frecuencia acumulada (valor de abscisa) que corres
ponde a la ordenada especificada por el criterio (50% en este caso).

Cuando queremos calcular el coeficiente de mayoriza minima en una
distribucién de frecuencias en que no coincide el valor criterio (P,), con el
correspondiente a uno de los intervalos de clase, debemos buscar afgun pro-
cedimiento que nos permita determinar el valor de M. Supongamos que la
situacién a que nos enfrentamos se encuentra bien descrita por medio de la
grifica siguiente:

Grifica 3.7. Coeficiente de mayoria minima

[ N

El valor de P no es directamente observable por lo que debemos estable-
cer algiin camino que nos permita evaluarlo. Con este propésito usemos las
relaciones del diagrama para calcular su magnitud a partir de la suma de la
frecuencia acumulada de las obsetvaciones y de la discrepancia: P, = P,_, + d.
Abhora bien, para obtener el valor de P bastari con determinar jya que P,_, es
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una magnitud conocida. Por simple semejanza de tridngulos tenemos que:
d 0.50 - Q,_,

P=P = Q= Qu

Al sustituir:

B, = P~ P,
y
4= Q= Qi
y despejar &, llegamos a:
(0.50 - Q;—y)

d=p—F

Por lo tanto,
(0.50— Q. _

(3.7) M, -1 [p, + BOXZCQ) ]

De acuerdo con esta férmula, tendriamos que:

Tabla 3.9. Caleulo del coeficiente de mayoria minima

Intervalos Y, P; q; P; Q;
de clase

0- 9 5 0.15 0.02 0.15 0.02
10- 29 20 0.40 0.25 0.55 0.27
30 - 49 40 0.40 0.57 0.95 0.86
50 - 100 75 0.05 0.16 1.00 1.00

Como el valor criterio es Qg = 0.50, las frecuencias acumuladas inme
diatamente inferiores serdin Q,_, = Q, = 0.27yP,_, = P, = 0.55 y las su.
periores Q; = Q, = 0.86y P, = P, = 0.95. Como 1 = 3 tendremos:
0.40(0.50 — 0.27)

0.57

m

M =1- [0.55 +

M, =1-[055 + 0.6 ]

M_=1-0.71=0.29
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El 29% de las observaciones disponen de mis de un 50% del valor total
de la variable.

Esta férmula puede ser ficilmente extendida para calcular la proporcién
de observaciones que poscen mis de una determinada proporcién criterio £.

(3.8) M, 1= [Pi-l , bk ;iQi_,) ]

donde Q,_,, es la frecuencia relativa acumulada de la variable que es inme-
diatamente inferior que el valor criterio £ y Q,, la inmediatamente supetior.
De esta manera se determina el valor del subindice 7, y se identifican las fre-
cuencias relativas p;, q; y P,_,.

3.3. Acerca de la forma de la desigualdad: El coeficiente Gini-intervalo

Hemos visto en la seccién 2.6 del capitulo anterior, que dos o mas conjun-
tos de datos pueden presentar el mismo nivel de desigualdad lo que no im-
pide que la forma de la concentracién sea diferente.

Este hecho se nos presenta también cuando trabajamos sobte la base de-
distribuciones agregadas que originan dos poligonales (curvas) de Lorenz
distintas que delimitan dreas de concentracién idénticas. A pesar de la dife-’
rencia en la forma de la desigualdad los indices de Gini asumirin el mismo
valor.

El problema que abordaremos en esta seccién consiste en buscar procedi-
mientos numéricos que (al igual que en ¢l caso de los datos no agrupados)
nos permitan estudiar la forma de la concentracién.

La construccion de un diagrama de concentracion es el camino inmediato
para percatarse de las distintas maneras en que se constituye el nivel de desi-
gualdad global.
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Grifica 3.8. Forma de la concentracion

El 4rea delimitada por la figura OACEG es igual a la que se encuentra en el
interior de OBDFG, de manera que el coeficiente de Gini seri el mismo para,
la distribucién I que para la II. Ahora bien, el aporte a la desigualdad de los
tramos bajos de II es mayor que el que hacen las categorias bajas de I y como
el drea total es igual en ambos casos, debe cumplirse que la contribucién a
la desigualdad de los tramos superiores de I debe ser mayor que la que hacen
los superiores de II. Es decir, en las distribuciones representadas por la grifi-
ca 3.8 vemos que es distinta la forma que conduce a2 un mismo nivel global
de desigualdad.

¢Qué significan estas formas distintas? Grosso modo la situacién represen-
tada en la figura es como sigue: en la distribucién I las unidades mis pobres
(vale decir, a las que les corresponde una menor proporcién de la variable)
reciben proporcionalmente més que las més desfavorecidas por la reparticién
que refleja la distribucién 11 y que las mds ricas en I tienen una participacién
en el total menor que en II. El mismo nivel de desigualdad se conforma en
el caso de la distribucién 1 porun  perjuicio’’ menor que en II de las uniaa
des pobres y un ‘‘beneficio’’ también menor para las unidades ricas.

Lo anterior es consecuencia de que se debe repartir un pastel de tamafio
dado y en tanto a algunas unidades les corresponda una tajada grande, otras
necesariamente recibirin una parte mis pequefia. Por ello, si las observa-
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ciones mis pobres de una distribucién son menos perjudicadas que las mis
pobres de otra, se sigue inmediatamente que las mds ricas no serdn tan bene-
ficiadas como las mis favorecidas de la otra distribucién.

Aun cuando baste construir el diagrama de concentracién para distinguir
la forma de la desigualdad, resulta ilustrativo abordar su estudio desde el
punto de vista numérico.

Para ello aplicamos a cada segmento de la poligonal de Lorenz, la idea bi-
sica sobre la cual se construye el indice de Gini. En lugar de tomar toda el areade
concentracién (A) la descomponemos en una setie n_c;le subdreas (A, A,,

A ) tales que sumadas conforman el drea total A (T A; = A). A partirde
i=1

cada una de las A, se propone un coeficiente de concentracién que nos ayuda

en el estudio de la forma de la desigualdad. Para ello establecemos la rela-

cién entre cada A, y su correspondiente subdrea de concentracién maxima ;:

(3.9) G; = n: (i =12,..,m)

obteniéndose asi el coeficiente de desigualdad Gini-intervalo (G;).

Grifica 3.9. Coeficiente Gini-intervalo

=_T--_.__.’

AL

Cada coeficiente G. puede asumir valores entre cero y uno, ambos extre--
mos incluidos. El valor cero se obtiene cuando A; = 0, es decir, si el segmen-
to de la poligonal de Lorenz se confunde con la linea de equidistribucién. G;
serd igual a 1 cuando A; = m;, es decir cuando el segmento de la poligonal
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de Lorenz coincide con el eje de las abscisas. Hay que notar que como las ob-
servaciones, o los intervalos de clase estin ordenados (en nuestro caso de me-
nor a mayor) basta que G, = 0 para que todos los restantes G, sean también
iguales a cero. Esto quiere decir que si G, = 0, entonces G, = G, =

= G_ = 0. Ello es conscuencia de que si los mis pcrjudicacros (los que se
encuentran en el primer intervalo) tienen una participacién en el total de la
variable igual a la que les corresponderia por la aplicacién de la norma de-
mocritica entonces no habri categorias estadisticas beneficiadas.

Por otra parte, el hecho de que si a2 un intervalo de clase le corresponde
menos que la norma democritica, a otro le tendri que corresponder necesa-
riamente mds, unido a la ordenacién de menor a mayor participacién en la
distribucién de la variable, implica que no habri ningin G; = 0 cuando
G, >0yG,,, >0, donde tanto 7 como £ son niimeros enteros positivos y
k < j. Esta condicién significa que si G, es distinto de cero, ningtin segmen-
to de la poligonal coincidird con la linea de equidistribucién. En términos
grificos esta condicién significa que es imposible una situacién como la si-
guiente:

Grifica 3.10.

2 Lo ‘-:

El orden de las observaciones conjuntamente con el hecho de que en la re.
particién de un total hay perjudicados y beneficiados, tiene como conse-
cuencia que las pendientes de la poligonal (o curva) de Lorenz sean siempre
crecientes. En otros términos, en la medida que nos movemos de izquierda 2
derecha en el diagrama de concentracién las razones de ventajas serin
siempre crecientes.
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Sabemos que hay un punto en que la razén de ventaja es igual a la uni-
dad, y éste divide a las observaciones en dos regiones: en una se encuentran
todas las unidades perjudicadas por la reparticién y en otra las beneficiadas.
Al ordenar los intervalos de clase de menor a mayor, la regién de izquierda
del punto contendri los estratos perjudicados y la de la derecha los benefi-
ciados. En otros términos: a la derecha de la razén de ventaja unitaria las
pendientes serin siempfe mayores que uno; en la medida que nos alejemos
de ese punto hacia la derecha las razones de ventaja (y por lo tanto sus
equivalentes las pendientes) serin cada vez mayores que uno; cuando nos
alejemos hacia la izquierda serin cada vez menores. En consecuencia, en una
grafica de concentracién para datos agrupados, las pendientes de la curva de
Lorenz necesariamente serin crecientes.

A
En el apéndice No. 4, se demuestra que al aplicar la definicion de G; = ﬂ—'

(i = 1,2, ...,m) a la grifica de concentracién y al operar algebraicamente se
llega al coeficiente Gini-intervalo:

’ . Lo
(3.10) G, = 1--—%—”,,L (i=1,2,..,m)
i i-1
SiQ, = Q, = 0, es decir, si la participacion relativa acumulada de los
intervalos 7 e (i—1) es nula, entonces de acuerdo con (3.10) G; = 1;

estariamos en presencia del miximo de concentracién posible. Tal vez seria
conveniente sefialar que como las observaciones se han ordenado de menor a
mayor, entonces también se debe cumplir que Q,_, = 0,enquek = 1,2,...,"
(i—1).

Si por otra parte, Q; + Q,_, = P, + P,_,, entonces conforme a (3.10)
G; = 0. Esta condicion se cumple Gnicamente sobre la linea de equidistribu-
cién, ya que:

(i) Como consecuencia de la ordenacién de las observaciones:

P, =2Q
2
P2Q,
Al sumar término a término estas dos inecuaciones se llega a:

P+ Py — Qi + Qi

y por tanto,
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P +P_)-(Q;+ Q)20

Que en el caso estudiado debe reducirse sélo a la igualdad,
(P, +P)—(Q + Q) =0

(i) Ademais, por tratarse de frecuencias relativas acumuladas se cumplird
siempre que,

Q= A,

Las dos dltimas desigualdades y la igualdad del inciso anterior generan un
sistema que s6lo se satisface en el caso que:

Pi— 1 Qi— 1

P, = Q

en cualquier otra situacién entra en contradiccién. Este resultado se en-
cuentra dentro de lo esperado, en la medida que el indice se ha definido co-
mo la relacién entre las dreas A; y m, y el valor unitario s6lo ocurre cuando
ambas son iguales, es decir, cuando el tramo de poligonal correspondiente al
‘intervalo coincide con ¢l ¢je de abscisas.

Aun cuando desde el punto de vista aritmético cada G, puede tomar valo-
res entre 0 y 1 (ambos extremos incluidos) sabemos que si G; es igual a cere
entonces los restantes Gini-intervalos necesariamente serin también nulos.
Ademis, vimos que debido a la jerarquizacién de las observaciones invo-
lucradas en Gini, ningiin G; puede tomar el valor cero si alguno anterior o
posterior es distinto a cero. Estas caracteristicas tienen una explicacién de ca-
ricter mis general en el hecho de que la serie de los coeficientes Gini-intet-
valo para una distribucién dada es decreciente.

Para examinar esta caracteristica consideremos la expresién:

Q, =aP

Que representa la ecuacién de la recta con pendiente 2, que une el origen
con el punto de coordenadas (P, Q,). De acuerdo con (3.10), G, seré:

I

G1= I—P_I
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y al reemplazar Q, obtendremos:
G, =1-a
es decir, el coeficiente Gini para el primer intervalo es igual al complemento
de la pendiente.
Como las inclinaciones de los segmentos que conforman la curva de Lo-
renz son no-decrecientes, entonces la ecuacidn de la recta que une el origen
con ¢l punto de coordenadas (P,, Q,) se puede expresar como:

=(a +¢,)P,

Donde &, es una cantidad no-negativa que refleja la diferencia entre las incli-
naciones de primer y segundo segmentos de la poligonal de Lorenz.
Al aplicar (3.10) para el caso en que 7 es igual a 2 tenemos:

Q, +Q
G = 1=% 37,

Al reemplazar en esta igualdad la relacién que establecimos entre G, y P, se
llega a:

E2
o ek 7 %

Como G, = 1 — a, entonces

G

=G - £
"SRR TR,

2
§i ¢, fuese cero, es decir si el punto (P,, Q,) estuviese sobre la recta que une
el origen con el punto (P, Q,), entonces G, seria igual a G,. En cualquier
otro caso G, serd menor que G,.

Del mismo modo, si tepresentamos la recta que une al origen con el punto
de coordenadas (P,, Q,) por:

Q, =(+¢ +¢)P,

donde &, refleja la diferencia entre las inclinaciones del segundo y tercer seg-

mentos de la poligonal. La sustitucién de esta ecuacion en la férmula de G,
conduce a:

e e 3

Gy = 1m0 eI

2 3

Sie, =¢, =0 entonces G, =6, =0G,.
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El anilisis de esta expresién® permite afirmar que G, es menor que G,. En
consecucncia tenemos que:
G, 26,26,
En general, para el i-&simo segmento de la poligonal tendremos que la
recta que une al origen con (P;, Q,) responderi a:
Q=@+¢ +¢ + .+ £) P,

y la sustitucién originara:

-1 .
Gumimam B, hm— S
]*2 ! 1 + PI“‘I
P

El estudio? de esta igualdad permite afirmar que:

8 La forma de analizar esta expresion se presentard mas adelante.,

? Para analizar la relacién entre dos Gini-intetvalo consecutivos considérense las expresiones ge-
nerales.

i-2 Py
G_,=1-a-Z £ €
=2 P, +P,
¥
i-1 P.
Gi=1-a-% ¢g-¢g .
j=2 P]. + Pi-:

Esta Gltima expresién se puede escribir como:

i-2 P._
Gi=[1—a—Z £.—(£i_l)P-—"—l—'——"]+

, j
)=2 =1 pi-!

i—1 i
E (SH}PM PRy T ) P+ P,

Los términos entre paréntesis son iguales a G.

+~1» por lo tanro:

P.

)_(zi)]’i . P

i=1

G =G —¢, (1~

P.
=1+ B i-1

Como los términos que multiplican a ¢;_, y ¢, son menores que uno pero mayores que cero, s
sigue que:

G, %G,

La igualdad s6lo sc cumple cuandoe,_, = ¢ = 0.
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Nétese que si hay » estratos y se cumple que los primeros (m—1) Gini-inter-
valos son iguales entte si, el dltimo necesariamente tendri que ser menor.

Al comparar los valores de G;, tendremos un indicador numérico de la di-
ferencia en la forma de la concentracién. Pero antes de seguir el anilisis en
esta direcciébn nos preocuparemos por indagar respecto a la vinculacién entre
los valores de G, y el del G global. Para determinarla nos basaremos en la de-
finicién geométrica de Gini: relacién entre ireas.

En el apéndice No. 4, se presenta el desarrollo de esta idea y se demuestra
que al ponderar cada G, por m; / n, es decir, por la importancia relativa de ca-
da subirea de mixima concentracién con respecto al drea de mixima desi-
gualdad se llega a:

_ m, n, m
(3.11) G=G—-+G,~—>—+..+G,—
como
... 1 i
1 = “i (l' = l! 2‘ L] m)
entonces,
A'l nl AZ “2 Al’l‘l “m
G = X T + *wo X

Al simplificar:

y por lo tanto

Esta expresién demuestra que el sistema de ponderaciones aplicado sobre
los coeficientes Gini-intervalo permite obtener el valor de G global.

Los Jdesarrollos geométricos y algebraicos realizados en el apéndice 4 llevan
a establecer que para datos agrupados se cumple:

n;
= T (P,—P_)(P;, + P)
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en consecuencia:

m
G=2 G®-P_)P® +P_)

Py P o=y

entonces esta igualdad puede escribirse de la siguiente manera:

m m :
612 | G= 5 Gp®+P)- I G~
1= 1= n

1

Este resultado nos indica que el coeficiente de concentracién de Gini es un
promedio ponderado de los coeficientes Gini-intervalo en que los pesos son
las correspondientes proporciones entre la subdrea y el 4rea de maxima con-
centracion.

Pareciera que cada término de la ecuacién (3.11) sélo incorpora informa-
cién de un intervalo de clase, que si asi fuera, los sumandos reflejarian la
contribucién especifica de los estratos a la conformacién del nivel de desi-

gualdad global. Entonces, G, T:r

1
mer tramo 2 la formacién de G. La del segundo intervalo se evaluaria a través

mediria la cuota con que concurre el pri-

m F . . . - - -
G, Tz y asi sucesivamente. Sin embargo, esta interpretacion es licita s6lo

en apariencia, puesto que tanto los G; como sus correspondientes pondera-
ciones dependen de las frecuencias acumuladas P;, P,_;, Q; y Q;_; que por
definicion contienen a los p. y q, referidos a los estratos del primero al i-ési-
mo (o segiin el caso, hasta el (i—1)-éimo)'®. Como el valor de cada término

10 Nétese que G, puede escribirse como:

i—1
IE NN
G, =1~ j=1

i-1
2 p + p
3 ] i
1=1
i~1
vel pesocomom, /n = p, (22 p; + P,
i=1
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del G global depende de la informacién no sélo de la clase que le correspon-
de sino también de todas las anteriores, se concluye que no se debe interpre-
tar como la aportacién propia de ese estrato.

También hay que notar que el coeficiente Gini-intervalo ejerce una espe-’
cie de control por el tamafio de los intervalos de clase. En efecto, al aumentar
el tamaiio de los estratos naturalmente tienden también a acrecentarse (entre
otras cosas) las frecuencias relativas. Si incrementamos el intervalo 7 lo mismo
ocurrird con (P, — P,_,), es decir, con la distancia a que se encuentran las fre-
cuencias relativas acumuladas de las unidades observadas (ver grifica 3.11).
Una consecuencia directa del aumento del tamafio del intervalo!! es el creci-
miento del drea de maxima concentracién: pasamos del trapezoide BACD al
BAEF. Peto al mismo tiempo aumenta el drea de concentracién desde BKND
a BKMF de modo que al definir el coeficiente como una relacién entre la sub-
irea de concentracién y la de mixima desigualdad se tienden a compensar.
los incrementos: el aumento en el tamafio de un intervalo de clase sc refleja
tanto en el numerador como en el denominador de G..

Grifica 3.11. Tamasios de las clases y el valor del coeficiente Gini-intervalo
sl

#

B
1
|

K

i
I
I
I
I
|
|

Pn

A partir de esta grifica es posible apreciar que la unién de los intervalos
ocasiona una caida en el valor del G global que se explica por la eliminacién
de la parte KNM del irea de desigualdad. Esta disminucién también puede
analizarse a través de (3.11) que descompone el valor de G en funcién de los
Gini-intervalos. Su variacién se deberi bisicamente a las alteraciones que ex-
petimentan los pesos, puesto que como sabemos, los valores de G; tenderdn
2 no modificarse.

]

0 fr——2

A E 1o

' Para simplificar hemos puesto como ejemplo ur caso en que el cambiv en el tamafio del in-
tervalo resulta de la unién de dos consecutivos.
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Para usar el coeficiente Gini-intervalo en el estudio de la forma de la con-
centracién consideraremos dos distribuciones de frecuencias, lo que nos lleva
directamente a preguntarnos por el conjunto minimo de requisitos que per-
miten la comparacién. El anilisis que se desee puede llevar a establecer el
paralelo entre dos distribuciones de una misma variable ubicadas en diferen-
tes puntos del tiempo o a buscar las semejanzas en la forma como se reparten
dos variables distintas entre el conjunto de unidades. En este Gltimo caso el
interés radica casi siempre en determinar a través de las formas, la relacién
entre las variables. Pero si asf fuera, serfa mis conveniente recurrir al anilisis
de regresién o de correlacién. Por ello nuestra atencion se dirigir al cambio
que experimenta la distribucion de una variable en el tiempo.

La f6rmula (3.12) nos dice que para comparar el valor de dos Gini-interva-
lo es necesario que ambos tengan el mismo nidmero de sumandos, es decir,
que ¢l total de estratos sea igual. Por lo tanto, si decidimos agregar dos o mis
clases en una de las distribuciones, en la otra una operacién similar deberd
realizarse a fin de que no se viole dicho principio. En la grifica (3.11) se pre-
sentd el efecto que tiene la agregacion de dos categorias, sobre la forma de la
poligonal. En consecuencia, podriamos alterarla a voluntad a través de la
manipulacién de este recurso.

Al contrastar la desigualdad en dos distribuciones de trecuencia con dife-
rente forma y el mismo nimero de intervalos hay que vigilar que las propor-
ciones de las observaciones (p;) sean las mismas, porque en caso contrario los
segmentos de las poligonales tendrian diferente longitud (y la forma de la
desigualdad cambiaria de inmediato) en los intervalos correspondientes.

Ahora bien, tomemos un ejemplo numérico para ilustrar los conceptos y
desarrollos precedentes. Consideremos que disponemos de dos distribu-
ciones de frecuencias que se caracterizan por presentar el mismo valor del co-
eficiente de Gini global, pero que difieren en cuanto a la forma de la con-
centracién:

Tabla 3.10. Forma de la concentracion

Caso |
P 9 P Q (F+P) (Q+Q-) G nin (G;)(m; /=),
0.35 0.15 0.35 0.15 0.35 0.15 0.571 0.1225 0.070

. 0.30 0.20 0.65 0.35 1.00 0.50 0.500 0.3000 0.150
0.20 0.25 0.85 0.60 1.50 0.95 0.367 0.3000 0.110
0.15 0.40 1.00 1.00 1.85 1.60 0.135 0.2775 0.037

0.367
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Caso II

pp a4 P Q (F+Py) (Q+Q) G min (G)(m/n)
0.35 0.100 0.35 0.100  0.350 0.100 0.714  0.1225 0.088
0.30 0.300 0.65 0.400 1.000 0.500 0.500 0.3000 0.150
0.20 0.225 0.85 0.625 1.500 1.025 0.317 0.3000 0.095
0.15 0.375 1.000 1.000  1.850 1.625 0.122 0.2775 0.034

0.367

El total de la columna (G;) (m, / m;) es igual al valor del Gini agregado. En
ambos casos el grado de desigualdad medido por G alcanza a 0.367.

Como en este ejemplo hemos controlado por los tamaiios de los grupos
(los p; son los mismos en las dos distribuciones) entonces las contribuciones
relativas a la concentracién total reflejan directamente los impactos de los
G;, es decir, de /z forma que asume la concentracion en ambos casos.

Al comparar los G; de la tabla vemos que el aporte a la desigualdad que
realiza el primer estrato es mayor en la distribucién II que en la I. Es decir,
aun cuando el nivel de desigualdad global es el mismo, las unidades mis
desposeidas han resultado mas perjudicadas en la reparticién del pastel refle-
jada por la distribucién de frecuencias II que en la implicita en I.

Por la naturaleza de las medidas de desigualdad los valores de G, en los
tramos altos tendern a ser menores en II que en I. Esta es la consecuencia
del hecho que lo que pierden algunas unidades otras lo deben ganar.

En este ejemplo numérico se aprecia que la compa.raa&n entre los G, pro-
venientes de distribuciones distintas permite imaginarse la forma como se
constituye el nivel de desigualdad global.

Veamos a continuacién lo que acontece con la medicién de la desigualdad
a través de Gini si reagrupamos intervalos de clase. Tomemos la distribucién
de frecuencias I de la tabla 3.10 y agreguemos el segundo y tercer estratos.

Tabla 3.11. Cambio en el valor de Gini debido a agrupacién en los intervalos de clase

P &% P Q (®B+Py) (Q+Q) G m/n (G)(m/m)
0.35 0.15 0.35 0.15 0.35 0.15 0.571 0.1225 0.070
0.50 0.45 0.85 0.60 1.20 0.75 0.375 0.6000 0.225
0.15 0.40 1.00 1.00 1.85 1.60 0.135 0.2775 0.037
0.332

Como era de esperarse, de acuerdo con los desarrollos que hemos presen-
tado, al agrupar el segundo y tercer intervalos disminuyé el valor del coefi-
ciente. Ya sabiamos que en la medida que mayor es el nivel de agregacién,
menor tiende 2 ser el valor de G. Puesto en otros términos, mientras mis
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grandes son los intervalos de clase, mayor es el tamafio de la “‘subestima-
cién’’ con respecto al indice de Gini calculado sobre la base de los datos ori-
ginales.

Examinemos ahora los G, antes y después de la agregacion de categorias.
Hay que notar que en la tabla 3.11 G, = 0.375, mientras que en el caso I de
1a3.10, G, = 0.500y G, = 0.367. Sin embargo, tal como se habia estable-
cido el G, de la tabla modificada no aumenta directamente con el tamaiio
del nuevo estrato, aiin mds, aparece un valor intermedio entre G, y G, pero
mis cercanc 2 G,. '

Este resultado nos muestra numéricamente que el coeficiente Gini-
intervalo es poco sensible a las variaciones en el tamafio de los intervalos de
clase y que el G, resultante de la agregacién de dos o mis estratos no es igual
a un promedio de los G; de cada uno de ellos. Esta Gltima caracteristica se
encontraba implicita cuando examinibamos las consecuencias de la agrega-
cién en la grifica 3.11 y concluiamos que se perdia la parte KNM del drea de
concentracion. '

Como conclusién podemos decir que para estudiar la forma en que se
constituye el nivel de desigualdad es posible recurrir al coeficiente Gini-
intervalo. Si quetemos comparar la forma de la concentracién entre dos o
mis distribuciones serd de utilidad examinar tanto las poligonales de Lorenz
como los G;.

3.4. Coeficiente R,

Para calcular R,,, a partir de la informacién que proporciona una tabla de da-
tos agrupados se usa:

m

(3.13) Ry =% (q/p)
1=1

Donde q; y p; simbolizan las frecuencias relativas del estrato genérico 7, de
una distribucién que tiene #z intervalos.

El valor que alcance (3.13) serd, en general, diferente que el que se
obtendria al aplicar R, a los datos originales. Para examinar el origen de la
discrepancia supongamos que formamos un intervalo genérico 4 con n, ob-
servaciones y calculamos su contribucién al R, global:

9 9k
R - ——— I —
un = G Py ) P
donde R,,, simboliza el aporce del intervalo 4 a R,,.
Cuamﬂ) el cilculo se hace sobre la base de los datos no agrupados, la
contribucién al R, global de las mismas n, observaciones es igual a:
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; q q Yo,
Ry = qm(F:':_) + th("p"%) + .o+ Qo (""I:t':—)

en que p, y q;, representan las proporciones correspondientes 2 la i-ésima
observacion del estrato 4.

Luego:

2 2 2
’ q g q
o, Gam 4 —nkch

M TPy, Pan Paxh
por simple comparacién se aptecia que:
RMh # RMh

para todos los intervalos de clase y por lo tanto se concluye que la medida
global arrojard un valor diferente si se calcula con los datos originales, o con
la informacién agrupada.

Para ilustrar estos desarrollos utilizaremos la informacién referida a las 20
observaciones que hemos usado en las secciones precedentes.

Tabla 3.12. Cilculo ae Ry, para los valores originales

Valores de la q; P q;/p; q;(q;/p;)
variable
1 0.0018 0.05 0.0360 0.00006
2 0.0036 0.05 0.0720 0.00026
7 0.0125 0.05 0.2500 0.00313
10 0.0179 0.05 0.3580 0.00640
12 0.0214 0.05 0.4280 0.0092
15 0.0269 0.05 0.5380 0.0145
18 0.0321 0.05 0.6420 0.0206
20 0.0357 0.05 0.7140 0.0255
22 0.0393 0.05% 0.7860 0.0309
24 0.0429 0.05 0.8580 0.0368
29 0.0518 0.05 1.0360 0.0537
31 0.0554 0.05 1.1080 0.0613
33 0.0589 0.05 1.1780 0.0694
35 0.0625 0.05 1.2500 0.0781
7 0.0661 0.05 1.3220 0.0874
41 0.0732 0.05 1.4643 0.1072
43 0.0768 0.05 1.5360 0.1179
46 0.0821 0.05 1.6420 0.1340
49 0.0875 0.05 1.7500 0.1531
85 0.1518 0.05 3.0360 0.4609
1.0000 1.00 Ry = 14716

Una de las agrupaciones posibles se presenta en la siguiente tabla de distri-
bucién de frecuencias.
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Tabla 3.13. Cilenlo de Ry para datos agrupados

Intervalos de clase Y, Total de Var. n, q; p; (9;/p) q(q,'p)
0 5 10 5 10 3 0.0179 0.15 0.1193  0.0021
10 20 30 20 150 8 0.0268 0.40 0.6200  0.1796
30 40 50 40 315 8 0.5625 0.40 0.4063 0.7910
50 75 100 75 85 1 0.1518 0.05 3.0360 0.4609
560 20 1.0000 1.00 RM = 1.4336

Las frecuencias relativas q; de esta tabla se han calculado usando la expre-
si6n Y, /Y que representa la participacion del estrato 7 dentro del total.

Como se puede apreciar, los valores de R,, difieren en ambas tablas.

Nos preocuparemos por estudiar la normalizacién del coeficiente R, de-
bido a que las transformaciones necesatias para llevarlo al intervalo definido
por los limites 0 y 1, introducen algunas compléjidades que no se presentan
cuando se aplica sobre los datos originales.

El valor minimo de R, se obtiene cuando a cada proporcién de las obser-
vaciones le corresponde la misma proporcién de la variable:

9 :
—_— =1 1=1,2,....,m
P ( )

En consecuencia, la distribucién democritica de la variable genera:

m m
Ry =2 qq/p) = 2 q (1) =1
i=1 =1

Si, por el contrario, la variable se concentra en una categoria, por ¢jemplo
la 7, entonces:

q]=q2="'=qi-1=qi+|="'=qm=0

y qi"l

Al sustituir estos valores en 3.13 tenemos que en el caso de méxima desi-
gualdad se cumple:

1

M=Fi

R

B
&
donde n; simboliza la frecuencia absoluta del intervalo j.

Hay que destacar que el miximo de R, se relaciona inversamente con la
proporcién de observaciones del estrato 7, es decir, con aquel que posee el to-
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tal de la variable. Esta vinculacién inversa es consecuencia directa de que el
grado en que se desvia la supuesta desigualdad total respecto de la norma
democritica depende del tamaifio del estrato beneficiado. En efecto, la desi-
gualdad serd mayor si el intervalo de clase que tiene el total es relativamente
pequeiio que si la variable se concentra en uno grande. El grado de méxima
concentracién serd mayor si se produce como consecuencia de la reparticién
favorable a un estrato que posea el 1% de las observaciones que si beneficié
a uno que tiene el 80%, por cuanto en el primer caso la distribucién estard
mis alejada de la norma democritica que en el segundo.

De acuerdo con estos resultados R,, siempre asumiri valores en el interior
del intervalo definido por:

1
1£R, & —
M p]
El indice normalizado entonces seri:
R,—1)p
(3.14) Ry - Su_DP G = 1.2...m)
]

Cuando la variable se reparte e(}uitativamcnte R, = 1yR} = Oysisecon,
centra en el intervalo j, R, = 7 RY = 1. Elindice RY asume valores den-
i

tro del intervalo

0£RN &1
en que el 0 corresponde a la equidistribucién y el 1 a la concentracidn total.
La igualdad 3.14 nos muestra que habri tantos miximos del coeficiente
estandarizado como p, diferentes haya. En efecto, el limite superior no es fijo
sino que depende del estrato al que se le adjudique el total. Por ejemplo, si
la variable se concentra en el primer intervalo de clase los limites de R, se-

-

ran:

1£R, £

L
M pl

pero si se adjudica al quinto:

I~
i~

R,

1
s

y si al m-ésimo:

—
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Abhora bien, supongamos que nos interesa aplicar RY en una distribucion
de datos agrupados. ;Cudl de los 7 intervalos de clase deberfamos usar como,
su limite superior? La eleccién que se haga permitiri adscribir diferentes sen-
tidos al resultado que entregue la medida normalizada, lo que se traduce en
cierto grado de elasticidad en su uso.

En el caso en que se decida, por ejemplo, usar p, para determinar el limite
superior, el valor de RY podri interpretarse como el grado en que la distribu-
ci6n efectiva se aproxima a aquélla que se genera bajo el supuesto que hubo
una redistribucién en favor de las observaciones del primer intervalo. Pero, si
elegimos p_, entonces el coeficiente estandarizado nos indicaria el grado de
aproximacion a la distribucién hipotética que surge de suponer que la va-
riable se concentra en el m-ésimo estrato.

Usemos la informacion de la tabla 3.13 para medir el grado de desigual-
dad de la distribucién con respecto a una reparticién hipotética en que el to-

tal (560) pasa a manos de la tnica observacién que constituye el cuarto
estrato'?,

py (14336~ 1)

0.05 = 0.02
u 1-0.05 ? 3

Este resultado nos sefiala que la aistribucién real se encuentra mucho mis
proxima a la distribucién equitativa que al tipo que se plantea en la hip6te-
sis.

Pero si suponemos que ¢l tercer estrato es el dnico beneficiado por la re-
particién entonces:

(1.4336-1) 0.40
RV = —T-o40 - 0288

Este valor nos permite afirmar que la distribucién efectiva se encuentra
mis préxima a la hipotética que en el caso anterior, pero que de todas mane-
ras el grado de correspondencia entre ambas no es estrecho.

3.5. El coeficiente entropico de Theil para datos agrupados

Por el momento s6lo sostendremos que este coeficiente de desigualdad,
calculado a partir de una tabla de distribucién de frecuencia, siempre subes-
tima el grado de concentracién existente en los datos originales.

La demostracién matemdtica de esta afirmacién asi como su prueba numé-
rica se han dejado para el préximo capitulo en virtud que para hacerlo se re-
quiere establecer algunos resultados relativos de la descomposicién de esta
‘medida.

12 Nétese que la redistribucién alteraria los limites de los intervalos de clase. Pero como ello no
incide sobre nuestra argumentacién omitimos su consideracién explicita.



IV: Descomposicion de las medidas de
desigualdad

4.1 Planteamiento del problema

A lo largo del capitulo anterior nos propusimos, como problema central
indagar respecto a las consecuencias que tiene la agrupacién de las observa
ciones sobre la medicién de la desigualdad. Nos hemos preocupado por es-
tablecer la relacién que existe entre las medidas de concentracién para los da-
tos originales y para los datos agrupados. Es decir, nos dedicamos a examinar
lo que ocurre si disponemos de un conjunto de 7 obsetvaciones y las agrega-
mos en m intervalos m £ n). La pregunta central que orientd la exposicién
fue ¢cuil serfa la relacién entre las medidas de desigualdad susceptibles de
ser calculadas en uno y otro caso?

Esta interrogante se convirtié en la columna vertebral de los desarrollos
que hemos presentado hasta este punto y las respuestas conforman el conte-
nido bisico del capitulo anterior. El problema que nos hemos planteado
tiene plena validez en aquellas investigaciones en que se pretende medir de-
sigualdad entre las observaciones originales (ya sea por comparaciones entre
pares o como desvio respecto de una norma) en circunstancias en que solo se
dispone de los datos agrupados.

Es usual que los investigadores que solo tienen acceso a datos secundarios
(es decir, que no producen su propia informacion) deban realizar sus andlisis
a partir de las publicaciones oficiales y muy dificilmente, por no decir nunca,
obtendrin la informacién original.'. Por otro lado, si el esquema teérico del
investigador requiere anilisis de las observaciones individuales, necesaria-

! Debido a la legislacién usual que prohibe a las direcciones de estadisticas divulgar informacién
que permita identificar casos particulares.
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mente se producird una tension entre los propésitos de la investigacién y las
fuentes de informacién. En este caso tiene plena validez tedrica y empirica
intentar establecer si el coeficiente calculado sobre la base de la distribucién
subestima o sobrestima, al que se obtiene a partir de los datos originales.

Peto si las categorias tedricas que orientan el estudio se dirigen a referentes
empiricos de naturaleza agregada, ya no tendria cabida plantearse preguntas
acerca de los efectos de la agregacién sobre la medicién de la desigualdad
existente en los datos originales. Es decir, las interrogantes que guian las de-
cisiones técnicas dependen de los propésitos de la investigacion y de la
teoria.

Para ilustrar esta idea, tomemos como ejemplo el tipo de estudios de desi-
gualdad que se puede originar en torno 2 la distribucion del ingreso. Por una
parte, en la teoria econémica del bienestar, adquiere un sentido cabal pro-
ponetse como objetivo central de la investigacién comparar los ingresos que
poseen los distintos miembros de una sociedad?. Si s6lo se dispone de infor-
macién agrupada, entonces es relevante preguntarse respecto al sesgo que
podria producirse entre la medicion realizada sobre la base de esa informa-
cién y la calculada con los datos no originales. Pero si el trabajo se inscribe en
el interior de una linea de pensamiento cuyas categorias tebricas son en si
mismas agregados, tal como seria por ejemplo, el concepto de clases sociales,
el tipo de anilisis estadistico que se requiere probablemente seri diferente.
En efecto, si este fuese el caso interesari analizar las modificaciones experi-
mentadas, a lo largo del tiempo, por la distribucion del ingreso entre las cla-
ses sociales, asi como las alteraciones que han afectado a sus estratos.

Los planteamientos tebricos que hemos tomado a modo de ejemplo nos
muestran como la perspectiva que orienta el estudio incide sobre el planteo
de interrogantes que repercuten sobre el anilisis y la técnica estadistica.

A partir de la teoria econdmica del bienestar tienden a privilegiarse los
problemas de maximizacién y el andlisis en estatica comparativa, de manera
que no resulta demasiado sorprendente que un estudio de desigualdad,
orientado por esta ptica, se plantee como propésito establece el grado y la
forma de la desigualdad, existente entre los individuos de una sociedad. De
ahi a privilegiar la utilizacién del indice de Gini hay sélo un paso, ya que se-
giin sabemos éste se puede interpretar como una medida tipificada de todas
las comparaciones posibles entre pares de observaciones. En este caso se esta-
ria midiendo la desigualdad en la reparticién del ingreso a través de todas las
diferencias posibles, tomando cada vez las rentas de dos personas. También
caen por su propio peso, las preocupaciones respecto a la sobrestimacién o
subestimacion del grado de desigualdad cuando sélo se dispone de datos
agrupados.

2 Ver por ejemplos: Amartya Sen, Op. cit, pig. 33 y H. Diéguez y A. Petriecolia, Indlices de De-
sigualdad y su descomposicion, Ensayos Eciel: 5. pags. 132y 133.
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Pero s1 el estudio est4 orientado por una teoria cuyo planteamiento bisico
descansa en los intereses contradictorios de las clases sociales, se buscard un tipo
de anilisis que dé cuenta de la evolucién del conflicto. Se focalizari la mane-
ra particular en que se expresan, en la distribucién del ingreso, las contradic-
ciones entre las clases sociales. Se dard menos énfasis al anilisis del nivel o el
grado de desigualdad y se privilegiari el estudio del cambio en la concentra-
cion. Ademis, es evidente que desde esta perspectiva tedrica dificilmente
tendri sentido plantearse como problema estadistico la bisqueda de las rela-
ciones entre las medidas basadas en datos originales y agrupados.

La teoria del bienestar se preocupari bisicamente por el grado de con-
centracién y el andlisis de su subestimacién 6 sobrestimacion. La teoria que
descansa en el concepto de clases enfatizard con menos frecuencia el efecto
de la agrupacién sobre las medidas de desigualdad.

4.2. Consecuencias estadisticas de las proposiciones tedricas

Analicemos con un poco mis de detenimiento la relacion entre las concep-
ciones tebricas y sus consecuencias sobre el método estadistico. Pero esta vez
prestaremos mayor atencién al tipo de andlisis de desigualdad que deriva de
categorias agregadas y también incluiremos algunas interrogantes que sur-
gen de las teorias que predican sobre el comportamiento de los agregados so-
ciales. Pasaremos entonces a una exposicién que privilegia el anilisis de las
vinculaciones entre categorias tedricas y categorias estadisticas, del cual espe-
ramos extraer algunas interrogantes cuyos origenes se encuentran fuertemen-
te arraigados a enfoques macrosociales.

Desde el punto de vista estrictamente estadistico la agrupacién de obser-
vaciones se podria presentar de varias maneras, aun cuando las mas usuales
serian las siguientes:

1) Una distribuci6én de frecuencias en que la variable ha sido clasificada en
intervalos.

ii) Un conjunto de distribuciones de frecuencias como la especificada en
(1), pero que unidas conforman la poblacién total. Se trataria de una parti-
ci6n aplicada sobre una poblacién en K categorias mutuamente excluyentes
que agotan la poblacién (es decir, ademis de excluyentes son exhaustivas).

La teoria, en el primero de estos casos, orientari las operaciones que se han
de realizar sobre los intervalos de clases de manera que se establezca una me-
dicién lo mis precisa posible del concepto agregado. Ilustremos esta idea con
un par de ejemplos tomados de estudios agrarios. Supongamos que dispone-
mos de una distribucién de frecuencias en la que se han clasificado las explo-
taciones agricolas por su extensién en hectireas y que la teoria por medio de
la cual se realizari el anilisis distingue entre? microfincas, explotaciones sub-

3 Mario Monteforte Toledo, Centro América 1, subdesarrollo y dependencia. UNAM, 1972,
pégs. 191 y 192.
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familiares, familiares, multifamiliares medianas y multifamiliares grandes.
Cada uno de estos conceptos se define en funcién del tamafio por irea de las
explotaciones y a través de ellos se agrupan las observaciones para establecet
una tabla como la siguiente:

Tabla 4.1. Centroamérica distribucion de la tierra segiin grupos de tamanos, en hec-
treas, entre los asios 1950 y 19524

Tamasio Niémero Superficie
Microfincas 160.079 73.369
Subfamiliar 517.842 1.462.652
Familiar 136.297 2.455.345
Multif. Media 41.415 4.202.155
Multif. Grande 3.513 . 4.910.845
TOTAL 859.146 13.105.766

La construccion de esta distribucion de frecuencias sélo puede realizarse a
través de la aplicacién de los conceptos: microfincas, explotaciones subfami-
liates, etc., sobre los intervalos de clase. Son éstos los que orientan la elabo-
racién de sus referentes empiricos. De aqui en adelante es posible continuar
con un andlisis de desigualdad en el que, en principio, no tendri cabida pre-
guntarse acerca de la subestimaci6n o sobrestimacion de la desigualdad en
los datos individuales.

El segundo ejemplo proviene de la obra de Lenin E/ desarrollo del capita-
lismo en Kusia’ en la que, al plantearse como uno de los objetivos de la inves-
tigacion constatar la presencia o ausencia del capitalismo en el agro ruso de
fines del siglo XIX, decide analizar la informacion estadistica disponible.
Después de sopesar las bondades de la informacion a su alcance en relacion a
su objeto de estudio Lenin se decide en favor de la distribucién de los pre-
dios agricolas por dreas sembradas (desiatinas), tal como lo muestra, a modo
de ilustracién la siguiente tabla:

Tabla 4.2°. Distrito del Dnieper

Grupos de campesinos % de todas  trabajadores  De nadiel De tierra  Amrendado

las haciendas varones x 1 Hrea. comprada
I. Que nosiembran 9.0 1.0 6.4 0.9 0.1
II. Que siembran
hasta 5 desiatinas ~ 11.0 1.1 5.5 0.04 0.6

4 Idem, pig. 197.
> Lenin, El desarrollo del capitalismo en Rusia. Ed. Progreso, Mosci, 1974,
® Lenin, Op. cit. Esta tabla se obtuvo de la combinacién de las tablas de las piginas 59 y 60.
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Grupos de campesinos % de todas trabajadores De nddicl  De tierra  Arrendado
las haciendas varones x 1 Hrea. comprada
1. Que siembran
de 5 a 10 desia-
tinas 20.0 1.2 8.7 0.05 1.6
IV. Que siembran
de 10a 25 desia-

tinas 41.3 1.4 12.5 0.60 5.8
V. Que siembran
de 25 a 50 desia-
tinas 15.5 1.9 16.6 2.3 17.4
Vi. Que siembran
mis de 50 desia-
tinas 3.1 2.3 17.4 30.0 44.0
100.0

Sobre la base de la informacién proporcionada por esta tabla y como un
paso intermedio para llegar a establecer la existencia del proletariado y de la
burguesia agraria, Lenin construye una estratificacién de los campesinos
donde distingue ricos, medios y pobres: si el drea sembrada es tal que no al-
canza para el sustento de una familia entonces el campesino es pobre; si al-
canza aproximadamente es medio, y si supera la capacidad de consumo fa-
miliar es rico. La aplicacién de estas categorias sobre las distribuciones de fre-
cuencias publicadas por los censos rusos de la época le permite construir los
tres agregados de campesinos: los pobres se encuentran en los estratos I, 11, y
111; los medios en el IV y los ricos en el V y VI7.

El nivel, tipo y forma de la desigualdad existente en la posesién de la
tierra, en la compra y venta de fuerza de trabajo y en las relaciones técnicas
de produccién le permite determinar los referentes empiricos de la burguesia
y el proletariado y la existencia de sectores medios®.

Hay que destacar en este ejemplo, al igual que en el anterior, la manera
como operan los conceptos tedricos sobre las categorias estadisticas (interva-
los de clase) para llegar a construir sus referentes empiricos. Creemos que no
estd demds insistir que en este caso tampoco pareciera despertar interés algu-
no realizar mediciones sobre el grado de concentracién al nivel de los predios
agricolas.

La otra manera como frecuentemente se presenta la informacién referida a
categorias agregadas es mediante un conjunto de distribuciones de frecuen-
cias que unidas conforman una global. Las # observaciones que constituyen
la poblacion se clasifican en K grupos y para cada uno de ellos se presentan
sus intervalos de clase.

Este scria el caso, por ejemplo, de la informacién clasificada por ocupa-
ciones y tramos de ingreso, en la que en el interior de las categorias, obreros,

7 Para ver c6mo sc justifica esta decisién, véase Lenin, Op. cit, pig. 58.
8 Ver por ejemplo Op. cit., pig. 57 a 74.
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empleados, empleadores, trabajadores por cuenta propia, fuerzas armadas y
empleados domésticos® (K =6), tenemos la distribucién por tramos de
ingreso. También podrian servir como ilustracién los datos sobre distribu-
cién espacial de la poblacion, tomando como unidad de observacién los mu-
nicipios clasificados como urbanos o rurales (K = 2) y dentro de ellos la distri-
buci6n de la edad de sus habitantes.

El hecho de que esté al alcance del investigador el tipo de informacién que
hemos descrito, unido a la naturaleza de su interés conceptual, hace surgir
preguntas referidas a la contribucién relativa que realiza cada agregado a la
desigualdad, asi como a la vinculacién que existe entre el nivel global de
concentracion y la manera como se reparte la variable en el interior de cada
estrato.

Es evidente que esta clase de interrogantes dificilmente surgir de la pre-
ocupaci6n sobre el grado y forma de la desigualdad existente al nivel de las
observaciones individuales (personas, familias, empresas, etc.). Por otra par-
te, aun cuando las preguntas deriven naturalmente de teorias que privile-
gian el anilisis de categorias agrupadas, dificilmente el estudio tendri una
expresién empirica si no se cuenta con la informacién adecuada. En esta dlti-
ma situacion el problema se agota, segiin hemos visto, en la forma como de-
ben aplicarse los conceptos sobre la-informacién estadistica para generar sus
referentes empiricos.

La consecuencia estadistica inmediata que produce la conjuncién de una
teoria que define conceptos agregados con la disponibilidad o la posibilidad
de construir la informacién adecuada, es la de plantearse el problema de las
vinculaciones entre la desigualdad total y las desigualdades entre sectores y
en el interior de ellos, es decir, un problema estadistico tipico de descompo-
sici6n de una medida. En otros términos las inquietudes relativas al aporte
que realiza cada agregado y las relacionadas con la contribucién que hace su
distribucién interna a la desigualdad total.

A manera de ilustracién SupONgamos que poseemos informacién sobre la
distribuci6n del ingreso por ocupaciones que presenta las caracteristicas que
hemos sefialado anteriormente. Ademds el anilisis se lleva a cabo a través de
una teoria que define sus conceptos en el nivel agregado. Parece natural que
en estas circunstancias se recurra a una técnica estadistica que permita des-
componer el nivel de desigualdad total, en una parte que se explique por la
concentracién del ingreso entre ocupaciones y en otra que dependa de la ma-
nera en que se reparte el ingreso en el intetior de cada ocupacién. Esta ilti-
ma serd la resultante de las desigualdades en la distribucién del ingreso
dentro de los sectores de obreros, empleados, empleadores, etc.

De las consideraciones anteriores se deriva que habri que agregar la pro-

9 Arturo Le6n, Antecedentes para el andlisis de la distribucion personal y familiar del ingreso.
Chile 1970-1973, Proelce, 1976.
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piedad de descomposicion, a los criterios bdsicos que sirven para juzgar las
bondades de las medidas de desigualdad. Pero no se trata de un requisito
que debe cumplirse en general, tal como aquellos que hemos incluido en el
primer capitulo, sino que se encuentra intimamente vinculado a la perspec-
tiva de reconstruccién de la realidad implicita en la posicién tedrica adopta-
da. En efecto, se trata de un criterio que priotitariamente podria adquirir
sentido en relacion a las preguntas de investigacién que surgen desde las
teorias que pretenden aprehender los procesos macrosociales.

Orientados por esta idea general examinaremos el coeficiente de Gini, la
varianza relativa, la varianza de los logaritmos y el indice de Theil. En los de-
sarrollos incluidos en las proximas secciones no hemos contemplado el coefi-
ciente R,, porque no sabemos si es posible descomponerlo.

4.3. Descomposicion del indice de Gini

Al dividir una poblacién en K grupos se abre la posibilidad de distinguir
entre tres tipos de desigualdad: la existente en la poblacién total; la que se
debe a la forma como se distribuye la variable entre los grupos, es decir, a la
participacién diferencial de cada agregado en el total, y la interna de cada
grupo, vale decir, aquella parte de la desigualdad que surge de la reparticién
de la variable al interior de cada estrato. En otros términos, la clasificacion de
las observaciones en un conjunto de categorias mutuamente excluyentes y
exhaustivas, posibilita individualizar la contribucién que realizan las con-
centraciones inter ¢ intra grupos al nivel global de desigualdad.

Si midiéramos los componentes que hemos distinguido 2 través del indice
de Gini ¢cuil seria la relacién entre el coeficiente global y los calculados
entre los grupos y dentro de ellos?

El estudio realizado por Pyatt'®, ademids de proporcionar una nueva in-
terpretacion para el indice de Gini basada en la teoria de los juegos, estable-
cié que éste puede descomponerse en tres partes:

(1) Una que depende de la desigualdad entre los grupos (*"inter-Gini’').

(i) Otra que proviene de los niveles de concentracién de la variable en el
interior de cada agregado (‘‘intra-Gini'').

(iif) Y una tercera cuya magnitud es funcién del grado de sobreposicién
que haya entre los intervalos de clase (o los valores de la variable)'!, Hay que
recordar que en el cilculo de Gini intervienen las observaciones ordenadas.
Este orden general se rompe en tantas jerarquias parciales como grupos se
construyan a partir de los datos originales y nada garantiza que no haya in-
tersecciones entre los 6rdenes.

1 Graham Pyatt, ‘'On the Interpretation and Disaggregation of Gini Coefficients’'. The Eco-
nomic Journal 86, junio de 1976, pigs. 243-255.

11 Op. cir., pig. 243.
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De manera que si:

G : indice global de concentracién

G,: indice de interconcentracién

G,,: indice de intraconcentracién

G,: indice de concentracién debido a la sobreposicion de intervalos en los
distintos grupos.

Entonces:

(4.1) G 8, v 8« G2

Este autor interpreta el indice de Gini como la ganancia esperada de un
juego en que un miembro de una poblacion selecciona un ingreso (Y) del
conjunto Y,, Y,, ..., Y. Si el valor elegido (Y) es mayor que el que posee
(Y;) entonces el individuo se queda con el valor seleccionado; si acontece lo
contrario mantiene su ingreso original.

Esta manera de considerar el indice descansa claramente en concepciones
redricas que privilegian el anilisis en nivel individual. La descomposicién
puede interpretarse como un intento de resolver la tensién existente en los
trabajos que privilegian teéricamente lo individual pero sélo tienen acceso a
datos agregados.

Desde este punto de vista, se pueden extraer algunas conclusiones respec-
to a sesgos en el cilculo G:

(i) Si disponemos de la distribucién de frecuencias en el interior de cada
grupo, entonces se puede calcular el G global sin sesgos, pero hay que tomar
€n cuenta sus tres componentes.

(ii) Si pensamos que los K grupos son los intervalos de clase de una distri-
bucién de frecuencias, entences s6lo se podri calcular G, y como los otros
indices de concentracién son mayores o iguales a cero, necesariamente:

GG,

es decir, el indice de concentracién calculado sobre la base de datos agrega-
dos necesariamente subestimari la desigualdad existente en las observa-
ciones individuales.

La descomposicién propuesta por Pyatt se plantea basicamente como una
manera de evaluar el impacto de algunas variables explicativas relevantes’.

12 El lector interesado en las férmulas de cilculo involucradas en (4.1) puede consultar Diéguez
y Petrecolia, Op. cr2., pags. 142-147.

13 Diéguez y Petrecolia, Op. cit., pig. 135.
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Hay que remarcar que el desarrollo de la descomposicién del indice de Gini
se inscribe directamente en la interpretacién que lo entiende como un con-
junto normalizado de diferencias entte pares de valores y que el centro del
interés estd constituido por lo individual. En consecuencia no surgen interro-
gantes acerca del aporte que hacen los grupos a la concentracién total ni del
que realizan las distribuciones internas de la variable.

Estas preguntas emergen con naturalidad desde teorias que descansan en
conceptos que superan lo individual. Sin embargo, a partir de perspectivas
tedricas cuyos conceptos tequieren de referentes empiricos agregados,
tendremos dificultades para interpretar el término que se genera por el
traslape de algunos grupos. Asi por ejemplo, si estamos interesados en estu-
diar la desigualdad en la distribucién del ingreso entre proletarios, sectores
medios y burguesia, ;tendrfa sentido saber que una parte de la concentra-
cién total se debe, por ejemplo, al hecho de que algunos estratos proletarios
presentan ingresos superiores a los de los tramos bajos de empleados? En ca-
so que alguien pueda responder afirmativamente esta pregunta, es decir, en
tanto pueda sustentar razonablemente que si tiene interés desde esa Sptica
distinguir el factor traslape, entonces podria hacerse uso de la descomposi-
cion de Gini. Si la respuesta es negativa, lo que nos parece seria lo normal
para este tipo de teorias (por cuanto no adjudican un papel relevante a lo in-
dividual sino que sus conceptos apuntan hacia agregados sociales),
dificilmente podremos encontrar una ubicacién conceptual plausible al tér-
mino que surge de la superposicién de las distribuciones de frecuencias.

Planteadas asi las cosas, se requeriria de una medida de desigualdad que
se agote en la concentracién dentro y entre estratos. Con esta guia pasaremos
a examinar la manera como se descompone la varianza y el sentido que
puede tener para el andlisis de la informacién agregada.

4.4. Uso de la descomposicion de la varianza en el andlisis de desigualdad'

Al dividir un conjunto de 7 observaciones en K grupos es posible calcular
dos clases de varianzas: una que tome en cuenta la dispersién de las medias
de cada grupo con respecto al promedio general, y la otra que considere las
dispersiones en el interior de cada uno de ellos. El primer tipo de cilculo ge-
nera la varianza entre estratos, en tanto que el segundo entrega elementos
para obtener las varianzas internas. En efecto, tendremos tantas medidas de
variabilidad como agregados (K) que deben promediarse para obtener la
intravarianza.

14 Para el desarrollo de esta seccion nos hemos basado en el trabajo de Ackerman et. al. **Algu-
nas Técnicas Estadisticas para estudiar el cambio en los niveles de concentracién de una
vatiable''. Demografia y ecomomia. Vol. XIlI, Nam. 3 (39). El Colcgio de México, México
1979.
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El teorema de descomposicién de la varianza establece que:

(4.2) =8 +8

es decir, que la varianza de todas las observaciones ($?) es igual a la suma de
la intervarianza y la intravarianza (8 S3).

Sabemos que para obtener la varianza a partir de una tabla de distribucién
de frecuencias se debe aplicar:

n
$= I (,-Yp
i=1

en que Y; simboliza ya sea la marca de clase del intervalo genérico 7 o bien su
promedio, Y la media aritmética de todas las observaciones y p; la frecuencia
relativa.

La intravarianza (S%) surge de:

K n,
S = 2 SPib =5 k =1,2,...K)
k =1
donde S}, simboliza la varianza del grupo genérico k y p,
denota su importancia dentro del total:

Sll'."k = z (Yk.i = ?k}: Pkl-l (k — l.Z,...;K)

en que Y, . denota el valor de la marca de clase o el promedio del intervalo 7;
Y, la mccila del grupo y p, . las frecuencias relativas de los estratos.
La varianza entre estratos se obtiene a través de:

K
S= 2 (Y,~-Yrp
k=1

en que todos los simbolos ya han sido previamente definidos.

Sabemos que para evitar la sensibilidad de la varianza ante cambios pro-
porcionales en los valores de la variable, hay que corregirla por el cuadrado
de la media, con lo cual la descomposicién asume la forma:

s S Sz -
(4.3) s -t ?Lj = (CV)2 + (CV)}
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donde:
1
(4.4) s:% = S%i""' + SZD_Z"’Z + o Soupe
Y? Y Y? Y?
= (CVR = (CVR, + (CVR, + ... + (CV)}, .
y
$ -9 (G- (T~
(45) ?E = 1?2 P, + —2?2—Y)—'—p2 + ot ——]S%’z—-—px

(CV); = (CV)i, + (CV)}, + ... + (CV)},

Si sumamos término a término las ecuaciones (4.4) y (4.5) llegamos a (4.6):
2

(4.0)CV) = —— = [(CVR, + (CVIE, ] + [(CV)h, + (CV)E, ]+ ...#

+ [V + (CV)]

igualdad que nos da la posibilidad de descomponer la concentracion total en
la suma de los aportes de cada grupo a la desigualdad dentro y entre estratos.

La ecuacién (4.3) nos permite sostener que si para medir la desigualdad
usamos la vatianza relativa, estaremos en condiciones de identificar el aporte
que hacen los grupos (interconcentracion) y el que realizan sus correspon-
dientes distribuciones internas (intraconcentracién).

La igualdad (4.4) expresa la composici6n de la intradesigualdad, de mane-
ra que posibilita la jerarquizacién de los grupos en funcién de las contribu-
ciones que se originan en la distribucion interna de la variable.

La ecuacién (4.5) evalia la contribucién de cada grupo 2 la interdesigual-
dad. Es decir, el aporte de cada agregado de acuerdo a la posicién relativa
que ocupan con respecto al promedio general.

En algunos estudios puede resultar de interés analizar qué parte de la va-
riabilidad del grupo proviene de cada intervalo de clase. Para evitar compli-
caciones algebraicas innecesarias no continuaremos los desarrollos en esta
lineas.

El procedimiento de descomposicion de la varianza relativa puede repre-
sentarse grificamente de la siguiente manera:

15 Los lectores interesados en profundizar en este tipo de anilisis pueden consultar las obras ci-
tadas de Ackerman, y de Cortés y Yocelevzky.
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Grifica 4.1. Descomposicién de la varianza relativa

[ @ |
CV)p, (O, (CV)R,... (CV)px (CVIE, (CV), (CV),... (CV)ig
t 0 t t 0 t ) t
P, P; Py - Py Py P, P - Py
S
Sb. 5.2 Shs Shx (le__,?); (?2'?)3 (?5“?)2"' (Y- Y
Y ¥ b b ba Ve Y Y

En esta grifica debe entenderse que los p, multiplican a los términos in-
mediatamente inferiores a ellos y que ese producto genera los superiores. Asi
por ejemplo:

Los términos (CV)} , y (CV)Z, se relinen en un punto de suma para con-
formar (CV)Z y (CV)2. En consecuencia, los primeros pueden interpretatse
como las contribuciones a la desigualdad que se deben a la concentracién in-
terna de la variable en cad agregado ((CV)3 ) y a la distribucién del total
entre los grupos ((CV)3,).

Como se puede apreciar en esta grifica y en las ecuaciones (4. 4)y (4:5) ta-
les aportes no s6lo dependen de la distribucién de la variable sino también
de los tamafios relativos de los grupos. En efecto, en el caso de la interdesi-
gualdad hay una parte que se mueve de acuerdo al promedio de la variable

en los grupos —(!5———, y otra que depende de sus tamafios relativos. Asi,

ain cuando un agregado se aleje mucho de la media, su contribucién a la
desigualdad serd menor si su tamafio relativo es pequeiio.

En el caso de la intradesigualdad se presenta una situacioén similar donde
también cabe individualizar el papel que juegan los valores de la variable y
los tamafios relativos. Sin embargo, también entran en juego los tamafios re-
+ lativos de los intervalos de clase, implicitamente considerados en §3 ..

Usaremos las 20 observaciones de la seccién 3.2.3 para ilustrar la aplica-
cién de las férmulas que hemos presentado. También mostraremos los cami-
nos analiticos que abre el teorema de descomposicién. Partiremos del su-
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puesto de que la informacion se refiere a la variable ingreso y que ha sido cla-
sificada regionalmente en tres grupos, norte, centro y sur y que los resultados
fueron los siguientes:

Tabla 4.3. Distribucién regional (hipotética) del ingreso

Norte Centro Sur Total
31. 15 1 47
18 12 2 32
29 22 7 58
20 10 37 67
46 24 — 70
41 35 — 76
—_ 85 —_ 85
— 43 — 43
— 49 — 49
- 33 —_ 33
¥: 30.833 32.800 11.750 28.0
$2: 103.139 455.960 217.688 369.200

En este ejemplo K = 3 y los tamafios de cada grupo son: 6, 10 y 4; respecti-
vamente, por lo que p, =0.30; p,=0.50 y p, = 0.20.

La ecuacién (4. 4) permite la descomposicién de S2 /Y2 en un conjunto de
elementos que se interpretan como los aportes que reahzan los agregados a la
desigualdad interna.

Al aplicar (4.4) a las tres intravarianzas calculadas (una para cada regién)
llegamos a:

302.460 (103 139) (0.30)  (455.960) (0.50)  (217.688) (0.20)
784 784 ¥ 784 ¥ 784

y mediante las operaciones indicadas obtenemos la siguiente descomposicién
de la varianza interna:

(4.7) 0.386 = 0.040 + 0.291 + 0.055

Gran parte del valor que alcanza la intradesigualdad del ingreso se debe a
la zona central. Este hecho se aprecia con claridad al expresar esta tltima
ecuacién en proporciones:

1.000 = 0.102 + 0.754 + 0.144

La regi6n central contribuye con un 75.4% a la formacién de la intradesi-
gualdad, mientras que la zona sur con 14.4% y la norte con sélo un 10.2%.
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La ecuacién (4.5) permite examinar la descomposicion de la intetdesigual-
dad en funcién de los grupos. De esta manera estaremos en condiciones de
conocer el peso con que cada grupo concutte a la formaci6én de la concentra-
cién entre estratos.

Al aplicar (4.5) a los datos del ejemplo, llegamos a:

66.740  (8.026) (0.30) (23.040) (0.50)  (264.063) (0.20)

784 784 * 784 * 784

y una vez realizadas las operaciones indicadas:
(4.8) 0.085 = 0.003 + 0.015 + 0.067

Para apreciar las magnitudes relativas envueltas en esta ecuacién la expresa-
mos en proporciones:

1.000 = 0.036 + 0.173 + 0.791

De qui se desprende que es la zona sur la que tiene mayor peso en la for-
macion de la interdesigualdad, ello se debe fundamentalmente a que su
promedio se encuentra bastante alejado de la media general. La regién
central, que se caracteriza por una fuerte desigualdad interna (segiin hemos
visto al analizar la composicién de la intravarianza), realiza un aporte modes-
to a la concentracién interregional del ingreso (17.3%); esto quiere decir
que a pesar de su dispersion interna su media se encuentra proxima al pro-
medio general. La zona norte internamente presenta fuerte homogeneidad y
se desvia poco de la media general (su contribucién a la intervarianza alcanza
apenas al 3.6%).

Para computar la ecuacion (4.3) bastard con sumar los términos de la iz-
quierda de (4.7) y (4.8). Ellos representan la varianza dentro y entre los
estratos, que a su vez son los componentes en que se divide la varianza. En
consecuencia tendremos que la medida de desigualdad total corregida por el
efecto escala (varianza relativa) se descompone de la siguiente manera:

0.471 = 0.386 + 0.085
que al escribirse en términos relativos:
1.000 = 0.819 + 0.181

nos sefiala que el 81.9% de la desigualdad total se debe a la concentracién
' interna y que s6lo un 18.1% es consecuencia de la desigual reparticién re-
gional del ingreso.

Ya sabemos el peso con que concurte la zona central a la formacién de la
desigualdad interna y la importancia de esta Gltima para construir el valor de
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la varianza relativa. Sobre la base de ese conocimiento estamos en condi-
ciones de sostener que seguramente la zona central debe hacer una contribu-
cion significativa al nivel global de concentracién. Esta aseveracién que sélo
nos da una idea de orden se puede precisar a través de la aplicacién de (4.6)
que nos permite cuantificar el peso de cada regién en el valor final de la va-
rianza relativa. Para llevar a cabo la evaluacion es posible operar ditectamen-
te con (4.6) o bien emplear como procedimiento operativo la suma término
a término (4.7) y (4.8). Al usar la dltima de estas vias hemos obtenido:

I

0.471 0.043 + 0.305 + 0.123
En proporciones:

1.000

0.091 + 0.649 + 0.261

Esta ecuacién nos sefiala que el 64.9% de la desigualdad global se debe a
la regi6n central, el 26.1% a la zona sur y el 9.1% al norte's.

La descomposicion de la desigualdad sigue la secuencia dada por las
ecuaciones (4.3), (4.4) y (4.5): La primera descompone la concentracion en
la desigualdad dentro y entre estratos en tanto que (4.4) y (4.5) separan los
componentes que las constituyen. La ecuacién (4.6) nos permite identificar
el aporte a la concentracién global de las categorias que forman la variable
de clasificacién.

El teorema de descomposicion de la vatianza puede extenderse con facili-
dad al caso en que los datos se clasifiquen con mas de un criterio. Con el pro-
p6sito de mostrar que la generalizaci6n se puede realizar sin necesidad de es-
tablecer nuevos conceptos y que las formas de célculo no entrafian complica-
ciones adicionales, permitasenos introducir como nueva variable el cardcter
rural o no de la distribucién regional del ingreso.

Tabia 4.4. Distribucion (bipotética) del ingreso por regiones y por la caracteristica ru-
ral o no rural

Norte Centro Sur Toral
3l 15 1
18 12 2
Rural Pl 22 7
10
24
35 206
20 83 Er)
No rural 46 43
41 49
33 354
Toral 185 328 47 560

16 En los c4lculos realizados siempre la primera cifra de la derecha se refiere a la zona norte, la
segunda al centro y la tercera al sur.
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En esta tabla se encuentran dos distribuciones de frecuencias marginales y
una conjunta. La forma de analizar las primeras la presentamos para el caso
particular en que se clasificé la informacién por regiones. El estudio de la de-
sigualdad respecto a la variable rural, no-rural es anilogo. La novedad que
introduce esta tabla tiene relacién con el modo en que se deberia hacer el es-
tudio de la desigualdad en la distribucién conjunta. Como veremos, el anili-
sis de este caso no introduce mayores complejidades porque a través de una
simple reagrupacién se puede reducir al caso de un criterio de clasificacion.
En efecto, la informacién contenida en la tabla anterior puede presentarse
de la siguiente forma:

Tabla 4.5. Varianzas y promedios de la distribucién (hipotética) del ingreso por re-
giones y por la caracteristica rural y no rural

Norte Centro Sur Toral
Rural No rural Rural No rural Rural No rural

31 20 15 85 1 37 189

18 46 12 43 2 121

29 41 22 49 7 148

10 33 43

24 24

35 35

Total 78 107 118 210 10 37 560
Y = 26.000 35.667 19.667 52.500 3.333 37 28.000
$ = 32.667 126.880 72.222 384.750 6.889  0.000 369.200

Si queremos sefialar explicitamente en la simbologia los criterios de clasifi-
cacién deberiamos usar tres subindices para representar los valores de la va-
riable: uno para cada criterio (dos) y otro para referirnos a las observaciones
dentro de cada grupo. En caso que tuviésemos que clasificar la informacién
con tres necesitariamos cuatro subindices y asi en general para r
necesitarfamos (r + 1) subindices. Aun cuando esta forma de denotar los va-
lores de variable guarda una légica simple, su manejo es complicado. Por
‘ello parece recomendable seguir la estrategia de considerar cada tabla de
distribucién de frecuencia conjunta como formada por una setie de colum-
nas y aplicar las férmulas como si se tratara de un solo criterio de clasifica-
cién.
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Siguiendo este procedimiento encontramos que la intravarianza corregida
por el efecto escala sera:

St (32.667) (0.15)  (126.889) (0.15) (72.222)(0.30)

v 784 = 784 * 784 *
(384.750) (0.20) (6.889) (0.15) (0.0000) (0.05)
784 * 784 * 784
Al realizar las operaciones indicadas llegamos a:
(4.9) 0.158 = 0.007 + 0.024 + 0.028 + 0.098 + 0.001 + 0.0000

Si expresamos esta ecuacién en proporciones:
1.000 = 0.044 + 0.152 + 0.177 + 0.621 + 0.006
De donde se concluye que la mayor parte de la intradesigualdad se debe a la

concentracion del ingreso existente en el campo de la zona sur.
El cilculo de la intervarianza también se puede realizar sin dificultades:

sz 4.000(0.15) (58.783) (0.15) (69.439) (0.30)
v 784 ) 784 2 784 i
(600.250) (0.20)  (608.461) (0.15)  (81.000) (0.05)
* 784 * 784 ¥ 784

Al realizar las operaciones indicadas llegamos a:
(4.10) 0.313 = 0.001 + 0.011 + 0.027 + 0.153 + 0.116 + 0.005

Para obtener las contribuciones relativas de cada categoria a la interdesigual-
dad expresamos estas cifras en proporciones:

1.000 = 0.003 + 0.035 + 0.085 + 0.489 + 0.371 + 0.017

La mayor parte (86% ), de la desigualdad en la distribucién del ingreso entre
los grupos se debe a la participacién que le cabe a la zona central no rural y al
campo del sur. Sin embargo, la simple observacién de los promedios nos
permite afirmar que la primera ha resultado beneficiada por la reparticién
mientras que la segunda, perjudicada.

La suma de los miembros de la izquierda de las ecuaciones (4.9) y (4.10)
nos entrega la descomposicién de la desigualdad total en la concentracién
dentro y entre estratos:

0.471 = 0.158 + 0.313
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al transformar estas cifras en proporciones:

1.000 = 0.335 + 0.665

podemos apreciar que la desigualdad interna realiza una contribucién signi-
ficativamente mayor a la desigualdad total que la concentracién del ingreso
en cada uno de los grupos.

Para conocer con cuinto concutren a la formacién de la desigualdad total
las categorias definidas por el cruce de las variables de clasificacién bastard
con sumar término a término los miembros del lado derecho de las
ecuaciones (4.9) y (4.10):

0.471 = 0.008 + 0.035 + 0.055 + 0.251 + 0.117 + 0.005
Los pesos relativos de las categorias son:

1.000 = 0.017 + 0.074 + 0.117 + 0.533 + 0.248 + 0.011

De acuerdo con estas cifras estamos en condiciones de afirmar que la desi-
gualdad global en la distribucién del ingreso se forma casi en su totalidad
(78.1%) por el aporte de las zonas central no rural y rural del sur.

Como se puede apreciat, los cilculos no difieren de los realizados para
agrupaciones con un criterio de clasificacién. En ambos casos se sigue la
pauta que marcan las ecuaciones (4.3), (4.4), (4.5) y (4.6). Las rutinas de
cilculo serian anilogas si se incluyeran tres o mis variables clasificatorias.

El reordenamiento de la informacién de una tabla estadistica que permita
presentar distribuciones conjuntas como si fuera una serie de marginales, nos
exime de tratar detalladamente tal caso cuando expongamos las medidas
subsecuentes.

4.5. Aplicacion del teorema de descomposicion de la varianza

El uso de la varianza para el estudio de la desigualdad fue aplicado por
Ackerman'” a datos de la distribucién del ingreso en Chile entre 1970 y
1972. A continuacién nos limitaremos a exponer los resultados para 1970.
“En el proximo capitulo agregamos los del 1971.

17 Op. cit. pigs. 33 y 34.
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Tabla 4.6. Desigualdad del ingreso por catagorias ocupacionales en Santiago de Chile

en 1970
Cat. Ocupacionales Aporte de la % Aporte de la %  Total %
intradesigualdad interdesigualdad

Obreros 0.031 2.3 0.086 14.7 0.117 6.0
% (26.5) (73.5)
Empleados 0.803 58.4 0.057 9.7 0.860 43.9
% (93.4) ( 6.6)
T x C propia 0.222 16.2 0.002 0.3 0.224 11.40
% (99.1) ( 0.9)
Empleadores 0.304 22.1 0.406 69.3 0.710 36.2
% (42.8) (57.2)
F. Armadas 0.004 0.3 0.000 0.0 0.004 0.2
% (100.00)
E. Domésticos 0.010 0.7 0.035 6.0 0.045 2.30
% (22.2) (77.0)

Total 1.374 100.00 0.586 100.00 1.960 100.00

% (70,1%) (29,9%) (100%)

Estas cifras ilustran las ecuaciones que descomponen la medida de desi-
gualdad global. En efecto, las cantidades de la linea ‘‘total’’ comprueban la
validez de la ecuacién (4.3): el aporte a la intradesigualdad (1.374) sumando
a la contribucién de la interdesigualdad (0.586) conforman el valor de la de-
sigualdad total (1.960). Estas cifras expresadas en porcentajes nos indican que
el nivel de concentracién global alcanzado por la distribucién del ingreso en
Santiago de Chile en 1970, se debe en un 70.1% a las desigualdades existentes
en el interior de las categorias ocupacionales y que el 29.9% restante se ge-
nera en sus posiciones respecto al promedio general.

La columna ‘‘total’’ es una corroboracién numérica de la ecuacion (4.6) y
nos muestra la magnitud con que concurre cada ocupacién a la desigualdad
sin distinguir si ésta se debe a la posicién relativa de la categoria (entre) o a
su distribucién de frecuencias internas (dentro). El nivel de concentracién
global que exhibe la informacién de la tabla se puede explicar sobre la base
de las contribuciones de las categorias empleados (43.9%), empleadores
(36.2%) y trabajadores por cuenta propia (11.4% ) que sumadas constituyen
un 91.5% del nivel global de concentracién (1.600).

La informacién que sc despliega en las lineas de la tabla deriva de la apli-
cacién de la ecuacion (4.6) y muestra la importancia relativa de-la desigual-
dad dentro y entre cada categoria ocupacional.

Asi, por ejemplo, del examen de la columna *‘total’’ se desprende que las
ocupaciones empleados, empleadores y trabajadores por cuenta propia casi
agotan el nivel global de concentracién. Pero podria interesar saber si se de-
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be a las desigualdades internas de las categorias ocupacionales, a sus posi-
ciones relativas o a una combinacién de ambas.

En el caso de los empleados y trabajadores por cuenta propia toda la con-
centracién a la desigualdad (93.4% y 99.1%) se debe a la concentracién in-
terna en la reparticién de la renta. Para los empleadores no acontece lo mis-
mo, las cifras muestran cierto predominio de la desigualdad originada en su
posicién relativa (aporte a la interdesigualdad del 57.2%). Este ejemplo es
atil para dar sustancia a las posibilidades analiticas que se desprenden de la
ecuacion (4.6) y hace posible distinguir, dentro del efecto que tiene cada
ocupacion sobre la concentracién global, aquella parte que se deriva de las
distribuciones internas de la que surge de sus posiciones relativas.

Por dltimo, la segunda y cuarta columnas ilustran la aplicacion de las
ecuaciones (4. 4) y (4.5), que permiten descomponer la desigualdad dentroy
entre sectores por ocupaciones. Sabiamos que gran parte de la desigualdad
distribucién del ingreso en Santiago de Chile en 1970, se vinculaba a la for-
ma como se distribuia el ingreso dentro de las ocupaciones. Los resultados ex-
puestos en la tercera columna, nos muestran que poco menos de un 60% de
la intradesigualdad se debe a los empleados y que casi la totalidad del valor
de la varianza se agota cuando sumamos 2 la contribucion de los empleados,
la de los empleadores y la de los trabajadores por cuenta propia.

Los porcentajes de la quinta columna indican que los empleadores reali-
zan un aporte de poco menos que un 70% a la desigualdad entre estratos y
en unién con los obreros y empleados dan cuenta de poco mis de 90% de la
concentracion ocasionada por las posiciones relativas de las ocupaciones.

El anilisis que surge de la descomposicién de la varianza despliega un con-
junto de respuestas que presentan un alto grado de ajuste a las interrogantes
procedentes de teorias cuyos desarrollos conceptuales envian a referentes
empiricos agregados. Dificilmente puede justificarse su uso para propor-
cionar respuestas adecuadas a las preguntas que nacen en teorias cuyos refe-
rentes empiricos son observaciones individuales.

4.6. La descomposicion de la varianza de los logaritmos

La justificacion para introducir la varianza de los logaritmos como una me-
dida de desigualdad, descansé en el argumento de que la redistribucién, por
ejemplo, desde las observaciones ricas en favor de las mas pobres, deberia te-
ner un efecto diferencial sobre la medida de concentracidn dependiendo de
cuin pobres o ricos sean. Se postula que el efecto sobre la desigualdad no
seria el mismo si se redistribuyera una unidad de la variable desde uno rico a
uno un poco menos rico que si se entrega a uno pobre. En este segundo caso
el efecto desconcentrador de la redistribucién deberia ser mayor que en el
primero.

El argumento central que lleva a proponer la varianza de los logaritmos
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como medida de desigualdad se sostiene sobre consideraciones basadas en lo
individual. Se trata de establecer un indicador que refleje el efecto diferen-
cial que la redistribucién entre unidades individuales tiene sobre el nivel de
concentracidn, segiin el nivel en que ésta se produzca.

Para una concepcién tebrica que reposa en consideraciones de orden indi-
vidual la descomposicién de la varianza de los logatitmos puede ser de inte-
rés porque (i) si slo se dispone de informacién agrupada proporciona otra
manera de visualizar la estimacion de la concentracién global o (ii) nos pro-
vee de informacién que ayuda a comprender algunas de las determinantes
de las decisiones individuales, por ejemplo, las diferenciales en los niveles de
concentracion de los ingresos en el interior de los espacios urbanos podrian
ser considerados como factores que inciden en la decisién de migrar de los
campesinos.

Estos argumentos son insuficientes para justificar el uso de la varianza de
los logaritmos en el anilisis de la desigualdad si el foco del estudio estd
guiado por teorias que remiten a referentes empiricos agregados. Es posible
justificar su uso si los K grupos pueden pensarse ordenados segiin la variable
objeto del anilisis. Si este fuese el caso podriamos sostener que seria conve-
niente utilizar una medida de desigualdad que sea sensible en el nivel en
que se realizan las redistribuciones entte los grupos. Puesto de otra manera:
el indicador debiera marcar un efecto mayor en tanto més grande sea la dife-
rencia entre los grupos que han participado en la transferencia. Esta misma
propiedad deberia poseerla para las redistribuciones internas en una misma
categoria. Sabemos que esta tGltima caracteristica es propia de la varianza de
los logaritmos y es ficil comprobar que también posee una sensibilidad dife-
rencial ante transferencias que involucren agregados que se sitan en niveles
diferentes de la escala jerdrquica.

También es conveniente recurritr a la varianza de los logaritmos en
aquellos casos en que el investigador dispone de datos agrupados y le intere-
sa otorgar menos peso a los valores altos de la variable que a los bajos. La dis-
tancia entre los logaritmos de los ndmeros es menor que la existente entre los
niimeros mismos.

Es facil demostrar que la varianza de, los logaritmos se puede descomponer
en una suma de inter y de intravarianza. Es decir que:

(4.11) L =1 + L2

donde:
n —
=2 (InY,-lnY)yp
i=1

en que In Y, simboliza la media aritmética de los logaritmos de los valores
de la variable.
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Por otra parte, st hay K grupos y el tamafio del k-ésimo es 7, entonces:

i K
(4.12) Lh= 2 Lin

donde p, representa la frecuencia relativa del grupo 4. Ademis:

donde In Y, es la media de la clase k y p, ; la frecuencia relativa del intervalo
7 (o la i-ésima observacién) dentro de la clase £,

Por dltimo, la varianza de los logaritmos entre los distintos grupos se ob-
tiene a través de:

(4.13) L2 = (inY,~InY)p,

=M=

=1

Examinemos a través de un ejemplo numérico el comportamiento que sigue
la varianza de los logaritmos ante transferencias entre los miembros de dis-
tintos grupos, asi como en el interior de los mismos.

Supongamos quince observaciones agrupadas en tres estratos que se mues-
tran en la siguiente tabla:

Tabla 4.7. Distribucion de frecuencia de quince observaciones en tres estratos

Estratos

1 I I
5 In ¥, i i i
1 0.000 2 1 1
2 0.693 1 1 2
3 1.099 2 1 1
4 1,386 == 1 2

5 4 6

Las columnas de Y y de los In Y, sitven para ejemplificar el criterio en el
que se otorga menos importancia a los valores altos de la variable, justifican-
do de este modo el uso de la varianza de los logaritmos. Nétese que la dis-
tancia entre los valores de la variable es mayor que la existente entre sus
correspondientes logaritmos.
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La aplicacién de las férmulas a los datos entrega como resultado:

Tabla 4.8. Medias y varianzas totales y por grupos de las quince observaciones

Estratos InY, Ly,
1 0.578 0.245

II 0.795 0.271

111 0.876 0.234
Total 0.755 0.264

Los promedios indican que los estratos estin ordenados de menor a ma-
yor.

Una vez que conocemos las varianzas de los logaritmos en los tres grupos
se obtiene la intravarianza;

0.245x5 + 0.271 x4 + 0.234x 6
= 15

2
LD
Al realizar las operaciones indicadas:

L = 0.082 + 0.072 + 0.094

L2 = 0.248

La intervarianza se calcula a partir de las diferencias entre la media de los
logaritmos de cada grupo y el promedio general.

vi (0.578-0.755)? 5 + (0.795-0.755)* 4 + (0.876-0.755)% 6
B 15

El cilculo entrega por resultado:
L: = 0.010 + 0.000 + 0.006
Y:
Lz = 0.016

Como se puede apreciar:

L2 = 12 + L2
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0.264 = 0.248 + 0.016

Para examinar la sensibilidad de la medida cuando se producen transfe-
rencias intergrupos supongamos, en primer lugar, que tomamos una unidad
de una de las observaciones que tiene 4 en el estrato I1I y se la entregamos a
una de las que s6lo tienen uno en el estrato 1. Esto significa que la tabla de-
biera experimentar dos modificaciones. La observacién que antes poseia 4
unidades de la variable en el estrato III, después de la redistribucion sélo
tendri 3 y la que tenia 1 en el estrato I, tendri 2. Por lo tanto la tabla origi-
nal se modifica de la siguiente manera:

Tabla 4.9. Transferencia exirema en la distribucion de las quince observaciones

Estratos

I II 111
Y; InY; n, ; n,; n,;
1 0.000 1 1 1
2 0.693 2 1 2
3 1.099 2 1 2
4 1.386 — 1 1

5 4 6

Al realizar los cilculos de promedios y varianzas de los logaritmos de las
observaciones llegamos a:

Tabla 4.10. Medias y varianzas después de una transferencia extrema entre las quince

observaciones
Estratos InY, L3,
1 0.717 0.161
I 0.795 0.271
11X 0.828 0.197
Total 0.782 0.207

Estos resultados comparados con los que se obtuvieron de la primera tabla
muestran algunos hechos que vale la pena destacar:

(i) Dado que se redistribuy6 en favor del estrato I y en contra del 111, el
primero experimentd un alza en el promedio de los logaritmos y el segundo
. una caida. Pero el traslado de una unidad no provoca el mismo efecto. El
aumento en el promedio del primer grupo es bastante mis marcado que la
débil baja sufrida por el tercer estrato. Estos movimientos claramente van
mis alld del efecto diferencial que se podria esperar por los tamafios de los
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grupos (uno tiene 6 y el otro 5 observaciones) y se deben fundamentalmente
al hecho de que la transformacién logaritmica aplicada sobre los datos empe-
quefiece relativamente las consecuencias de las alteraciones en los valores al-
tos de la variable.

(i1) La naturaleza de la redistribucion aplicada sobre los datos originales
hace que disminuya la desigualdad en el primero y en el tercer estrato. Al
extraer una unidad de una de las observaciones mis ricas del tercer estrato se
produce una caida en su nivel de desigualdad. Lo mismo acontece con el pri-
mer estrato pero por un motivo diferente. La unidad beneficiada por la
transferencia subid al valor inmediatamente superior y como era una de las
mids perjudicadas por la reparticién, el efecto seri el de una tendencia a la
igualdad interna.

(iii) Como la transferencia se produjo entre el primero y tercer estratos, el
segundo permanece inalterado, lo que se refleja en que no se modificé el
promedio ni la varianza de los logaritmos.

Los cambios de las medias y las varianzas se reflejan en la inter y la intrava-
rianza. En efecto:

0.161x5 + 0.271 x4 + 0.197x6

L = 15)
Por lo tanto:

L2 = 0.054 + 0.072 + 0.079
y

Ly = 0.205

Al comparar este valor con el de la intravarianza en la distribucién original,
se hace manifiesta una caida en los niveles intragrupales de concentracién,
que se debe al efecto igualitario que indujo la transferencia en el primero y
tercer estratos. El aporte que hace el segundo grupo a la desigualdad no se
modifica.

El aumento en el promedio del primer estrato y la baja del tercero, traen
como consecuencia una disminucién en la varianza entre los estratos de los
logaritmos:

(0.717-0.782)* 5 + (0.795-0.782)* 4 + (0.828-0.782) 6
- 15

|

Al realizar las operaciones:
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Lz = 0.001 + 0.000 + 0.001

y
L = 0.002

La disminucién de la varianza entre. las clases inducida por la transferen-
cia es poco menos que 0.1 y se debe al cambio que experimentaron en su po-
sicién relativa el primeto y tercer estratos.

En resumen: la transferencia de una unidad desde una observacién que
tenia 4, en el estrato tres, en favor de una que poseia 1, en el grupo uno, se
traduce en una mayor igualdad en la reparticién, la que se manifiesta en una
caida apreciable de la varianza de los logaritmos (pasa de 0.264 a 0.207). La
menor concentracion resulta de dos movimientos que se autotrefuerzan. uno
que surge de una tendencia a la igualdad dentro del primero y tercer estra-
tos, y otro, que proviene del cambio en la posici6n relativa de los grupos con
respecto al promedio general.

A continuacién analizaremos un segundo ejemplo cuyo propésito es
mostrar que la varianza de los logaritmos es sensible a los cambios relativos.
El ejemplo muestra la ventaja analitica de la descomposicién de la varianza
de los logaritmos, ya que presenta el caso particular en que la varianza total
no se altera, pero si lo hacen sus componentes.

Supongamos que, al igual que en el caso anterior, se extrae una unidad a
una de las observaciones del estrato III con Y, = 4, pero esta vez se favorece a
uno de los miembros del estrato II que tiene Y, = 1. Estos dos movimientos
alteran la tabla 4.7 de la siguiente manera:

Tabla 4.11. Transferencia moderada en la distribucion de las quince observaciones

Estratos

1 I I
Y lnY; 0, 0, 0y
1 0.000 2 —_ 1
2 0.693 1 2 2
3 1.099 2 1 2
4 1.386 —_ 1 1

5 4 6

En esta tabla la frecuencia unitaria correspondiente a Y; = 1 en el segundo
estrato desaparecié ya que, como consecuencia de la redistribucién, ahora
tiene dos unidades y por la misma razén la frecuencia absoluta del valor de
variable 4 en el tercer grupo descendi6 de 2 a 1.
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El cilculo de la medias y varianzas de los logaritmos dentro y entre los
estratos arrojo los siguientes resultados:

Tabla 4.12. Medias y varianzas después de una transferencia moderada entre las
guince observaciones

Estratos InY, L3,
I 0.578 0.245

Il 0.968 0.086

III 0.828 0.197
Tortal 0.782 0.207

El objetivo previamente explicitado de este ejemplo nos lleva a comparar
esta tabla con la 4.10 y no con la 4.8 como se hizo en el anilisis de los efectos
de la redistribucién extrema.

Si hiciéramos una inspeccién de los resultados a que conducen ambas
distribuciones basindose solamente en la varianza de los logaritmos,
llegariamos a la conclusién de que la medida no es sensible al nimero de
estratos que tiene que recorrer la cantidad redistribuida. En este sentido no
diferiria de la varianza y si consideramos que su cilculo es un poco mis
complejo y su interpretacién conceptual mis abstracta, se concluiria que la-
varianza de los logaritmos presentaria menos atractivos que la varianza relati-
va.
La simple comparacién de las varianzas grupales de los logaritmos en uno
y otro caso ya nos indica que a pesar de que las varianzas totales son iguales,
probablemente difietren en su composicién. Hay un aumento de alguna sig--
nificacién en la varianza del grupo I (que sdlo es el resultado de una vuelta a
la situacién original), una caida sustancial de la varianza interna de los loga-
ritmos del segundo estrato y, como era de esperarse, la del tercer grupo no se.
altera (recuérdese que se compara con la tabla 4.10).

Para saber el resultado final de estos cambios en las variables internas serd
necesario obtener el efecto de la redistribucién moderada sobre el valor de la
intravarianza:

0.245x5 + 0.086x4 + 0.197x6
15

2 =

Luego:
Ly = 0.082 + 0.023 + 0.078
Y:

L2 = 0.183
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El valor de L2 resulta menor que el de la intravarianza de los logaritmos en
la transferencia extrema (0.205). Ello se debe a la fuerte reduccién en la va-
riabilidad interna del segundo grupo.

La intervarianza de los logaritmos es:

(0.578-0.782)? 5 + (0.968-0.782)* 4 + (0.828-0.782)? 6

Ig = 15

Realizando los cilculos:

Lz = 0.014 + 0.009 + 0.001
y:
L2 = 0.024

Valor que es algo mis de 10 veces mayor que ¢l de la varianza entre los estra-
tos en el caso de redistribucién extrema. La comparacién de los valores que
asumieron las intervarianzas nos dice que el efecto de las transferencias serd
diferente si tomamos una unidad de la observacién mis rica y se la traspasa-
mos a la mis pobre del primer estrato, que si se la entregamos a la mis pobre
del segundo. Los cambios experimentados por L muestran que la medicién
de la desigualdad a través de este instrumento marca un efecto desconcentra-
dor mayor cuando la redistribucién es extrema que cuando es moderada. Es
decir, una unidad transferida desde el estrato mas alto al mas lejano (el mas
pobre) tiene un efecto mayor sobre la medida de interdesigualdad que si se
bace en favor de un grupo mas cercano (uno menos pobre). Este es el tipo de
sensibilidad que caracteriza a la varianza de los logaritmos y que puede ser
una propiedad deseable en una investigacién concreta. Esta caracteristica
podria conducir 2 que en un andlisis especifico se prefiera utilizar la descom-
posicion de la varianza de los logaritmos en lugar del teorema que divide a la
varianza en la suma de la inter e intravarianza,

La descomposicién de la varianza de los logaritmos puede plantearse de
manera aniloga a la de la varianza. Es decir, se puede reconocer el peso con
que concurre cada grupo a la formacién de la inter y de la intravarianza de
los logaritmos. Como las rutinas de cilculo son equivalentes y las posibilida-
des analiticas similares, no continuaremos los desarrollos en esa direccion.

Nos hemos preocupado por enfatizar el efecto de redistribuciones entre
estratos. Ahora examinaremos la varianza de los logaritmos cuando las trans-
ferencias involucren observaciones pertenecientes al mismo estrato.

Supongamos que extraemos una unidad de una de las observaciones que
posee 4 en el tercer estrato y se la entregamos a la que sélo tiene una unidad.
Estos cambios producen alteraciones sélo en el tercer estrato de la tabla origi-
nal:
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Tabla 4.13. Redistribucion extrema dentro del tercer estrato

Estratos

I 11 111
Y, InY, n,; n, ; n,;
1 0.000 2 1 —
2 0.693 1 1 3
3 1.099 2 1 2
4 1.386 — 1 1

5 4 6

El cilculo de las varianzas y de los promedios arroja por resultado:

Tabla 4.14. Medias y varianzas de los Jogaritmos después de una transferencia extre-
ma dentro del tercer estrato

Estratos InY, L3,
I 0.578 0.245

1I 0.795 0.271

411 0.944 0.072
Total 0.782 0.207

Las medidas estadisticas para el primero y segundo estratos, no se alteran
respecto a las calculadas sobre los datos de la tabla original. El promedio ge-
neral es mayor debido a que al distribuirse en favor de una unidad relativa-
mente mis pobre, la ‘‘ganancia’’ es mayor que la correspondiente
“‘pérdida’’ (esta es una consecuencia directa de la transformacién
logaritmica). Por otra parte, la varianza de los logaritmos se reduce como
consecuencia de que la transferencia implica una mayor igualdad en la repar-
ticion.

El anilisis de la variabilidad de los logaritmos nos permitird discernir los
movimientos que hay detris de esta reduccion:

13 s 0.245x5 + 0.271 x4 + 0.072x 6
15

Al realizar las operaciones indicadas llegamos a:
Ly = 0.082 + 0.072 + 0.029
y al sumar:

L3 = 0.183
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Este valor sefiala que una parte de la caida de la varianza total proviene de
una disminucién de la concentracién en el interior de los estratos. Al exami-
nar con detenimiento los sumandos de L2, se puede precisar atin mis la afir-
macién anteriot. En efecto, es el tercer estrato el que provoca la disminucién
en le intravarianza como consecuencia directa del tipo de transferencia que
se llevd a cabo.

Para la intravarianza tenemos que:

L (0.578-0.782) x 5 + (0.795-0.782)* x 4 + (0.944-0782)? 6
= 15

Por lo tanto:
I
y:
L

0.014 + 0.000 + 0.010

0.024

Este valor de L es menor que el de la tabla primitiva, lo que significa que
la transferencia produjo una mayor concentracién. Esta es la consecuencia di-
recta del aumento experimentado por el promedio del tercer estrato.

Este ejemplo pretende constituirse en una ilustracién numérica del efecto
diferencial que tienen sobre la varianza de los logaritmos las redistribuciones
entre obsetvaciones de un mismo estrato. Por ello consideremos ahora el caso
en que transferimos, en el tetcer estrato, una unidad desde el valor de va-
riable Y; = 4, hacia el valor de la variable Y, = 2'¥. Al aplicar esta transferen-
cia sobre la tabla 4.7 se genera:

Tabla 4.15. Redistribucion moderada dentro del tercer estrato

Estratos

I II I
Y; InY; ;i 0y n,;
1 0.000 2 1 1
2 0.693 1 1 1
3 1.099 2 1 3
4 1.386 = 1 1

5 4 6

'% 13 transferencia no se hace en tavor de la observacién que uene un Y, = 3 debido a que ésta;
no alteraria la distribucién de frecuencias y por consiguiente no habria modificacién alguna.
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La frecuencia absoluta n, ; = 3 para Y; = 3 se forma por la caida de la ob-
servacién a la cual se le extrajo una unidad y el alza correspondiente de la
que fue beneficiada y que originalmente poseia dos unidades.

Las caracteristicas descriptivas basicas de esta nueva distribucién de fre-
cuencias son las siguientes:

Tabla 4.16. Medias y varianzas de los logaritmos después de una transferencia mode-
rada dentro del tercer estrato

Estratos InY, L%
1 0.578 0.245

I 0.795 0.271

111 0.896 0.201
Total 0.763 0.243

Este tipo de redistribucién produce una reduccién menor en la desigual-
dad que la que genera una transferencia entre dos unidades mas alejadas. Es
decir, la concentracién medida por la varianza de los logaritmos marca un
efecto democratizador mayor en el caso en que se favorece a los mis despo-
seidos que en aquél en que los beneficiados se ubican por encima de los mis
petjudicados. _

Igual que en el caso anterior la redistribucién sélo afecta las medidas
estadisticas del tercer estrato, pero esta vez la merma experimentada por la
intravarianza de los logaritmos no ha sido tan espectacular.

La inttavarianza de los logaritmos es:

) 0.245x5 + 0.271 x4 + 0.201x6
LD = 15

Al calcular:

L3 = 0.082 + 0.072 + 0.080
y la suma es igual a:

Ly = 0.234

El mayor valor que alcanza L con respecto al que asumi6 con la redistri-
bucién extrema dentro del mismo estrato refleja lo moderado de la transfe-
rencia.

La intervariabilidad de los logaritmos es:

L - (0.578-0.763)2 x 5 + (0.795-0.763)2 x 4 + (0.896-0.763)* 6
= 15
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Operando:
12
y:

L2 = 0.018

Como consecuencia de la transferencia moderada dentro del tercer estrato
aumenta la concentracién entre los estratos con respecto a la de los datos ori-
ginales, pero no tanto como se incrementd con la redistribucién extrema.

En el caso de haber usado la varianza como indicador de concentracién, las
dos redistribuciones dentro de un mismo estrato s6lo hubiesen alterado las
variabilidades internas y no las posiciones relativas de los grupos. Las transfe-
rencias en el interior de una misma categoria no alteran su promedio y tam-
poco la media general y por lo tanto tampoco se modificarian las varianzas
entre los grupos. Cuando se recurre a la varianza de los logaritmos para estu-
diar desigualdad aceptamos como una propiedad deseable su sensibilidad a
la distancia que separa las unidades, y también tenemos que aceptar su con-
secuencia légica: en casos de transferencias dentro de un mismo estrato no
s6lo se alterarin las intravarianzas sino también las varianzas entre los estra-
tos. Ello debido a que la propiedad de sensibilidad al cambio relativo lleva
implicita una alteracién en el promedio del estrato y en el promedio general.

En conclusién, la varianza de los logaritmos es una medida estadistica que
otorga una importancia mayor a redistribuirse realizadas entre valores leja-
nos que entre valores proximos. En una tabla de distribucién de frecuencias
esta propiedad se desdobla para adjudicar pesos relativos mayores a las trans-
ferencias que involucran grupos distantes que a las que envuelven estratos
cercanos y, también, para reflejar efectos diferenciales cuando se trata de re-
distribuciones entre observaciones ubicadas a diferente distancia en el inte-
rior de un mismo grupo.

0.011 + 0.000 + 0.007

4.7. Aplicacion de la varianza de los logaritmos

Usaremos la distribucién de la poblacién por localidades para México en
1970 como ilustracién de las potencialidades analiticas del teorema de des-
composicién de la varianza de los logaritmos. En la tabla 4.17" incluimos la
informaci6én necesaria para llevar a cabo los cilculos, asi como los datos de
1960 que serin analizados en el préximo capitulo.

’.9 Fsr_a qbla fue tomada de Luis Unikel e. a/. E/ desarrollo urbano de México. Diagnéstico e
implicaciones futuras. El Colegio de México, México, 1976, pig. 31.
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Tabla 4.17. Distribucion de la poblacién mexicana por tamario de localidades

1960-1970
Grupos de localidades 1960 1970
seglin el tamafio de la Poblacién Localidades Poblacién  Localidades
poblacién (en miles) (en miles)
Total del pais 34923 89005 49050 95906
Urbana 12747 122 22004 178
15.000 - 19999 615 35 814 47
20.000 - 29999 1630 51 2105 72
50.000 - 99999 1533 20 1706 24
100.000 - 499999 2548 14 6033 31
500.000 - 999999 1511 1 513 1
1.000.000 y mais 4910 1 10833 3
Mixta 2757 342 3969 468
5.000 - 9999 1876 270 2645 365
10.000 - 14999 881 72 1324 103
Rural 19419 88540 23077 95260
Menos de 1.000 12127 84590 13549 90218
1.000 - 2499 4761 3203 6090 4036
2.500 - 4999 2531 747 3438 1006

Con estos datos no sélo es posible obtener una medicién del nivel global
de desigualdad, sino también identificar en la distribucién de la poblacién
por localidades qué parte proviene de la concentracién interna de los asenta-
mientos urbanos, mixtos y rurales y cuil surge de las posiciones relativas de
€stos tres grupos.

Al aplicar las ecuaciones (4.12) y (4.13) obtenemos la siguiente descompo-
sicién de la varianza de los logaritmos:

Tabla 4.18. Descomposicion de la desigualdad en la distribucion de la poblacion me-
xicana por tamasio de localidades, 1970

Localidades Localidades Localidades Total
urbanas mixtas rurales

Intravarianza
de los log. 0.001 0.001 0.044 0.046
Intervarianza
de los log. 0.008 0.015 0.000 0.023
Varianza tot.
de los log. 0.009 0.016 0.044 0.069

Segtin habiamos visto, esta medida dificilmente puede proporcionarnos
una idea del grado de desigualdad porque el limite superior de su recorrido
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estd indeterminado. Resulta imposible calificar el nivel de concentracion s6-
lo con la varianza de los logaritmos. Sin embatgo, es posible conocer con qué
peso concurre a su formacién la desigualdad dentro y entre los estratos, asi
comvo el aporte que realiza cada uno de los tres grupos considerados.

La dltima columna de la tabla 4.18 nos sefiala que la contribucién de la
intradesigualdad (0.046) a la formacién del valor total (0.069) es sustancial-
mente mayor que la realizada por la desigualdad entre los estratos (0.023).
El examen de la primera linea nos dice que la intravarianza se constituye casi
en su totalidad por el nivel de concentracién que existe entre los estratos de
las localidades rurales (0.044) en tanto que las cifras de la segunda linea per-
miten sostener que la posicion relativa del grupo de las localidades mixtas
genera la mayor parte de la intervarianza de los logaritmos (0.015).

La linea total muestra que una parte sustancial del nivel de desigualdad
global se debe a la distribucién inequitativa de la poblacién en el interior de
los asentamientos humanos en el campo. El 0.069 casi se agota al agregar las
localidades mixtas a las rurales. Pero difieren en la composicién de sus apor-
tes, ya que en el grupo de las mixtas la contribucién (0.016) se genera casi
exclusivamente en su posicién relativa (0.015).

Para el sentido coman es dificil justificar que una parte importante del ni-
vel global de concentracion se deba al peso del sector rural en la intravarian-
za. Si el estrato rural de menos de 1000 habitantes tiene una importancia de
94.1% ¢c6mo entender que sean estos asentamientos la fuente de tal nivel
de desigualdad? La respuesta se debe buscar en el tipo de datos de que dis-
ponemos. No tenemos informacién referida a cada localidad, sino sélo a
estratos. Por lo tanto, estas medidas deben interpretarse en relacién a los in-
tervalos y no a las observaciones individuales?. El valor de la intravariabili-
dad rural se explica por el hecho que de los tres estratos que lo conforman, el
de menos de mil habitantes representa un 58.7 % de la poblacién campesina
y tiene una importancia de 94.8% entre las localidades rurales.

Este ejemplo no sélo es dtil como un medio para sugerir los caminos que
puede seguir el anilisis de la informacién al aplicar el teorema de descompo-
sicion de la varianza de los logaritmos, sino también para mostrar las limita-
ciones del indicador para medir el grado de la desigualdad.

4.8. Descomposicion del indice de Theil

Theil propone usar el concepto de entropia como indicador de desigual-
dad cuando ya existia una larga lista de coeficientes para ese propésito. El ar-
gumento central que utiliza para sostener las bondades del coeficiente entré-
pico sobre los restantes, radica en su facilidad de descomposiciéon y en el

20 E| efecto de la agregacién sobre las medidas de desigualdad fue ¢l tema central de las sec-
ciones 4.1y 4.2.
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hecho de que cumple con todos los criterios que deben satisfacer los buenos
indicadotes de desigualdad.

Para estudiar la descomposicién de H expresaremos la entropia de la ma-
nera siguiente:

414) | H s log —X s q
(4.14) - = q; log =3 T q,log—ik
LRt P k=1 j=1 3 %87p,

donde el término que contiene la doble suma muestra la forma de calcular la

entropia si las observaciones se han clasificado en K grupos. Los subindices 7

y £ se refieren a las observaciones y los estratos respectivamente.
Reescribamos esta tltima expresion:

K n, /
qi i 9/ 9k q,
H, = Z z . | L .
¥ .1<=1qk j=1 % (ngi.kipk Py

Al separar los términos que conforman el argumento del logaritmo tendre-
mos:

K

% q 9,/ G q
- 5 ik 1 i3 1 k
He=F_1% &y g (gp,7p * e p)
en consecuencia:
K n, / k
9. 9./ i q;
4.1 H =X z 1= log - +Z lo
(4.15) L k=1 % j=1 9 gpi,kipk k=1 % ‘o8 P

El segundo término de la derecha resulta de que los q, / p, son constantes
respecto a al suma que se aplica sobre el subindice /'y que:

Y.l b oy
Sq/q% = — Zq, = -
J ik q.k ] !

La expresién q, /q,, simboliza la participaci6n relativa que tiene la uni-
dad 7 en el total de la variable en el grupo £. Si Y, representa el valor de va-
riable que posee la unidad 7 del grupo £, Y, el total del grupo £ ¢ Y el total
general. Entonces:

YZ' k
G _ Y _ Y
9k 3‘ Y,
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Del mismo modo p,, /p, expresa la importancia relativa de la unidad ;
dentro de los elementos del grupo £.

Dadas estas interpretaciones de 9,/ 9, ¥ P;,/ P, la expresion:

9«
N gq, -
Hy, = 2 —log
J=1 4 Pis
Py
donde:
o, n,
_z qj._k"qk =1y Z pj‘k’.‘pk =1
1=1 =1

Luego, H,,, es la entropia del grupo genérico?! 4. Como habri K de éstas, se
procede a agregarlas ponderando por las correspondientes q,. Tenemos en-
tonces:

K
(4.16) H, =% qH,,
k

En que H, es la intraentropia.
El segundo término de la derecha de (4.15):

K

(4.17) HE = E lq*log o

P

representa la interentropfa. En que g, simboliza la participacién de la clase £
dentro del total y p, su participacién relativa en las observaciones. Ademis

K

=z p, = 1. El reemplazo de (4.16) y (4.17) en la igualdad (4.15) nos per-
k=1

mite sostener que la entropia total es igual a la suma de la inter y la
intraentropia. La medida entrépica permite descomponer la desigualdad to-
tal en la suma de la intra mads la interdesigualdad:

(4.18) H, = H, + H,

21 Nétese que tiene la misma estructura que (2.24).

H = 2 q;log q;/p;



TECNICAS PARA EL ESTUDIO DE LA DESIGUALDAD 177

A través de esta expresion se puede explicar por qué si s6lo contamos con
informaci6n clasificada en estratos, subestimaremos el grado de desigualdad
existente en los datos no agrupados. En efecto, la entropia es siempre no ne-
gativa y esto significa que:

H;20;H,=20yH, =20

Los intervalos de clase de una distribucién de frecuencias pueden pensarse
como la divisién del conjunto de observaciones en grupos mutuamente
excluyentes. Con base en esa informaci6n se obtiene la interentropia. Como
en este caso no conocemos la distribucién de la variable dentro de cada inter-
valo de clase, no estamos en condiciones de obtener sus correspondientes
entropias. Dado que H. representa la desigualdad existente en los datos no
agrupados, H; la que proviene de la tabla, y considerando que:

Hy > 0
entonces:
H, > H,

En consecuencia el grado de concentracién calculado sobre una tabla de
distribuci6n de frecuencias serd siempre menor que el de los datos originales.
Las teorias cuyas conceptualizaciones lleven a privilegiar la medicion de la
desigualdad en el nivel individual, si s6lo disponen de informacién estratifi-
cada, sistemiticamente subestimarin el grado de concentracién.
Las ideas recién expuestas se ilustrardn a partir de la siguiente informa-
ci6n:

Tabla 4.19. Célculo de la entropia en una distribucion hipotética desagregada

Val. de var. q p; q,/p Inq/p, ¢q lng/q
1 0.002 0.050 0.036 -3.324 -0.006
2 0.004 0.050 0.072 -2.631 -0.010
7 0.013 0.050 0.250 -1.386 -0.017
10 0.017 0.050 0.358 -1.027 -0.018
12 0.021 0.050 0.428 -0.849 -0.018

15 0.027 0.050 0.538 -0.620 -0.017
18 0.032 0.050 0.642 -0.443 -0.014
20 0.036 0.050 0.714 -0.337 -0.012
22 0.039 0.050 0.786 -0.241 -p.010
24 0.043 0.050 0.858 -0.153 -0.007
29 0.051 0.050 1.036 0.035 0.002
31 0.055 0.050 1.108 0.103 0.006

33 0.059 0.050 1.178 0.164 0.010
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Val. de var. q, P; q./p; In q;/p, q Inq,/q;
35 0.063 0.050 1.250 0.223 0.014
37 0.066 0.050 1.322 0.279 0.019
41 0.073 0.050 1.464 0.381 0.028
43 0.077 0.050 1.536 0.429 0.033
46 0.082 0.050 1.642 0.496 0.041
49 0.088 0.050 1.750 0.560 0.049
85 0.152 0.050 3.036 1.111 0.169
560 1.0000 1.000 0.240

En esta tabla hemos incluido el detalle de las operaciones necesarias para
calcular el indice de desigualdad de Theil y obtuvimos:

qi
Al | = 0.24
1 q; log P, 0.240

n
H, = %

Supongamos que decidimos agrupar las 20 observaciones en cuatro inter-
valos de clase y que al hacerlo se origind la siguiente tabla:

Tabla 4.20. Calculo de la entropia en una distribucion hipotética agregada

Intervalo Y; n, P, q, q/p, Ilnq/p, q Ing/p
de clase
0 9 5 3 0.15 0.018 0.120 -2.126 -0.038
10 29 20 8 0.40 0.268 0.670 -0.401 -0.107
30 49 40 8 0.40 0.562 1.406 0.341 0.192
50 99 75 1 0.05 0.152  3.036 1.115 0.168

0.215
La informacién de esta tabla nos permite calcular la interentropia:
H, = 0.215

que, como era de esperar, asume un valor inferior al de la entropia calculada
sobre la base de los datos originales. Estos datos nos permiten ilustrar el
hecho que si nos interesa obtener el nivel de desigualdad existente en la in-
formacion no agtegada y sélo dispusiéramos de una tabla de distribucién de
frecuencias agrupada, entonces la subestimariamos. En el ejemplo, la discre-
pancia entre ambos procedimientos de cilculo es:

H, - H, = 0.240— 0.215 = 0.025

T

Sabemos por la ecuacién que descompone la entropia total en la suma de
la inter y la intraentropia, que el origen de esta diferencia se'debe a que no
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se toman en cuenta las desigualdades existentes en el interior de cada inter-
valo de clase.

Para continuar con la ilustracién haremos uso de los datos agrupados para
establecer los niveles que alcanzan las entropias dentro de cada uno de los
cuatro estratos.

En el primer intervalo de clase hemos agrupado las tres primeras observa-
ciones. Para calcular su entropia debemos obtener la importancia relativa
que tienen dentro del grupo cada uno de los casos (p;, /p,) asi como las de
sus correspondientes valores de variables (q,, /q,):

0.050 0.05
Pui/Py = go15 = 03333 P /Py = g5 = 0335
0.05 3
Py /Py =0015=0333 y X p /g =1.000
y=1
Ademis:
0.002 0.004
ql‘l;ql = m = 0.101; q“!ql = 0.018 = 0.201;
0.012 3
qi.l"ql = 0.018 = 0.698 y 2 qib]fql = 1.000

=1

—

La siguiente tabla incluye los cilculos necesarios para obtener la entropia
del primer intervalo de clase:

Tabla 4.21. Cilcwlo de la entropia del primer intervalo de clase en una distribucion
hipotética agregada

9179 Pju/Py 9,/9, /P /Py In(q;,/9,/P;,/Py) 95,79, In(q;,/9,/p;,/P))

0.101 0.333 0.302 -1.198 -0.121
0.201 0.333 0.603 -0.505 -0.102
0.698 0.333 2.095 0.740 0.517

0.294

La entropia del primer intervalo de clase es:
H,, = 0.294

Para el segundo estrato (que incluye las ocho observaciones que siguen a
las tres primeras) tenemos los siguientes resultados:
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Tabla 4.22. Célculo de la entropia del segundo ntervalo de clase en una distribucién
hipotética agregada

9;:/9; Pj./P; 952/9, 7P, /P, In(q;,/9,/P;,/P;) §;,/9; In(g; ,/q, /P /P,)

0.067 0:125 0.534 -0.627 -0.042
0.080 0.125 0.639 -0.448 -0.036
0.100 0.125 0.802 -0.220 -0.022
0.120 0.125 0.958 -0.043 -0.005
0.133 0.125 1.066 0.064 0.009
0.147 0.125 1.173 0.159 0.023
0.160 0.125 1.281 0.248 0.040
0.193 0.125 1.546 0.436 0.084
1.000 1.000 0.051
Luego:
Hy, = 0.051

Para el tercer estrato tenemos:

Tabla 4.23. Calewlo de la entropia del tercer intervalo de clase en una distribucion
agregada

Qj_g’(q‘:, Pis "93 qj_;“i;"?j.;"Pg In (qj‘g;‘-lgfpirg’P,) ‘ﬂ_;"q; lﬂ(qj_,"qg"m,;"m)

0.099 0.125 0.788 -0.238 -0.024
0.105 0.125 0.838 -0.177 -0.019
0.111 0.125 0.889 -0.118 -0.013
0.118 0.125 0.940 -0.062 -0.007
0.130 0.125 1.041 0.040 0.005
0.136 0.125 1.092 0.088 0.012
0.146 0.125 1.168 0.155 0.023
0.155 0.125 1.245 0.219 0.035
1.000 1.000 0.012
Por lo tanto:
H,, = 0.012

La entropia del cuarto intervalo de clase es igual a cero, porque sélo tiene

una observacién:
H,, =0

De acuerdo con (4.16) la intraentropia seri:

H, =qHpy, +qHy, + q,H,, + q Hp,
H, = 0.018x0.294 + 0.268 x 0.051 + 0.562x 0.012 + 0.152x0
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H,
H

]

0.005 + 0.014 + 0.007 + 0.0000

5 = 0.026

Este valor coincide (excepcidn hecha de los errores de aproximacién) con la
diferencia H. — H; y por lo tanto constituye una comprobacién numétrica de
la ecuacién que descompone la entropia en la suma intra e interentropias.
Ademais nos sitve corho e¢jemplo para mostrar ¢6mo se subestima la desigual-
dad existente en los datos no agrupados al usar informacién en que se han
organizado las observaciones en intervalos de clase.

En el capitulo anterior planteamos que necesitibamos algunos resultados
adicionales para demostrar que el coeficiente de Theil cumple con las condi-
ciones que se le exigen a los ‘'buenos’’ indicadores de desigualdad. A conti-
nuacién nos dedicaremos a esta labor asi como a entregar un ejemplo numé-
rico.

La entropia es insensible a transformaciones proporcionales en la variable.
En efecto, su valor depende de q; y de p; que son las partes proporcionales de
la variable y de las unidades respectivamente, que corresponden a la i-ésima
observacién. Sabemos que las proporciones no se alteran debido a cambios
de escala.

Para examinar la entropia desde el punto de vista de las condiciones
Pigou-Dalton y de cambio relativo, supongamos que s realiza una transfe-
rencia desde una observacién ‘‘rica’’ / hacia una ‘‘pobre’’ . La proporcién
de la variable perteneciente a la primera disminuiri en la misma cantidad
que aumenta la de la segunda, de manera que:

(4.19) G+ =9+ q,

en que los términos de la izquierda simbolizan las proporciones que tenfan
los sujetos / y 7 antes de la transferencia y los de la derecha las proporciones
con que quedan después de la misma. Todos los otros términos componen-
tes de la entropia se mantendrin inalterados de modo que el sentido y natu-
raleza del cambio se agota en lo que ocurre en los términos especificos referi-
dos a las observaciones / y 7.

Supongamos que el conjunto de » observaciones formamos dos grupos, uno
con las observaciones / y 7 entre las cuales se produce la redistribucién y el
otro con las n-2 unidades restantes. Segiin el teorema de descomposicién
tendremos:

H‘r=q1HD.1 +quD.z+HE

De acuerdo con (4.19) después de la transferencia q, permanece inalterado,
pot lo que no se modificari la interentropia. Por otra parte, tampoco habri
variaciones en el término q, H;, , ya que representa la contribucién del grupo
2 a la intraentropia y éste no ha sido objeto de transferencias. En consecuen-
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cia, para analizar la sensibilidad de H a una redistribucién bastari con estu-
diar las modificaciones que sufre H, |, es decir, la intraentropia del grupo 1:

9, q, /9, A U / 9
Hyy = 7 T T
Al desarrollar:
q“ q, qm. qm. L TR L T -

Hy, = log q, log q, q, log - q, log -

Se llega a:
o oe—Ju g b Qe RS TR P A
oa T TTg, %8Tq, T Tq, %Bq, q, &
q, q,

Como q,, + q,,, = q,, ¢l coeficiente de log 2 es igual a la unidad. Arre-
glando convenientemente los términos tendremos:

(lnl 1 b 1

(4.20) | H =log2-Hp, = q lggq—+ g log T
q, 9,

En un capitulo anterior sefialibamos que la curva I de la siguiente grafica
tepresenta adecuadamente la funcién entrépica para un suceso con dos alter-
nativas de ocurrencia (bit).

Grifica 4.2. Entropia como medida de desigualdad

e S O
:
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Como la entropia alcanza valores mis altos en tanto mayor es la igualdad,
para transformarla en una medida de desigualdad se ha restado de su valor
maximo (que en este caso es log 2). Para representar la forma grifica de H'
en (4.20) consideremos los valores extremos de la entropia del primer grupo.
H,, , serd igual a cero si q;,/q, es igual a cero 0 a uno. En este caso H’ =
log 2. Hy, | asumiri el valor maximo log 2, si q,,/q, = 1/2 es decir, cuando
la variable se reparte equitativamentc entre /y 7 por lo tanto H’ serd nula.
Ademis siempre se cumple que H , + H' = log 2, lo que quiere decir que
la suma de las ordenadas de las funciones H;, , y H' para un mismo valor de
abscisa debe ser constante. De acuerdo con estas caracteristicas se concluye
que entre ambas funciones hay una asociacién inversa. Estas relaciones se
han sintetizado en la curva II de la grifica, la que también es simétrica res-
pectoaq,,/q, = 1/2.

Para examinar la sensibilidad de esta funcién a las transferencias, supon-
gamos que la situacién inicial estd representada por el puntoq, /q, = A, es
la proporcién de la variable en manos de la observacién rica del grupo 1. Co-
mo este grupo s6lo consta de dos elementos, el ‘‘pobre’’ alcanza el valor
complementario q_, / q, = 1=A. En tanto la transferencia reparta la variable
entre / y m dentro del intetvalo definido por A y A’, disminuiri el
nivel de desigualdad. Témese como ejemplo el caso en que después de la re-
distribucién la observacion fica pasa a tener una participacién q,/q, = A"
(donde A’ < A” < A) lo que implica que la unidad pobre alcanza a —2=- =

= 1-A’’". Estas restricciones matemiticas expresan el hecho de que la desi-
gualdad disminuiri siempre que la transferencia sea tal que la observacién
que tenia originalmente una mayor participacién de la variable no se em-
pobrezca mis alli del nivel original en que estaba la unidad que se beneficia
de la transferencia. La forma de la funcién nos garantiza que si la restriccién
se satisface, entonces automdticamente la observacién relativamente mis
pobre no se enriquecerd mis alld del nivel alcanzado por la unidad benefi-
ciada en el reparto de la redistribucién.

m,

¢Qué acontece si la redistribucién es tan dristica que queda fuera del re-
corrido definido por los limites A y A'? Para responder a esta interrogante
supongamos que el nuevo punto es A’’’ que nos indica que la unidad ante-

riormente mds rica es ahora mis pobre ( "l‘ = A’") y que la previa-
L. = (1-A""")). La distancia entre ellas es

mente pobre es ahora mis rica (

ahora mayor, de modo que el nivel de desigualdad ha aumentado. Esta si-
tuacién seria equivalente a la representada por el punto A¥ que
corresponderia a una transferencia regresiva, es decir, a un aumento en la
participacion relativa de la observacién rica / y la correspondiente disminu-
ci6n de la unidad pobre 7. La diferencia entre ambas formas de repartir el
pastel estriba en que en un caso la observacién perjudicada se transforma en
la mis rica (/) y en el otro es la beneficiada, pero en ambos casos coincide el
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nivel de desigualdad, lo que se refleja adecuadamente en la medida entrépi-
ca. De este breve anilisis se deriva que el coeficiente de Theil es sensible a las
transferencias y que aumenta su valor cuando la redistribucién introduce un
mayor nivel de desigualdad y disminuye en caso contrario. Esto quiere decir,
expresado de manera suscinta, que el coeficiente entrépico cumple con la
condicién Pigou-Dalton.

Por otra parte, la curvatura de la furicién representada por II garantiza que
el efecto que tenga un monto transferido sobre la medida de desigualdad,
dependeri del nivel en que la redistribucién tenga lugar.

Para ilustrar esta afirmacién partamos de la situacidén original expresada en
la grifica, en que el mds ‘‘rico’” tenfa una participacién A y el mds pobre
una igual a 1-A. Al redistribuir progresivamente y alcanzar el punto A”’, la
medicion del nivel de desigualdad se reduce en d,. Si volvemos a transferir la
misma cantidad en favor de 2, llegamos al punto de equidistribucién (néte-
se que la distancia entre Ay A'’ es la misma que entre A’’ y 1/2) y la caida
en la medida de desigualdad seri en este caso igual a d,. La forma de la curva
ras lleva a sostener que d, < d,. Al transferir una misma cantidad, la medi-
da de concentracién registra efectos diferenciales. La simple observacién de
la curva II nos permite sostener que si la transferencia tiene lugar entre una
observacién muy rica y otra muy pobre la entropia experimenta una reduc-
.ciébn mayor si se produce entre aquella y otra menos pobre. También se
puede observar que lo inverso es cierto. Por lo tanto, el coeficiente entrdpico
de Theil cumple con el criterio de cambio relativo.

Examinemos a través de un ejemplo numérico la sensibilidad que muestra
este indice a las transferencias. Usaremos para ello la informacién de la tabla
4.19 a la que correspondia un H =0.240. Supongamos ahora que tomamos
cinco unidades de variable de la observacién mds rica y se la entregamos a la
mis pobre:

Tabla 4.24. Entropia de la distribucion hipotética después de una transferencia extrema

Val. de var. q p; q;/p; Inq/p, q/p, Inq,/q
2 0.004 0.050 0.072 -2.631 -0.010
6 0.011 0.050 0.220 -1.514 -0.017
7 0.012 0.050 0.250 -1.386 -0.017

10 0.018 0.050 0.358 -1.027 -0.018
12 0.021 0.050 0.428 -0.849 0.018
15 0.027 0.050 0.538 -0.610 0.017
18 0.032 0.050 0.642 -0.443 -0.014
20 0.036 0.050 0.714 -0.336 -0.012
22 0.039 0.050 0.786 -0.241 -0.010
24 0.043 0.050 0.858 -0.153 -0.007
29 0.052 0.050 1.036 0.035 0.002

31 0.055 0.050 1.108 0.103 0.006
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Val. devar. g, p; q;/p; lnq/p; q/p; Inq/q
33 0.059  0.050 1.178 0.164 0.010
35 0.063  0.050 1.250 0.223 0.014
37 0.066 0.050 1.322 0.279 0.019
41 0.073  0.050 1.460 0.381 0.028
43 0.076  0.050 1.536 0.429 0.033
46 0.082 0.050 1.640 0.496 0.041
49 0.087  0.050 1.750 0.560 0.049
80 0.143  0.050 2.857 1.049 0.150
560 1.000  1.000 0.210

Hemos decidido incluir toda la informacién para que se pueda observar al
comparar con la tabla 4.19 que s6lo se han modificado dos de los valores
componentes de la entropia. El de la observacién mis rica que cayd desde
0.169 hasta 0.150 y el de la mis pobre que baj6é de -0.006 a -0.017. Las res-
tantes cantidades se mantuvieron como consecuencia de que una redistribu-
cién sélo afecta la participacion en el total de la variable de las observacio-:
nes involucradas. Tal como era de esperar, la transferencia tuvo como con-
secuencia una disminucién en el nivel de desigualdad que alcanzé:

0.240 — 0.210 = 0.030

Para examinar lo que acontece si la redistribucién se hace en favor de una
observacién menos pobre, supongamos que favorece a aquélla que tiene 35.
Sabemos que la tinica modificacién con respecto a la tabla original se mani-
festari en las frecuencias relativas de las dos observaciones objeto de la trans-
ferencia, cuyos valores serin ahora:

Tabla 4.25. Efecto sobre la entropia de la distribucion bipotética, inducido por una

transferencia moderada
Val.devar. g P, %/p Inq/p,  glng/p
40 0.071 0.050 1.429 0.357 0.026
80 0.143 0.050 2.857 1.050 0.150

Con estos valores se llega a una entropia igual a 0.233, producto de la re-
distribucién que indujo una disminucién en el nivel de desigualdad (la H
original era igual a 0.240). Sin embargo, &sta fue menor que en el caso de la
transferencia extrema. La reduccién sélo fue de:

0.240 — 0.233 = 0.007

cantidad sustancialmente menor que la caida de 0.030.
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4.9. Aplicacion del indice de Theil

Usaremos el coeticiente entrépico para examinar cémo se distribuye la pro-
duccién industrial venezolana por sectores y actividades industriales en 1968.
También agregamos la informacién de 1973 que se usari en los anilisis del
proximo capitulo.

Tabla 4.26. Valor de la produccién y ocupacion en la industria manufacturera fabril
segéin sectores industriales y agrupaciones econdémicas, 1968 y 1973

Secrores Produccion Ocupacion
(miles de bolivares de 1968) (miles de personas)

1968 (%) 1973 (%) 1968 (%) 1973 (%)
Ind. Tradicionales 9188 (0.542) 12440 (0.527) 110.3 (0.539) 126.5 (0.501)

Alimentos 4816 (0.284) 6901 (0.292) 40.8 (0.199) 48.3 (0.191)
Bebidas 1155 (0.068) 1562 (0.066) 8.8 (0.043) 10.0 (0.040)
Tabaco 523 (0.031) 685 (0.029) 2.7 (0.013) 3.1 (0.012)
Textil 1052 (0.062) 1486 (0.063) 21.2 (0.104) 21.2 (0.084)
Vest. y calzado 973 (0.057) 1131 (0.048) 21.2 (0.104) 25.3 (0.100)
Cuero y pieles 153 (0.009) 99 (0.004) 2.2 (0.011) 2.3 (0.009)

Madera y corcho, 516 (0.030) 576 (0.024) 13.4 (0.065) 15.8 (0.063)
.muebles y acceso-
rios.

Ind. Intermedias 4199 (0.248) 6311 (0.267) 53.3 (0.261) 67.8 (0.268)
Papel y celulosa 699 (0.041) 1059 (0.045) 7.3 (0.036) 8.7 (0.034)
Prod. Quimicos 1286 (0.076) 2084 (0.088) 14.9 (0.073) 19.3 (0.076)
Caucho y sus prod. 367 (0.022) 515 (0.022) 4.5 (0.022) 5.4 (0.021)
Prod. plisticos 166 (0.010) 292 (0.012) 2.7 (0.013) 5.6 (0.022)
Min. no metilicos 850 (0.050) 1208 (0.051) 14.5 (0.071) 17.4 (0.069)
Metilicas bisicas 831 (0.049) 1153 (0.049) 9.4 (0.046) 11

(0.173)
(0.070)
(0.015)

Ind. Mecianicas 2785 (0.164) 4245 (0.180) 30.0 (0.147) 43.
Prod. Metilicos 708 (0.042) 1135 (0.048) 11.7 (0.057) 17.
Magq. Exc. cléctrica 160 (0.009) 208 (0.009) 3.1 (0.015) 3.
Magq. y Equipo

6
4
4 (0.045)
8
6
8

eléctrico 562 (0.033) 838 (0.035) 5.5 (0.027) 8.5 (0.034)
Mat. de Transporte 1355 (0.080) 2064 (0.087) 9.7 (0.047) 13.9 (0.055)
Grupo Residual 768 (0.046) 611 (0.026) 11.0 (0.054) 14.5 (0.057)
Artes grificas 583 (0.034) 443 (0.019) 7.6 (0.037) 9.9 (0.039)
Diversas 185 (0.012) 168 (0.007) 3.4 (0.017) 4.6 (0.018)
TOTAL 16940 (1.000) 23607 (1.000) 204.6 (1.000) 252.6 (1.000)

(Fuente: Direccién General de Estadistica y Censos Nacionales, Ministerio de Fomen-
to, Repiiblica de Venezuela, Anuario estadistico 1974, tomo II, pigs. 291 y 294).
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En esta tabla se encuentran ademis de los datos originales, las participa-
ciones porcentuales en el total, de las actividades y sectores de las industrias
manufactureras fabriles.

Con esta informacién estamos en condiciones de obtener no sélo una me-
dicién entrépica del nivel total de desigualdad?? en la distribucién de la pro-
duccién por trabajadores, segiin las ramas industriales, sino también de
identificar las fuentes que la forman. El teorema que divide a la entropia en
la suma de la intra e interentropias nos permite juzgar sus importancias rela-
tivas, asi como sus composiciones intenas.

Tabla 4.27. Descomposicion de la desigualdad en la distribucion de la produccion in-
dustrial venezolana en 1968, por ocupacion y ramas tndustriales

Industria Industria Industria Industria. TOTAL
tradicionales intermedias  mecinicas diversas
Intra entropia 0.065 0.004 0.012 0.001 0.082
Inter entropia 0.003 -0.013 0.018 -0.007 0.001
TOTAL 0.068 -0.009 0.030 -0.006 0.083

Hay que notar que estos resultados provienen de la aplicacién de la
ecuaci6n (4.15) a los datos de la tabla 4.24 y que muestran las distribuciones
de la produccién y ocupacién por actividades y sectores econdmicos. Como
consecuencia, la entropia muestra la desigualdad en la produccién alcanzada
con respecto al personal ocupado.

En este caso, también se puede conceptualizar el indice entrépico como
una medida de productividad. El argumento del logaritmo (q,/p,) puede
interpretatse como una medida de productividad ya que muestra, para cada
actividad, la relacién entre las proporciones de produccién y de trabajadores.
Por lo tanto la entropia es un promedio del logaritmo de las productivida-
des, en que los pesos son las participaciones de cada actividad en el total pro-
ducido.

La columna total de la tabla 4.27 nos indica que el nivel global de desi-
gualdad se conforma casi integramente por las desigualdades internas de los
sectores industriales y que las diferencias entre ellos son minimas. El examen
de la primera linea muestra que la mayor diversidad de la distribucién de la
produccién entre los trabajadores se encuentra en las industrias tradicionales
(0.065) y en menor medida en las mecénicas (0.012).

La homogeneidad entre los cuatro sectores econémicos se manifiesta en el
bajo valor de la interentropia (0.001). Sin embargo, los datos del segundo
renglén nos sefialan que es producto de cancelaciones entre términos positi-

22 No normalizaremos el cocficiente de Theil ya que no nos interesa obtener una medicién del
grado de desigualdad sino que nos preocupa el uso del teorema de descomposicién.
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vos y negativos. Debe recordarse que un valor negativo significa que al sector
le corresponde un porcentaje de produccion menor que el de ocupacién, es
decit, que la medida de productividad es menor que uno y que por lo tanto
se trata de un sector de baja eficiencia econémica. Las industrias intermedias
y diversas se caracterizan por bajas productividades en tanto que a las meci-
nicas les corresponden altos niveles. A pesar de esta diferenciacién entre sec-
tores, las cifras muestran un parque industrial relativamente compacto.

El renglén total, muestra que las principales fuentes del nivel global de
desigualdad se encuentran en el grupo de las industrias tradicionales y en el
sector de las industrias mecinicas. El primero contribuye basicamente con su
diversidad interna (0.065) en tanto que el aporte del segundo se origina, en
primer lugar, por su alto nivel de productividad respecto al resto de las agru-
paciones de industrias (0.018) y en segundo lugar por su desigualdad inter-
na (0.012).

En el préximo capitulo examinaremos los cambios experimentados por la
distribucién de la produccién en la industria manufacturera venezolana
entre 1968 y 1973.

4.10. Reafuste de los valores de variable de un grupo por una constante y su
efecto sobre las medidas de desigualdad

Agregaremos a las propiedades que deben satisfacer los buenos indicado-
res de desigualdad un criterio adicional que adquiere relevancia en distribu-
ciones de frecuencias para datos agrupados. Si la informacion se clasificé en
K grupos y multiplicamos por una constante los valores de variable de sélo
uno de ellos, ¢cuil deberia ser el efecto sobre las medidas de desigualdad?

Podria parecer natural que una situacién como la descrita se expresara en
un cambio en el nivel global de desigualdad producido por modificaciones
en el grado de interconcentracién. Una amplificacién o una reduccion de los
valores en sélo un grupo cambia su posicién en relacidn a los restantes y en
consecuencia se altera el nivel de la interdesigualdad. El impacto sobr el gra-
do de concentracién en el grupo afectado debiera ser nulo en la medida que
su distribucién de frecuencias s6lo experimentd una traslacién paralela y por
lo tanto los indicadores estadisticos de intraconcentracién deberian per-
manecer inalterados. Pero no sélo debieron mantenerse los valores de las me-
didas de intradesigualdad sino que también los aportes de los grupos a la
intraconcentracion total®?, es decir, #» reasuste con las caracteristicas que be-
mos serialado sélo debiera expresarse a través de modificaciones en las medi-
das de interdesigualdad manteniéndose tanto los valores de las medidas de
intraconcentracion como los aportes que realizan a la misma las distintas

3 Recuérdese que el aporte de los grupos a la desigualdad resulta de las medidas de desigual-
dad por cada uno de ellos multiplicados por sus respectivas ponderaciones.



TECNICAS PARA EL ESTUDIO DE LA DESIGUALDAD 189

categorias. En lo sucesivo examinaremos hasta qué punto la varianza, la va-
rianza de los logaritmos y el indice de Theil cumplen con este criterio.

La varianza corregida por el efecto escala es una medida insensible a las
amplificaciones o reducciones proporcionales en los valores de todos los valo-
res de variables, pero sufre alteraciones si los cambios proporcionales se pro-
ducen en el interior de sélo una de las categorias. Si tomamos los datos de la
tabla 4.3 y amplificamos por 10 los ingresos de las observaciones de la zona
sur tendremos:

Tabla 4.28. Efecto de un reafuste en la zona sur sobre la varianza de la distribucion
regional (hipotéticaj del ingreso

Norte Centro Sur Total

31 15 10 56

18 12 20 50

29 22 70 121

20 10 370 400

46 24 70

41 35 76

85 85

43 43

49 49

33 33
Y: 30.833 32.800 117.5 49.150
S2: 103.139 455.960 21768.750 5781.328

La simple comparacidn entre estos promedios y los correspondientes 2 la
distribucién original, nos permite sostener que el reajuste de los ingresos en:
la zona sur y su mantenimiento en el norte y en el centro, trae como conse-
cuencia una alteracién en la intervarianza corregida por el efecto escala: una
zona que estaba originalmente bastante por debajo del promedio general.
pasa ahora a estar sustancialmente por encima. La modificacién en la inter-
desigualdad se reflejard adecuadamente en la medida de la intervariabili--
dad.

Las intravarianzas de las zonas norte y centro permanecen inalteradas y la
del sur se amplifica por el cuadrado de la constante. Una propiedad deseable
de la descomposicién de la varianza cotregida por el efecto escala seria que
en presencia de reajustes en un solo grupo se mantuviese su aporte a la intra-
variabilidad. Sin embargo, esto no ocurrira porque el factor que evita que la
amplificacién se manifieste en la medida (Y?) se modificari s6lo en parte:

Yn = (?]p; +?2p2 +K?ﬂp§)z

(donde K es el factor de reajuste) mientras que la varianza se modificar en
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K2, por lo que serd afectada la contribucién del grupo a la intravariabilidad.
Esto se reflejard en un cambio en las contribuciones relativas y absolutas de
los grupos a la intravarianza.

A manera de resumen parcial podriamos decir que si bien la descomposi-
cién de la varianza relativa no es sensible a transformaciones proporcionales
aplicadas sobre todos los valores de variable, silo es en el caso en que aplica-
mos una constante a sélo un agregado puesto que se modificard su aporte a
la inter y a la intradesigualdad. Si bien la alteracién en la composicién de la
intervarianza corregida por el efecto escala es el reflejo de un reparto diferen-
te del pastel entre los grupos, el cambio que se registra en la intravarianza y
sus componentes no corresponderia a una alteracién en la reparticién de la
variable. En efecto, si aumentamos en 10 veces los ingresos de los habitantes
del sur, la reparticién interna no se ha modificado aunque si se elevd el ni-
vel.

La sensibilidad de la intravarianza a los cambios proporcionales en los va-
lores de variable de un grupo se debe a que el factor de correccién es la me-
dia general y no la del grupo.

Es conveniente puntualizar que:

(1)El estudio de la desigualdad a través de la ecuacién de descomposicién de
la varianza relativa presenta el problema de marcar cambios en la intradesi-
gualdad si se han transformado proporcionalmente los valores de un grupo.
(it) Ello se debe a que el factor de correccién utilizado es la media general y
no el promedio de cada uno de los agregados. Mas adelante examinaremos
.una forma de corregir este problema. Y

(iif) Que lo dicho en los dos puntos anteriores se puede generalizar a cual-
quier situacién en que los cambios proporcionales se aplicaron a algunos gru-
pos pero no a todos.

Ilustraremos estas conclusiones a partir de los datos de la tabla 4.28. A
continuacién expondremos los resultados del calculo de la concentracion del
ingreso regional después del reajuste. Para facilitar las comparaciones en ca-
da caso incluiremos las ecuaciones anilogas que se obtuvieron con los datos
originales. A estas ultimas las identificaremos por I, y a las primeras por II.

Las intravarianzas en uno y otro casos son iguales a:

(I)S3 = 30.942 + 227.980 + 43.538 = 302.460
(I) S = 30,942 + 227.980 + 4353.800 = 4612.672

La composicién de la intravarianza (no corregida por efecto escala) no se
altera en las zonas norte y centro y se amplifica por K2 = (10)? = 100 para la
zona sut. Por este simple hecho las contribuciones relativas de cada regién se
verin alteradas.

Al aplicar la transformacién proporcional a los valores de la zona sur tam-
bién cambia el promedio general que sube de 28.000 a 49.150, en conse-
cuencia al corregir estas ecuaciones por el cuadrado de la media se modifica-



TECNICAS PARA EL ESTUDIO DE LA DESIGUALDAD 191

rin los valores absolutos de las contribuciones de las zonas a la intradesigual-
dad global.

(I)S3/Y? = 0.039 + 0.291 + 0.0560 = 0.386
(I) S3/Y = 0.013 + 0.094 + 1.802 = 1.909

Los valores con que concurren las zonas notte y centro a la formacién de la
intradesigualdad en uno y otro caso experimentaron una alteracién en sus va-
lores absolutos, sin embargo, sus correspondientes relaciones se mantienen
constantes e igualan a:

1
—— = 3.081
2
Yl[
Al expresar en términos relativos la composicion de la intravarianza se

pueden apreciar los cambios en los aportes regionales:

(1) 1.000 = 0.102 + 0.754 + 0.144
(I) 1.000 = 0.007 + 0.049 + 0.944

los cuales se explican en gran medida por el alza de la zona sur después del
reajuste de los ingresos.

Para completar el ejemplo examinaremos la informacién relativa a las in-
tervarianzas corregidas por el efecto escala:

(1)Sz/Y? = 0.003 + 0.015 + 0.067 = 0.085
(I1) S2/Y2 = 0.042 + 0.055 + 0.387 = 0.484

las cuales se modificaron debido al cambio en el promedio general y a la
mejoria experimentada por la posicién relativa de la zona sur. En general ad-
vertimos, por una parte, que aumento la dispersion global entre los grupos y
que en términos proporcionales:

(1) 1.000
(I1) 1.000

0.036 + 0.163 + 0.791
0.086 + 0.114 + 0.800

las alteraciones no fueron sustanciales.
Por tltimo tenemos la composicién de las medidas de desigualdad global:

(1y 0.471
(I1) 2.393

0.386 + 0.085
1.909 + 0.484
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Hemos dicho que el problema que presenta el uso de la descomposicion
de la varianza como indicador de desigualdad, radica en que la intravarianza
es sensible a las transformaciones proporcionales aplicadas sobre los valores
de la variable en algunos grupos (pero no en todos). Y que esta caracteristica
se debe al hecho que el factor de correccion utilizado no es la media de cada
grupo sino el promedio general.

Theil* nos proporciona una manera simple de corregir este defecto de la
varianza relativa. Nos entrega una expresion que descompone el cuadrado
del coeficiente de variabilidad en la suma de un inter y un intracoeficiente
(ambos elevados al cuadrado):

K

T o _w K -
2 (Y, - Yy Y: Sz
ET = kl_k—+2 P, __k__* _k ]
Y ¥ k=1 v ¥,

De esta manera al introducir cambios proporcionales en los valores de la

variable del grupo genérico K, el término encerrado entre corchetes no se al-

tera, pero al modificarse al promedio general y el del grupo en proporciones
Y; . o

_%_ 'y en consecuencia la contribucién de

.diferentes se alterari el término

los distintos grupos a la intradesigualdad. En consecuencia esta descomposi-
cién no elimina el problema que aqueja a la descomposicion de la varianza
relativa como medida de desigualdad.

El hecho que hemos mostrado no es sino la consecuencia de un resultado
general que plantea Theil:

K
o Bes@ts I G-

:-.-M?q
*-<f|

Y? Y? Y?

Esta ecuaciébn muestra que las ponderaciones que se aplican sobre los coeti-
cientes de intravariabilidad por lo menos alcanza el valor unitario y que el
exceso sobre uno depende del cuadrado del coeficiente de intervariabilidad.
Es decir, los pesos son mayores en la medida que mayor es la interdesigual-
dad. El hecho de que los pesos sumen mas de uno y que ademis la inter apa-
rezca con una influencia sobre la intraconcentracion hace poco conveniente
recurrir a la descomposicién del coeficiente de variacién.

24 Theil, H. Economics and Information Theory, North Holland Publishing co., Amsterdam,
1967, pag. 125.
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El efecto del reajuste de los valores de variables sobre la varianza de los lo-
garitmos en s6lo uno de los grupos, se puede examinar a través de:

L+ L
donde:
K K n <
=2 ILj=2 X (mY,~hY)p,
k=1 k=11=1
y
K _—
= % (nY,~mY)yp,
k=1

Al reajustar por una constante ¢ los valores de variable en la categoria £ se
tendra:

(4.21) IncY, =lInc +InY,

Este resultado tiene dos implicaciones que resultan de interés para anali-
zar la forma como esta medida reacciona al reajuste proporcional en un solo
grupo: (i) se altera el valor de la media general de los logaritmos® (log Y) y
las posiciones relativas de cada grupo con respecto a la media global de la
distribucién, lo que se refleja en un cambio en la intervarianza de los logarit-
mos y (ii) la varianza de los logaritmos dentro del grupo no se modifica y co-
mo las ponderaciones se mantienen, tampoco varia el peso con que concurre
cada agregado a la formacién de la intradesigualdad. En efecto, al multipli-
car por una constante los valores del grupo £ tenemos que:

(4.22) IncY, =lnc+InY,

La vartanza de los logaritmos de £ después del reajuste, es igual a:

n —
(4.23) L3, =2 (lncY,~IncY,yp,
i=1

Al reemplazar las igualdades (4.21) y (4.22) en (4.23) se tiene que:

2 La media general In Y es un promedio ponderado de la media de los logaritmos de cada gru-
po en que los pesos son sus importancias relativas. Al modificarse Tn Y , ¥ mantenerse los pro-
medios de las restantes categorias asi como sus ponderaciones necesariamente cambia el valor de
InY
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n

le)‘k = Zk (Inc + lnYH—lnc—ln Y.)p, =
i=1
n,

L, = 2 (nY,—-InY,)p,
i=1

Una transformacién proporcional aplicada sobre los valores de variable de
un grupo se refleja s6lo en la medida de inter y no en la de intravariabilidad.
En otros términos, la varianza de los logaritmos nos indica que el cambio
global en el nivel de desigualdad proviene solamente de una modificacién
en las posiciones relativas de los grupos.

Este resultado nos permite afirmar que la varianza de los logaritmos si
cumple con el criterio de cambio proporcional en un grupo.

Examinemos el ejemplo de la distribucién regional del ingreso en que se
ha multiplicado por diez las rentas de la zona sur:

Tabla 4.29. Efecto de un reafuste en la zona sur sobre la varianza de los logaritmos de
la distribucibn regional (hiporética) del ingreso

'Norte Cenmtro  Sur Total  Sur (reafustado) Total

3.434 2.708 0.000 6.142 2.303 8.445
2.890 2.485 0.693 6.068 2.996 8.371
3.367 3.091 1.946 8.404 4.249 € 10.707
2.996 2.303 3,611 8.910 5.914 11.213
3.829 3.178 7.070 7.070
3,714 3.555 7.269 7.269
4.428 4.428 4.428

3.761 3.761 3.761

3.892 3.892 3.892

3.497 3.497 3.497

Y 3.371 3.291 1.563 2.970 3.865 3.430
§2: 0.117 0.404 1.885 1.110 1.885 0.663

De esta tabla nos interesa destacar que:
(i) La varianza de la regi6n sur no se ha modificado después del reajuste. An-
tes y después su valor sigue siendo igual a 1.885.
(it) Lo que, combinado con el hecho de que las ponderaciones se mantu-
vieron antes y después del reajuste, implica que no se modifiquen los aportes
de cada regi6n a la intradesigualdad:

(1) I} = 0.117x0.30 + 0.404x0.50 + 1.885x0.20 = 0.614
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(II)L3 = 0.117x0.30 + 0.404x 0.50 + 1.885x0.20 = 0.614

(1ii) El promedio de la zona sur ha aumentado (en log 10 = 2.302) lo que se
tradujo en un incremento en la media general (en 0.2 log 10 = 0.4605) y en
un cambio en las posiciones relativas de los grupos. La zona sur, que tenia el
promedio mis bajo antes del reajuste, después pasé al primer lugar. Estas
modificaciones se expresan sintéticamente en la medida de interdesigual-

dad:

(I) L2 = (3.372 = 2.970)*x 0.30 + (3.291 — 2.970)*x 0.50 +
+(1.563 — 2.970%2 x 0.2

(I L2 = (3.372 — 3.430)* x 0.30 + (3.291 — 3.430)*x 0.50 +
+ (3.865 — 3.430)2x 0.2

Al realizar las operaciones indicadas llegamos a:

(I) L2 = 0.048 + 0.052 + 0.396 = 0.496

0.048

(II) Lz = 0.001 + 0.009 + 0.038

El reajuste ha disminuido la distancia entre los logaritmos de las medias
de los grupos y el promedio general. Como consecuencia la intervarianza de
los logaritmos sufri6 una reduccién importante. Sin embargo, el peso relati-
" vo con que concurre cada agregado no cambié tan espectacularmente:

0 L

1.000 = 0.098 + 0.104 + 0.798
(I) L = 1.000 = 0.021 + 0.198 + 0.781

La descomposicién de la desigualdad total en la suma de la inter e intra
desigualdad resulta antes y después del reajuste:

I L2

0.614 + 0.496 = 1.110

(INHL? = 0.614 + 0.048 = 0.662

La amplificacién por 10 de los ingresos de la regién sur sélo afectd a la me-
dida de interconcentracién la cual disminuy6 desde 0.496 hasta 0.048. Esta
caida se refleja directamente en la medida global (ya que L2 no se altera)
marcando en consecuencia que el reajuste ha tenido un efecto democratiza-
dor (ha bajado L? desde 1.100 a 0.662). Nétese que este resultado es contra-
dictorio con el que se llega al aplicar la varianza relativa, puesto que en esc
caso la desigualdad habia aumentado. Por el momento s6lo anotaremos esta
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diterencia ya que serd objeto de tratamiento especifico un poco mis adelan-
te.

Por dltimo tenemos la descomposicién de la varianza de los logaritmos por
regiones:

(I) 1.110 = 0.083 + 0.254 + 0.773

(II) 0.662 0.036 + 0.211 + 0.415

El ejemplo numérico no hace otra cosa que contestar el hecho de que la
varianza de los logaritmos cumple con el criterio de cambio proporcional en
un grupo: la modificacién en el nivel global de desigualdad se produce via
las posiciones relativas de las categorias y se mantiene constante la intradesi-
gualdad.

Nos resta por analizar el efecto que tiene sobre la medida de Theil el re-
ajuste aplicado a un grupo.

Recordemos que el coeficiente entropico depende de la relacion entre las
proporciones de valores de variable y de unidades, de modo que al multipli-
car los valores de un s6lo grupo se tendri que:

(i) se modificarin las proporciones que muestran la participacién relativa de
cada grupo dentro del total de la variable (q,) y como no se han alterado las
proporciones en las unidades, entonces necesariamente se producird un cam-
bio en la interentropia.

(ii) No habri variaciones en la entropia del grupo en que se ha multiplicado
por ¢. Si todos los valores de variables del grupo genérico £ se han multipli-
cado por una constante, entonces las proporciones de variables que le corres-
ponde a cada observacién dentro del grupo no se modifica;

Yil
z Y, Y
i=1

=~ M_D
[}

y como las frecuencias relativas (p, ) no han cambiado, entonces:

3 o 9u/ G,
Hp, =% —*logtrt
B im1 o8 Py /Py

la entropia del grupo £ es insensible a las transformaciones proporcionales en
los valores de la variable.

(ii1) Sin embargo, las contribuciones de los agregados a la intradesigualdad
se modificarin en virtud de que la intraentropia se forma con las entropias
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de cada grupo ponderadas por sus participaciones relativas en el total de la
variable (q, ):

k

H, = X H,, q,
k=1

y los valores de q, cambiarin al aplicar la constante ¢ a s6lo un grupo.

En resumen, cuando amplificamos o reducimos propotcionalmente los va-
lores de variable en s6lo una categoria, se produce un cambio en la entropia
total el cual se explica por modificaciones tanto en la contribucién de la inter
como de la intraentropia. En consecuencia, el indice de Theil no cumple con
el criterio de cambio proporcional dentro de un grupo.

Ilustremos 2 través de nuestro ejemplo las ideas recién expuestas. Sabemos
que el valor de la entropia total es igual a H = 0.240 que se compone re-
gionalmente de la siguiente manera:

Tabia 4.30. Entropia de la distribucion regional (hipotética) del ingreso antes del re-

afuste
ValGEdERE P qlng/p; 9u/q Pu/P /g ln %d:_j%

! Norte

0.055 0.050 0.006 0.168 0.167 0.001

18 0.032 0.050 -0.014 0.097 0.167 -0.052

29 0.052 0.050 0.002 0.157 0.167 -0.010

20 0.036 0.050 -0.012 0.108 0.167 -0.047

46 0.082 0.050 0.041 0.249 0.167 0.099

# 0.073 0.050 0.028 _0.222 0.167 _0_0_6_3_

185 1.000 1.000 0.054

Centro

15 0.027 0.050 -0.017 0.046 0.100 -0.036

12 0.021 0.050 -0.018 0.037 0.100 -0.037

22 0.039 0.050 -0.010 0.067 0.100 -0.027

10 0.018 0.050 -0.018 0.031 0.100 -0.036

24 0.043 0.050 -0.007 0.073 0.100 -0.023

35 0.063 0.050 0.014 0.107 0.100 0.007

85 0.152 0.050 0.109 0.259 0.100 0.249

43 0.077 0.050 0.033 0.131 0.100 0.036

49 0.088 0.050 0.049 0.149 0.100 0.060

33 0.059 0.050 0.010 0.101 0.100 0.001

328 1.000 1.000 0.191
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ok
Valor de var. g p; qlnq/p; 9y/9% Pu/P. Qu/q ln %"‘T}-
i/ Fi

Sur

1 0.002 0.050 -0.006  0.021 0.250 -0.053
2 0.004 0.050 -0.010  0.143 0.250 -0.075
7 0.013 0.050 -0.017 0.149 0.250 -0.077
37 0.067 0.050 0.019  0.787 0.250 0.903
47 1.000 1.000 0.240 1.000 1.000 0.698

En las dltimas cuatro columnas de este cuadro hemos incluido la informa-
cién relativa al cdlculo de las intraentropias que resultaron ser: para la zona
norte 0.054, para el centro 0.191'y para el sur 0.698.

Tabla 4.31. Entropia de la distribucion regional (hipotética) del ingreso después del

reafuste

Norte 9 /9
Valordevar. ¢ p g lng/p q/q PP /% lnpo7p

31 0.032 0.050 -0.015 0.168 0.167 0.001
18 0.018 0.050 -0.018 0.097 0.167 -0.052
29 0.030 0.050 0.016 0.157 0.167 -0.010
20 0.020 0.050 -0.018 0.108 0.167 -0.047
46 0.047 0.050 0.003 0.249 0.167 0.099
___41_ 0.042 0.050 0.008 0.221 0.167 0.063
185 1.000 1.000 0.054
Centro
15 0.015 0.050 -0.018 0.046 0.100 -0.036
12 0.012 0.050 -0.017 0.037 0.100 -0.037
22 0.022 0.050 -0.018 0.067 0.100 -0.027
10 0.010 0.050 -0.016 0.031 0.100 -0.036
24 0.024 0.050 -0.018 0.073 0.100 -0.030
35 0.036 0.050 -0.012 0.107 0.100 0.007
85 0.087 0.050 0.047 0.259 0.100 0.247
43 0.044 0.050 -0.006 0.131 0.100 0.036
49 0.050 0.050 0.002 0.149 0.100 0.060
33 0.034 0.050 0.013 0.101 0.100 0.001
328 1.000 1.000 0.191
Sur
10 0.010 0.050 -0.016 0.021 0.250 -0.053
20 0.020 0.050 -0.018 0.043 _0.250 -0.075
70 0.071 0.050 -0.025 0.149 0.250 -0.077
370 0.376 0.050 0.760 0.787 0.250 0.903
470 1.000 1.000 0.698

Tot. 983 1.000 1.000 0.602
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Al comparar las dos dltimas tablas hay que destacar que: (i) El nivel de
desigualdad global, medido por el coeficiente entrépico ha aumentado. An-
tes del reajuste alcanzaba el valor de 0.2404 y después pasé a 0.602. (ii) Que
las entropias dentro de cada grupo se han mantenido en sus mismos valores
antes y después de haber reajustado los ingresos de la zona sur. Ambos resul-
tados confirman las aseveraciones de caricter general que hemos realizado.

Por otra parte, la contribucién de cada regién a la intradesigualdad se ha
modificado en virtud de que han variado los pesos que afectan a las
entropias de los grupos. En efecto:

(I) H, = (185/560)(0.054) + (328/560)(0.191) + (47/560)(0.698)
(I) H, = (185/983)(0.054) + (328/983)(0.191) + (470/983)(0.698)

Realizando las operaciones indicadas tenemos que:

(I) Hy = 0.018 + 0.112 + 0.059 = 0.189

(I) Hy = 0.010 + 0.064 + 0.334 = 0.408

La intraentropia aumenté de valor debido al cambio en las proporciones
de la variable que posee cada grupo aun cuando las medidas de las desigual-
dades internas no se han modificado. Este aumento en H, sc reflejari en la
medida de concentracién total lo que contradice el criterio de cambio pro-
porcional aplicado s6lo sobre un grupo.

También el reajuste de los ingresos de la zona sur se expresard en una mo-
dificacién del valor del cocficiente de interdesigualdad:

Tabla 4.32. Composicion de la interentropia de la distribucion regional (hipotética)
del ingreso, antes y después del reajuste

Antes Después
Val. devar. q P, G, Ing/p, Val. devar. q, P, q lng/p,
185 0.330 0.300 0.032 185 0.188 0.300 -0.088
328 0.586 0.500 0.093 328 0.334 0.500 -0.135
47 0.084 0.200 -0.073 470 0.478 0.200 0.417
560 1.000 1.000 0.052 983 1.000 1.000 0.194

El coeficiente de interdesigualdad pasa de 0.052 a 0.194 al multiplicar por
10 los ingresos de la zona sur.

El cambio en el nivel de concentracién total inducido por el reajuste se de-
be en parte a la interdesigualdad y en parte al hecho que la medida de intra-
desigualdad acusa su impacto:
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(I) H = 0.189 + 0.052 = 0.241

0.408 + 0.194 = 0.602

(IHH
También se puede calcular la cuota con que concurren los grupos a la for-

maci6n de la desigualdad global. Para ello basta sumar sus correspondientes

contribuciones a la inter ¢ intraconcentracién:

() H = [0.013 + 0.032] + [0.112 + 0.093 ] + [0.059 + (-0.073)]

(IDH = [0.010 + (—0.088)] + [0.064 + (—0.135)] + [0.534 + 0.417]

Al realizar las operaciones indicadas concluimos que:

IO H 0.050 + 0.205 + (—=0.014) = 0.240

(I)H = —0.078 = 0.071 + 0.750 = 0.602

El signo negativo en la primera ecuacién nos sefiala que antes del reajuste la
zona sur habia resultado perjudicada por el reparto y los negativos en la se-
gunda, que las zonas relativamente menos favorecidas después del reajuste
son el norte y centro.

Los desarrollos que hemos presentado en esta seccién se han basado en el
supuesto que la amplificacion o reduccién de los valores de variable han
afectado solo a un grupo. Sin embargo, los resultados que hemos logrado se
pueden extender ficilmente a dos situaciones generales:

(i) Que se reajusten los valores de variables en algunos grupos pero no en
todos o,

(ii) que se multipliquen los valores de las observaciones que constituyen
cada grupo por constantes diferentes (por ejemplo, en el grupo 1 por C,, en
el 2 por C, y asi sucesivamente).

Examinemos la forma en que registran estas dos opciones las tres
ecuaciones de descomposicién de las medidas bajo estudio.

Tanto la primera como la segunda de estas formas de reajuste se reflejard
en un cambio en la intravarianza relativa ya que la divisién de S2 entre el
cuadrado de la media general no logra neutralizar el hecho que las varianzas
de los grupos objetos del reajuste aumentan en el cuadrado de la constante.
En efecto, si en la opcién (i) suponemos que se multiplican por una constan-
te C los valores de todos los grupos menos uno (por ejemplo, el primero)
tendremos:
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Y:=(, +CY, +..+CY)

y las varianzas grupales corregidas serin:

58 C82 s
R
en que 8%, 82, ... , S simbolizan las varianzas antes del reajuste. Como Y?

# C2 ¥ entonces sc cumphra que:

§f*§T_C*_S§¢5§_ .czs;*s;(
Y: PG ' w Y?

En consecuencia, el control por el efecto escala no es efectivo en la medida
que se alteran las varianzas grupales, la intravarianza y la contribucién de los
grupos a la intradesigualdad.

En el segundo caso tenemos que:

en quec, #c, # ¢,

y las varianzas grupales corregidas después del reajuste sern:
asi o agsi oGS
n TR %

C

De la simple observacién de la férmula de Y? se concluye que en general:

C: 82 Sz (282 §2 C’- 8§ S
Ll gt 22 g 2. = D

En consecuencia, el reajuste de los valores de variable de todos los grupos
menos uno por una constante o la multiplicacién de cada grupo por una
constante distinta, se reflejard en cambios en las varianzas grupales, sus apor-
tes a la intravarianza y por lo tanto, en modificaciones en la medida de intra-
desigualdad. De esta manera hemos generalizado los resultados anterior-
mente expuestos.
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La varianza de los logaritmos de cada grupo, asi como la contribucién que
realizan a la intradesigualdad, permanecen inalterados si el reajuste de los
valores de variable se realiza a través de cualquiera de los dos caminos.

Examinemos el efecto que produce sobre la varianza de los logaritmos de
un grupo genérico £ el reajuste por una constante C aplicada sobre un con-
junto de grupos que no cubran la totalidad. En cada uno de ellos tendremos
que:

n i
L = b5 (lncY,—IncY,)p,
i=1
n, _
L= X (nc+InY, —Inc=InY,)p,
i=1

n, S
L= I (aY,-hY)p,
iI=

La varianza de los logaritmos de cada grupo £ que ha sido objeto del re-
ajuste no se modifica y como los aportes a la intradesigualdad resultan de
ponderar cada L, por sus importancias relativas (P,) tampoco se alteran las
contribuciones grupales ni el valor de la intravarianza de los logaritmos. En
simbolos:

K

L,=2 Lp
D k=1 k

Al multiplicar las varianzas que conforman las £ categorias en que hemos
dividido el total de observaciones por constantes distintas C,, C,, ..., Cy, se
presentard una situacién totalmente paralela a la recién analizada. En efecto,
en el grupo genérico £ se cumple que:

o
L= 2 l(long Y, - logC, Y,y p,
1=

o, —_—
L = 'Z i (log Y, —log Y,)* p,
1=
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Y, por lo tanto, tampoco se modifican las contribuciones de cada grupo a la
intradesigualdad ni el valor global de la intravarianza de los logaritmos.

Consideremos a continuacién las consecuencias que tienen los dos tipos de
reajuste sobre la intraentropia. En todos los grupos que se aplique la cons-
tante C no se produce una alteracién en la participacién relativa en el ingre-
so. Por ejemplo, en la categoria genérica £ tendremos:

Cq, - Qi
Cgq, 9

Esto significa que la intraentropia de cada grupo reajustado no se modifica-

Cq;, Qix

3 G Co _ % q q
- z lk =% - ¥ ik l .
Fou =1 Pi 1=1 G, ks P,
P« Py

Pero, si cambian las contribuciones que realiza cada grupo a la intraentropia
asi como el valor global de esta dltima. Ello es consecuencia de que los facto-
res de ponderacién que se usan para agregar las entropias grupales son las
participaciones relativas de cada grupo en la variable (q,). Ahora bien, los q,
st han variado antes y después del reajuste. Por ejemplo, si se ha reajustado
en C a todos los grupos, excepto al primero, tendremos:

LY, Y, . CY, Y
q] = * T q| H qz et *
cYy, Y CcY-Y,

2

= s

y ¥ Yy
-Gk = (:Y-Y’&T""‘qK

enque Y,,Y,,..., Y, simbolizan los totales de los grupos 1, 2, ... ,KeYel
valor total que alca.nza la variable en el conjunto completo de obse:vmoncs.
ademis q, y q, expresan las participaciones grupales relativas antes y después
del reajuste, respectivamente.

Antes de aplicar la constante c a los (k-1) grupos tenfamos que la intraen-
tropia sc componia de la siguiente manera:

H, =qH,, +q,Hy, +... +qHp,
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K
H,=3 H
k=1

pk A

y después del reajuste seri igual a:

H, = qH,, + qH,, + ... + g H, #

H
=1

bk 9k

Hy

[l

como

4 #q,:9,#q;.5q,#q,
entonces:

q Hp # q Hy, (k = 1,2,... K)
y

H, +H,

La primera de estas desigualdades muestra el cambio en la contribucién de
cada grupo a la intradesigualdad y la segunda una alteracién en la
intraentropia antes y después del reajuste.

Una situacién totalmente aniloga se produce con el reajuste de cada gru-
po por constantes diferentes C , C,,..., C,. Resulta evidente que si C, # C, #
... # C,_ las participaciones relativas de cada grupo en el total de la variable
serin diferentes antes y después del reajuste: q, #q,;9,#9} ;...;9, #9] ¥
por lo tanto se modifican las contribuciones de los grupos a la intradesigual-
dad asi como el valor de la intraentropia.

A manera de resumen podemos sostener que el reajuste de los valores de
variable por una constante en (k-1) grupos o la multiplicacién de los mis-
mos por constantes distintas C,, C,, ... , C,, no s6lo modifica las medidas de
interdesigualdad de los tres indicadores, sino que en algunos casos también
altera el valor de algunas medidas de intradesigualdad lo que contradice el
criterio de cambio proporcional en algunos grupos. Especificamente en-
contramos para los dos tipos de reajuste que:

(i) No modifican el valor de la intravarianza de los logaritmos ni tampoco el
peso con que concurren los agregados a la intraconcentracién.
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(i1) Alteran las varianzas relativas de los grupos objeto de la multiplicacién
por la constante o constantes y, por ello, se modifica el nivel y la composi-
cién de la intradesigualdad. La variacién experimentada por el nivel se mani-
fiesta directamente en el grado de concentracién total.

(iii) Las entropias de los grupos no se modifican pero si sus contribuciones y
por esta via se explica parte del cambio en la desigualdad global.

Las ecuaciones que permiten descomponer los indices de desigualdad en
la suma de la inter e intraconcentracién, nos sirven también para identificar
qué parte del cambio sufrido por una medida es inducido por una alteracién
genuina del nivel de desigualdad y qué parte se debe al instrumento
estadistico a través del cual se hace la medicién. En efecto, un reajuste pro-
porcional aplicado sobre uno o varios grupos no modifica los niveles de desi-
gualdad en cada-uno de ellos y, en consecuencia, no deberian cambiar sus
contribuciones a la intradesigualdad. El nivel global de concentracién expe-
rimenta variaciones en funcién de las posiciones relativas de cada uno de los
agregados. Si como consecuencia del tipo de reajustes que hemos con-
siderado un indice estadistico manifiesta una alteracién en la intracon-
centracién, estari incorporando un componente no genuino en la medicién
de la desigualdad global que es producto del artefacto estadistico.

Para ilustrar estas ideas realizamos un examen comparativo de la manera
como recogen las tres medidas bajo estudio el reajuste de los ingresos de la
zona sur. Los datos de la tabla que exponemos a continuacién provienen de
los cdlculos que ya han sido presentados.

Tabla 4.33. Comparacion del efecto que tiene una transformacion proporcional en
los valores de variable del sur sobre: la varianza relativa, la varianza de los logaritmos
y el indiice de Therl

Dentro Entre  Total

Varianza I 0.386 0.085 0.471
relativa 11 1.409 0.484  2.393
Varianza de 1 0.614 0.496 1.110
los logaritmos 1I 0.614 0.048  0.662
Entropia I 0.189 0.052  0.241
II 0.408 0.194 0.602

I : valores originales
II: valores con reajuste por 10 en el grupo sur.

La varianza corregida y la entropia muestran que el reajuste aplicado a la
zona mis pobre (zona sur), fue tan violento que aument6 el nivel de con-
centracién global. Por el contrario, la varianza de los logaritmos nos sefiala
que la desigualdad ha disminuido. ;Cémo es posible que se llegue a conclu-
siones tan opuestas?
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En el caso de los indices que: marcan un aumento en el nivel de desigual
dad hay una parte que ha sido inducida por la intradesigualdad y de acuerdo
con nuestra argumentacién correspondetria a un efecto no genuino producto
del artefacto estadistico. Nétese que el valor de la intravarianza de los loga-
ritmos se mantuvo. Ademds la intervarianza relativa y la interentropia nos
indican que aument6 ¢l nivel de interdesigualdad mientras que la varianza
de los logaritmos nos sefial6 lo contrario. Esta diferencia se debe al hecho de
que al aplicar la transformacién logaritmica a los valores de variable (en este
caso los promedios de los grupos) se les da a los valores grandes un peso me-
nor que a los pequefios y, en consecuencia, al aporte a la interdesigualdad
que realiza la zona sur después del reajuste es menor que antes del mismo.

El resultado contradictorio que arroja la varianza de los logaritmos en
comparaci6n con la varianza corregida por el efecto escala y el coeficiente de
Theil proviene del hecho de que estas dos Gltimas medidas muestran un
cambio no genuino en sus intraconcentraciones y de que la varianza de los
logaritmos adjudica una importancia diferencial a las discrepancias segiin el
nivel en que éstas se encuentran.

La posibilidad de que las tres medidas de desigualdad arrojen un resulta-
do contradictorio, dependeri del valor que tenga el factor o factores de re-
ajuste y de la posicién relativa del grupo o grupos afectados. Considérense
para ilustrar esta idea los valores contenidos en la siguiente tabla:

Tabla 4.34. Comparacion del efecto que tienen transformaciones proporcionales en
los valores del grupo rural sobre: la varianza relativa, la varianza de los logaritmos y el
indice de Theil

Dentro  Entre Total

Varianza 1 0.246  0.225 0.471
corregida I 0.319  0.005 0.324
III 0.417 0.131 0.548
Varianza de I 0.737 0.373 1.110
los logaritmos 11 0.737  0.005  0.742
111 0.737 0.071 0.808
Indice I 0.131  0.109  0.240
entrépico II 0.174  0.003 0.177
1 0.196 0.071 0.267

I: valores originales
II: valores reajustados por 3
III: valores reajustados por 6

Las medidas de desigualdad y los coeficientes de reajuste se han aplicado
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sobre las 20 observaciones. Pero esta vez usamos como informacién bisica la
clasificacién rural, no rural de la tabla 4.4. Se decidi6 multiplicar por 3 los
valores de la zona rural para aproximar ambos promedios (el rural original-
mente era de 17.167 y el urbano alcanzaba a 44.250 lo que se tradujo en que
las tres medidas marcaran una caida en los niveles de desigualdad. En el caso
de la varianza de los logaritmos se debe a la disminucién de su componente
intra y en el de la varianza corregida y el indice entrépico a una baja mayor
en la intraconcentracién que el alza experimentada por su componente
dentro que es producto del artefacto estadistico.

El otro factor utilizado para reajustar los valores originales fue 6, con lo
que los promedios de ambos grupos se distancian sélo un poco mis con res-
pecto 2 la situacién original, pero esta vez la diferencia se establece en un ni-
vel mis alto. Ante este reajuste los tres indicadores de desigualdad marcan
una tendencia hacia una mayor concentracién con respecto al caso en que el
factor fue 3, pero tanto la varianza relativa como el indice de Theil, nos sefia-
lan que la desigualdad es mayor que la existente en los valores originales y la
varianza de los logaritmos, que es menor. Esto se debe en parte al efecto *‘ar-
tefacto’’ inducido por la intravarianza y por la intraentropia y en parte a que
la diferencia de las medidas se da entre valores mas altos a los cuales la va-
tianza de los logaritmos les adjudica una importancia relativa menor.

4.11. A modo de conclusion

En este capitulo iniciamos la exposicion estableciendo algunas relaciones.
entre teoria y técnica. Incluimos como criterio estadistico adicional, la pro-
piedad de descomposicién e incorporamos explicitamente algunas considera--
ciones sobre el nivel de agregacién en que se definen los conceptos tedricos y
sus efectos sobre la eleccién de las medidas de desigualdad.

Hemos mostrado la vinculacién entre el indice de Gini y las teorias que
basan su poder explicativo en conceptos que conducen a privilegiar el estu.
dio de unidades individuales. Desde este tipo de perspectiva es compren.
sible y natural que se privilegie su interpretacién como un promedio de to-
das las diferencias (en valores absolutos), posibles entre los valores de va-
riable y que ello sea destacado como uno de los elementos que hay que to-
mar en cuenta para decidirse en favor de Gini:

“‘En conclusién: el indice de Gini tiene interpretaciones econémicas
claras y de directa concepcién intuitiva®,..”’

Ademis, los estudios de desigualdad realizados a partir de esta Gptica
muestran especial preocupacién por el grado de subestimacién en que se in-

% Diéguez y Petriecolia.
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curre al disponer s6lo de datos agregados. Sabemos que es usual que el inves-
tigador tenga acceso amplio a la informacion contenida en las tablas
estadisticas publicadas por organismos especializados, y que por lo tanto sélo
estard en condiciones de calcular el grado de desigualdad existente entre los
datos agregados, el que difiere al de los no agrupados. La tensién entre el ti-
po de informacién disponible y los requerimientos teéricos lleva a preocu-
parse por el tamafio del sesgo.

Asimismo, resulta comprensible que para las teorias que privilegian lo in-
dividual no presente un interés mayor el que la medida sea o no susceptible
de descomposicion. Los resultados de Pyatt?” no resultan interesantes desde
cl punto de vista analitico ni operativo?® sino que en tanto y cuanto permiten
arrojar luz sobre algunos factores explicativos de los niveles de desigualdad.

Para las teorias que descansan en conceptos agregados el criterio de des-
composicion resulta ser de vital importancia, pues de esta manera se puede
analizar la contribucién que realiza cada grupo. Por otra parte, la interpreta-
cién de la desigualdad en términos de comparaciones individuales no tienen
sentido. El uso de Gini en estudios realizados desde esta 6ptica se puede jus-
tificar por su interpretacion en términos de desvios respecto a la norma de-
mocritica.

Queremos destacar cémo el criterio de descomposicion es central para un
tipo de teoria y periférico para el otro.

Las ideas expuestas en este capitulo nos permiten sefialar que si se trata de
medir el nivel de desigualdad en un estudio que se inscribe dentro de una
teoria que privilegia lo individual, el coeficiente mis apropiado pareceria ser
el indice de concentracién de Gini, a pesar de que no refleje de manera ade-
cuada las transferencias realizadas entre unidades ubicadas en distintos nive:
les (no represente adecuadamente los cambios relativos).

Pero si el anilisis estd orientado por una perspectiva tedrica cuyos concep-
tos remiten a agregados estadisticos, tal vez seri mds conveniente recurrir a la
varianza relativa, al coeficiente de Theil o a la varianza de los logaritmos. La
decision en favor de una de estas medidas, debiera tomarse considerando
que la varianza de los logaritmos no posee recorrido cuyo limite superior sea
conocido, lo que puede llegar a ser de vital importancia toda vez que la pre-
ocupacién central consista en obtener una medida del #sve/ de desigualdad
existente en una distribucién de frecuencias. En este caso la decision debiera
favorecer a la varianza relativa o al indice de Theil ya que es posible normali-
zarlos.

Pero si en el estudio se privilegia la propiedad de descomposicién ¢c6mo
realizar la eleccién si los tres indices la satisfacen? Desde el punto de vista
estadistico la respuesta debe buscarse en los criterios que deben cumplir las

7 0p. at.
28 Diéguez y Petriecolia.
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‘‘buenas medidas de desigualdad’’. Sabemos que la varianza corregida por
el efecto escala no cumple con la condicién de cambio relativo y que ella y el
indice de Theil introducen un efecto ilusorio sobre la medicién de la intrade-
sigualdad. La varianza de los logaritmos cumple con todos los criterios, ex-
cepto con el de tener un recorrido limitado. La decisién en favor de uno u
otro coeficiente dependeri del peso que se adjudique a cada criterio.






V: El estudio dinimico de la desigualdad

5.1 Introduccion

En la dos primeras secciones del capitulo anterior planteamos las vincula-
ciones entre el esquema tedrico que orienta sustantivamente el estudio, el ti-
po de preguntas que de él emergen, la naturaleza de los datos y las medidas
de desigualdad que presentan un mayor grado de adecuacion a esas interro-
gantes.

Hemos establecido que el enfoque tedrico determina: (i) que nuestro in-
terés se centre en el estudio de la desigualdad de las observaciones indivi-
duales o de los agregados estadisticos, (ii) que se privilegie el anilisis del ni-
vel de desigualdad o el estudio de su composicién y del cambio a través del
tiempo y (1ii) que parte de la preocupacién estadistica se concentre o no en
torno a los problemas de sobre o subestimacién de la desigualdad existente
en los datos originales.

Las secciones finales del capitulo anterior fueron dedicadas al estudio de
las medidas estadisticas que permiten analizar el nivel y composicion de la
concentracién de una variable entre un conjunto de agregados sociales. en
este capitulo examinaremos las potencialidades que tienen la varianza relati-
va, el indice de concentracién de Theil y la varianza de los logaritmos para
llevar a cabo el estudio dindmico de la desigualdad. Pero, antes de avanzar
sobre las cuestiones técnicas, intentaremos ubicar lo mis precisamente po-
sible la preocupacién central que orienta este capitulo en relacion al material
expuesto.

Es usual que en las investigaciones en que se estudia la desigualdad en el
nivel agregado, o en aquéllas que incluyen consideraciones sobre la misma,
se lleve a cabo un conjunto de mediciones a través del tiempo y a partir de
ellas se analice la evolucién temporal de la concentracién, distinguiendo las
tendencias de las variaciones ciclicas y estacionales.

Interesa, por ejemplo, saber si las caracteristicas basicas del funcionamien-
to del modelo econdmico traen como consecuencia un proceso de concentra-
cién del ingreso personal, o bien, si el conflicto politico y social se tradujo en
la democratizacién de la propiedad de la tierra o de los medios de produc-
cién.

Este tipo de intereses han generado estudios que se limitan al anilisis de

211
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series de tiempo en que la variable cuyo comportamiento debe explicarse es
alguna medida de desigualdad (casi siempre el indice de Gini). AGn mis,
como normalmente se cuenta con informacidn escasa, las proyecciones de
tendencias se realizan sobze la base de una precaria cantidad de informacion
que incluso inhibe la aplicacién de las técnicas estadisticas de anilisis de se-
ries cronoldgicas. Con dos, tres o a lo mis cuatro mediciones en un secuencia
de puntos en el tiempo se pretende dar pie empirico a las elaboraciones teé-
ricas.

Tanto el estudio estadistico de series de tiempo como la interpretacion
que se adjudica a los indices de concentracién basados en unos pocos datos,
corresponden a un tipo de anilisis de la informacién que no se pregunta por
la manera en que se ha pasado desde un nive/ de desigualdad a otro, cuestion
que puede tener alguna relevancia tanto en términos tedricos como
empiricos; al mismo tiempo, desde el punto de vista estadistico, incorpora
un tipo de preocupacién que induce a interrogantes diferentes a las usuales.
Quisiéramos saber si, por ejemplo, la democratizacién en la distribucién del
ingreso puede entenderse como la consecuencia de un proceso de mayor
igualdad entre las clases o mis bien como una homogeneizacién entre las
clases sociales. Alin mis, pudiéramos estar interesados en conocer los aportes
que realizan a la democratizacién las distintas clases. O, si observamos una
tendencia hacia la concentracién del crédito entre las empresas industriales,
puede resultar de interés distinguir si ello es consecuencia de una apro-
piacién creciente por las empresas internacionales o bien si se debe a un pro-
ceso de desigualdad creciente en el intetior, tanto de las industrias naciona-
les como de las empresas cuyo capital proviene fundamentalmente del
extranjero.

En este capitulo nos preocuparemos por indagar a la manera en que se pa-
sa desde un nivel de desigualdad a otro. Nos interesari identificar los com-
ponentes del cambio entre dos puntos. El anilisis de las tendencias en la evo-
lucién de los niveles de desigualdad cae dentro del campo estadistico de las
series de tiempo y por lo tanto no se encuentra dentro de los limites de este
trabajo. Sin embargo, si es pertinente estudiar detenidamente la composs
cion del cambio en los niveles de desigualdad.

5.2. El papel de la inter e intradesigualdad en el cambio de las medidas de
desigualdad.

Los desarrollos que presentamos en el capitulo anterior nos permiten afir-
mar, que para un punto del tiempo, tanto la descomposicion de la varianza
relativa como la del indice de concentraciéon de Theil y la de la varianza de
los logaritmos, pueden expresarse en términos genéricos como la suma de las
contribuciones que hace cada grupo al nivel global de desigualdad. Hemos
visto que todas ellas se pueden descomponer en la suma de la medida de in-
ter y la de intradesigualdad y que a su vez cada una pueda obtenerse a través
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de la agregacién de las contribuciones que realizan las categorias o grupos.
En términos simbdlicos tenemos entonces que:

(5.1) T, =D, +E,
donde:

T, es el valor que alcanza la medida de desigualdad global en el tiempo
genérico t.

D, simboliza la medici6én de la intradesigualdad en el tiempo t

E representa a la interdesigualdad en t

La ecuacién (5.1) resume en términos generales la descomposicion de las
medidas en su componente ‘‘dentro’’ y ‘‘entre’’. Asi, en el caso en que use-
mos como indicador de concentracién la varianza corregida por el efecto es-
cala tendremos que:

(5.2) % pad S Py
T=—<r—iD=¢_; S
K (Y.~ Y)yp,.
y Et - k, _ ) Py,
k= b'c.
La Gnica diferencia de esta simbologia con respecto a la usada anterior-

mente radica en que hemos agregado el subindice # para poner todos los tér-
minos en referencia al tiempo.

Pero si hubiésemos decidido usar la varianza de los logaritmos como medi-
da de desigualdad tendrfamos entonces que:

(5.3) T,=01:; D=1} y E =L,

Las formulas de cilculo y las definiciones de L, y L; , sc entregaron en
los capitulos anteriores, la Gnica novedad es el su mdlce que se refiere al
tiempo.

En el caso en que se haya decidido utilizar el indice de Theil como medida
—de concentracién tendremos que:

(54) Tt = }l‘l'.:; Ds = HD,t y El: = HE.:

Al igual que para la varianza corregida por el efecto escala y para la varianza
de los logaritmos, todos los simbolos de las igualdades (5.4) se definieron en
los capitulos anteriores.

La ecuacién que expresa la descomposicién del nivel de desigualdad glo-
bal se puede poner referido a un punto del tiempo cualquiera (t + s) donde
s#0:

(5.5) | Tews = Diss + By |
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Esta igualdad es totalmente aniloga a (5.1) y por lo tanto expresa en térmi-
nos generales la propiedad de descomposicién de la varianza relativa, del
indice de concentracién de Theil y de la varianza de los logaritmos. En con-
secuencia, es posible escribir un conjunto de ecuaciones anilogas a (5.2),
(5.3) y (5.4) con la Gnica diferencia que esta vez deben referirse al tiempo
(t+s).

(5.6) 5
S[z“ E. 1SE.t+s pl:.t+s
Tr.+s = Y: ; Dl+s = Y:?
§ (Y Y
“Y.JFpP
ki+s t+s ki+s
y E,, =—£=1
=
(5'7) Tt-u i Lfd-s; Dr+s = Lf).t+s ¥ Er.-ts = I‘%.l+s
(58) Tus = l_IT.t+s; Dus = HD.:+5 y Eus = HE,u-s

Si a la ecuacidn (5.1) le restamos (5.5) tenemos que:

(5.9)

ITI'Ttws = (D('Dr+i) + (Et'Eld-si

El miembro de la izquierda nos indica la variacién experimentada por el
nivel de desigualdad global entre t y t +s. El primer término de la derecha
nos sefiala el cambio que sufri6 el nivel de intradesigualdad entre ambos
tiempos y el segundo la variacién que en el mismo periodo afecté a la inter-
desigualdad. De acuerdo con estas interpretaciones, la ecuacién (5.9) nos
permite identificar la parte del cambio en el nivel total de desigualdad que
se debe a modificaciones en los niveles de intraconcentracién y diferenciarla
de aquella que se genera en alteraciones en los niveles de concentracion.
Puesto de otra manera, esta ecuacion nos permite identificar y cuantificar las~
variaciones experimentadas por la inter ¢ intradesigualdad como dos fuentes
que originan y agotan el cambio sufrido por el nivel global de desigualdad.
La variacién experimental por la intraconcentracién entre t y (t + s) unida a
la sufrida por la interconcentracion en el mismo lapso igualan al cambio que
afectd la reparticion de la variable en ese periodo.

Para interpretar los posibles resultados que puede arrojar la ecuacién (5.9)
supongamos que s> 0, es decir, que (t + ) es un instante de tiempo poste-
rior a t. Cuando el nivel de desigualdad es menor en (t + s) que en t:

T>T,,,
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asumira un valor positivo. Por el contrario un signo negativo seri el resultado
si:

T!< Tl +5

y deberd interpretarse como un aumento en el nivel de concentracién en el
lapso bajo consideracién. Luego, si (t + s) es un tiempo posterior a £, enton-
ces un signo positivo de (5.9) indica una tendencia hacia una distribucién
mis equitativa de la variable y uno negativo un aumento en el nivel de desi-
gualdad a través del tiempo.

De manera aniloga tenemos que si:

DI>D'¢S

entonces el primer términos de la derecha de (5.9) serd positivo indicando
queenty (t + s)se produjo un proceso de desconcentraciéon en la reparti-

cién intragrupal de la variable, y si
Dt < D( +5

el cambio serd negativo como consecuencia de un aumento en los niveles de
desigualdad dentro de los grupos.

De igual forma, un valor positivo en el segundo término de la derecha de
(5.9) nos sefiala que entre los grupos hubo una distribucion mas equitativa
de la variable en (t + s) que en t. Se tendrd un valor negativo en la situacién
exactamente contratia.

En este momento estamos en condiciones de afirmar que si (t +5) es un
tiempo posterior a t, tendremos que siempre que los componentes de (5.9)
tomen valores positivos se debe interpretar como una caida de los niveles de
desigualdad, y como un aumento cuando asuman valores negativos.

El signo del miembro de la izquierda de (5.9) resulta de alguna de las
cuatro combinaciones que se representan en la siguiente tabla:

Tabla 5.1. Composicion del cambio del nivel de desigualdad global

Cambio de la Intradesigualdad

Cambio de la + : :
Interdesigualdad = 3 i

Las casillas de la diagonal principal tienen una interpretacién inequivoca.
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La combinacién ( + , + ) indica que entre t y (t + s) ha sabido una tendencia
hacia la igualdad tanto en el interior de los grupos como entre ellos. La si-
tuacién opuesta se encuentra representada en la casilla definida por la com-
binacién (-,-). Es decir, en el lapso considerado hubo un proceso de con-
centracién no sélo entre los grupos sino que también dentro de ellos.

Las casillas de la diagonal secundaria pueden arrojar como resultado valo-
res positivos o negativos lo que dependeri de la magnitud de las medidas in-
volucradas. Por ejemplo, si tuvo lugar un proceso de concentracién dentro
de los grupos, pero simultinecamente se ha presentado una tendencia a la
igualdad entre los mismos (situacién representada por la casilla definida por
la primer linea y la segunda columna), el signo que asuma (5.9) ser4 positivo
s6lo en el caso que el movimiento hacia la igualdad entre las clases supere al
de la concentracién dentro. En la situacién contraria serd negativo.

En resumen, un movimiento hacia una distribucién mis equitativa de la
variable entre t y (t + s)se puede originar de las siguientes maneras: (i) Una
caida simultinea de los niveles de inter e intradesigualdad. (ii) Una merma
mayor en la intradesigualdad que el aumento da la concentracién entre cla-
ges. y (iii) una baja en los niveles de interdesigualdad mayor que el aumento
experimentado por la concentracién dentro de los grupos.

Un signo negativo se forma por una combinacién de movimientos exacta-
mente opuesta a la que hemos sefialado, es decir por: (i) Un aumento de los
niveles de concentracién dentro y entre los estatos. (ii) Un alza en la intrade-
sigualdad que supera al movimiento hacia la igualdad entre las clases (iii) Un
cambio hacia una intraigualdad menor que el aumento experimentado por
la concentracién entre estratos.

Para ilustrar estas ideas asi como para dar un mayor nivel de concrecién a
las formulas introduciremos un ejemplo numeérico.

Tabla 5.2. Distribucién regional (hipotética) del
ingreso en los tiempos t y (t + 3)

Norte Centro Sur

t (t+s) t (t+s) t (t+53)
31 33 15 15 1 10
18 20 12 12 2 15
29 31 22 22 7 30
20 25 10 10 37 45
46 50 24 24
41 41 35 35

85 85

43 43

49 49

33 33
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Esta informaci6n es bisicamente la misma que nos ha servido para ilustrar
el material que hemos entregado en el capitulo anterior, sdlo agregamos los
valores que asumen los ingresos en (t +s) y hemos supueso que la distribu-
cion original se referia al tiempo t.

Sobre la base de estos datos estamos en condiciones de evaluar la ecuacién
(5.9) para cada una de las tres medidas de desigualdad. Como en el capitulo
anterior ya calculamos los valores que asumian los indicadores en t s6lo nos
resta obtenerlos para el tiempo (t +s).

Para el caso de la varianza relativa tenemos que en (t + s) los elementos bi-
sicos que conforman la ecuacién de descomposicién toman los siguientes va-
lores:

Y., =33333:Y,,, =32800;Y, = 25.000;
Y,,, = 31.400
S =98.220;8;,, = 455.960;8;,,, = 187.500y

$2,, = 305.240

donde los subindices 1, 2 y 3 denotan las zonas norte, centro y sur respectiva-
mente. A partir de estos datos se obtienen las cuotas con que concurren las
inter ¢ intravarianzas para conformar la varianza relativa:

_305.240  _ | _(98.220) (0.300) , (455.960) (0.500)
(31.400y (31.400) (31.400)°
. {187.500) (0.200) ] [ (33.333 = 31.400) (0.300)
(31 400)“ (31.400)
i (32.800 — 31.400) (0.500) & (25.000 — 31.400) (0.200) ]
(31.400) (31.400)

Al realizar las operaciones indicadas se obtiene:
0.309 = 0.299 + 0.010

Segtn los cilculos realizados en el capitulo anterior sabemos que la
ecuacién en t es:
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0.471 = 0.386 + 0.085

Restando término a término a esta igualdad la inmediatamente anterior
encontramos el valor numérico que asume (5.9):

0.471 - 0.309 = (0.386 - 0.299) + (0.085 - 0.010)
0.161 = 0.087 + 0.074 '

Al ser menor el valor de la varianza en (t + s) que en t se concluye que dis-
minuyb la desigualdad de la distribucién del ingreso en ese lapso. Ademis,
la ecuacién nos dice que la caida en el nivel de concentracién se debe tanto a
una mejor reparticién del ingreso dentro de las regiones como a una distri-
bucidén mis igualitaria entre ellas.

Si bien estos cilculos los hemos efectuado siguiendo la l6gica que origina
la formula (5.9) también pueden ser realizados a través de la ecuacién:

2 2 2 SZ
(5 10) E: = Sh-s = [ SD.: -[:).H-S ] 5
Y Y? Y:

T+5 T t+s

que es la forma especifica que asume la ecuacién de decomposicién del cam-
bio cuando se usa la varianza relativa como indicador de desigualdad.

Al usar la varianza de los logaritmos la ecuacién de descomposicién del
cambio (5.9) toma la forma:

PRSI [FTO I [
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En la tabla 5.3 enttegamos la informacion:

Tabla 5.3. Distribucion regional (hipétetica) del logaritmo del ingreso en los tiem-
posty(t+s)

Norte Centro Sur
t t+Ss t t+s t t+s
3.434 3.497 2.708 2.708 0.000 2.303
2.890 2.996 2.485 2.485 0.693 2.708
3.367 3.434 3.091 3.091 1.946 3.401
2.996 3.219 2.303 2.303 3.611 3.807
3.829 3.412 3.178 3.178
3.714 3.714 3.555 3.555
4.423 4.423
3.761 3.761
3.892 3.892
3.497 3.497

que permite obtener los valores de las medidas bisicas y de este modo eva-
luar [(5.11)):

Y, . =3461;Y,,, =3.291;Y

Li+s

= 3.055;Y,,, = 3.295

It+s

S: . = 0.091; 82 . = 0.404; S

1t+s FAES]

= 0.343 ;82

(+5

= 0.318

W+

Segtin los cilculos realizados en el capitulo anterior, tenemos que:
L2=1110;L1} ., = 0.614YI.§_( = 0.496
y al evaluar las medidas de inter e intradesigualdad en (t +s):
L2, = 0.318
L3 .., = (0.091) (0.300) +(0.404)(0.500) + (0.343)(0.200) = 0.298
LZ,., = (3.462 — 3.295)(0.300) + (3.291 — 3.295(0.500) +
+ (3.055 = 3.295)%(0.200) = 0.020

Al alimentar (5.11) con los valores que alcanzan las medidas de desigual-



220 FERNANDO CORTES/ROSA MA. RUBALCAVA

dad en ios tiempos t y (t + s) concluimos que:

1.110 - 0.318 = (0.614 - 0.298) + (0.496 - 0.020)
0.792 = 0.316 + 0.476

Los signos positivos que afectan a todos los componentes de esta igualdad
nos permiten afirmar que entre ty (t + s) ha habido una tendencia hacia una
reparticion mis equitativa del ingreso la que se produce a consecuencia de
un doble proceso igualitario. En efecto, en el periodo hubo una descon-
centracién dentro de cada regi6n al mismo tiempo que disminuyeron las dis-
tancias relativas entre los ingresos de las zonas.

Si para medir el grado de desigualdad existente en las distribucionesen ty
(t +s) hemos usado el coeficiente entrépico de Theil, entonces (5, 9) asume
la siguiente forma:

(5.12) H. ~H, o [(H'Dt -Hy,. )+ H, —H; ..) ]‘

En la tabla 5.4 se encuentra la informacién necesaria para evaluar esta
ecuacion:

Tabla5.4. Proporcion (hipétetica) del ingreso regional que corresponde a cada obser-
vacion en t'y (1+3).

Norte Centro Sur
t t+s t t+s t t+s
0.055 0.053 0.027 0.024 0.002 0.016
0.032 0.032 0.021 0.019 0.004 0.024
0.052 0.049 0.039 0.035 0.013 0.048
0.036 0.040 0.018 0.016 0.066 0.072
0.082 0.080 0.043 0.038
0.073 0.065 0.062 0.056
0.152 0.135
0.077 0.069
0.088 0.078
0.059 0.053
0.330 0.319 0.586 0.522 0.084 0.159

Los datos de esta tabla nos sirven para calcular las entropias totales y la in-
formaci6n contenida en la Gltima linea constituye la base para obtener los
valores de las interentropias. Sin embatgo, para calcular la intraentropia es



TECNICAS PARA EL ESTUDIO DE LA DESIGUALDAD 221

necesario transformar los datos a participaciones de la unidades en el interior
de cada grupo:

Tabla 5.5 Proporcion (bipotética) del ingreso regional que corresponde a cada uni-
dad en relacion al total que pertenece a su grupo

Norze Ceniro Sur
t t+s t t+s t t+5

0.168 0.165 0.046 0.046 0.021 0.100
0.097 0.100 0.037 0.037 0.043 0.150
0.157 0.155 0.067 0.067 0.149 0.300
0.108 0.125 0.030 0.030 0.787 0.450
0.249 0.250 0.073 0.073
0.221 0.205 0.107 0.107

0.259 0.259

0.131 0.131

0.149 0.149

0.101 0.101
1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

Sabemos que la entropia total en t se descompone de la siguiente manera:

H, = 0.189 + 0.052 = 0.241
Al realizar los cilculos de las entropias en (t + s) obtenemos:

H ., =0144, Hy,, =0138 y H, = 0.006

LE+s t+s

sustituyendo estos valores en (5.12):
0.097 = 0.051 + 0.046

Estos resultados permiten concluir que entre ty (t + s) hubo un proceso de
redistribucién del ingreso que ha favorecido tanto a los més pobres dentro de
las regiones como a las zonas mis desposeidas.

Para finalizar esta seccién, quisiéramos sefialar que cuando es posible
expresar el indice como combinacién lineal de efectos, la medicién del cam-
bio en los niveles de desigualdad es agregativa en el tiempo. Supongamos
que tenemos informacién para un tercer punto en el tiempo que representa-
mos por £ y que es posterior a 5(r >s), de manera que t, (t +s) y (t + 1) se ubi-
can en una secuencia temporal. El cambio experimentado por la desigualdad
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entre (t+5) y (t + 1) se puede expresar como:

(5.13) [T.-T. =®.-D,)+E,,—E.)

L+5 L+5 t+r

Esta ecuacién surge como una traslacién temporal de (5.9). Al sumar tér-
mino a término las ecuaciones que descomponen el cambio entre # y (t +s)
[(5.9)] y entre (t+5) y (t +r) [(5.13)] tenemos:

(Tt'Ttws) + (Tn-s l+:) o (D Dl...,) +
* (D(+5‘D:+r) * (Et t+s) + (E(a-s -Et-t[)
cancelando términos, llegamos a:
(5'14) [KT('THJ) = (Dt-Dt+r) + (F‘t'Et+r)]

Esta ecuacion nos indica que el cambio experimentado por el nivel de de-
sigualdad entre t y (t + 1) también se puede obtener sumando la vatiacién
entre ty (t+5s)y entre (t+s)y (t+1).

Con el propésito de dar concrecién a la propiedad agregativa en el tiempo
de las medidas bajo consideracién, supongamos que la distribucién regional
del ingreso en (t +r) es:

Tabla 5.6. Distribucion regional (hipétetica) del ingreso en (t+71)

Norte Centro Sur
33 15 12
20 12 20
31 22 30
25 10 45
50 24
41 35

85
43
40
33

La dnica diferencia con la distribucién en (t + s) se encuentra en que los
dos ingresos mis bajos de la zona sur aumentaron, lo que deberi reflejarse
en una caida en el nivel de desigualdad.

Los cilculos de las tres medidas aplicadas sobre esta informaciéon han arro-
jado las siguientes ecuaciones de descomposicién:
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(i) Varianza relativa
0.294 = 0.287 + 0.007

(ii) Varianza de los logaritmos
0.288 = 0.277 + 0.011

(iii) Coeficiente entrépico de Theil
0.134 = 0.131 + 0.003

Si recordamos que las ecuaciones que descomponen la medida de desi-
gualdad en la suma de inter mis intraconcentracion en t y (t +s) fueron:

(i) Varianza relativa
en t: 0.471
en (t+s): 0.310

0.386 + 0.085
0.299 + 0.011

[}

(ii) Varianza de los logaritmos:
en t: 1.110 = 0.614 + 0.496
en (t+s): 0.318 = 0.298 + 0.020

(iif) Indice de concentracién de Theil:
en t: 0.241 = 0.189 + 0.052
en (t+s): 0.144 = 0.138 + 0.006

Las diferencias de los niveles de concentracién entre pares consecutivos de
puntos en el tiempo son:

(1) Diferencias entre varianzas relativas
Entre ty (t +s): 0.161
Entre (t+s) y (t+1): 0.016

Al sumar término a término estas igualdades obtenemos:

0.087 + 0.074
0.012 + 0.004

0.179 = 0.100 + 0.079

Igualdad que es idéntica a la diferencia entre las ecuaciones en t y en (t + ).
Es decir, la suma de los cambios consecutivos entrega como resultado la va-

riacién total.
De la misma manera se puede comprobar la propiedad de cambio en la

descomposicién temporal para:

(i) Varianza de los logaritmos
Entrety (t +s): 0.792
Entre (t +s) + (t +1): 0.030

0.316 + 0.476
0.021 + 0.009
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La suma es igual a: 0.822 = 0.337 + 0.485
Que es igual a la diferencia entre las ecuaciones en # y (t + 1)

(iii) Indice de Theil

Entre ty (t +s): 0.097 = 0.051 + 0.046
Entre (t +s)y (t +1): 0.009 = 0.007 + 0.002
La suma es: 0.106 = 0.058 + 0.048

Ecuaci6n idéntica a la que se obtendria al hacer el cilculo directamente en t
y (t+1).

La propiedad de descomposicién temporal de las tres medidas de desi-
gualdad se puede extender a un nimero cualquiera de puntos en el tiempo.
Como la generalizacion sigue exactamente el procedimiento que hemos
descrito para el caso de tres puntos no insistiremos. A continuacién nos pre-
ocuparemos por estudiar la descomposicién de las medidas de desigualdad
desde otro dngulo.

5.3 Contribucion que realizan los grupos al cambio temporal de la desigualdad

En la seccién anterior vimos c6mo se puede usar el teorema de descomposi-
cién para analizar las fuentes que han provocado el cambio en los niveles de
desigualdad entre dos puntos del tiempo. Pero el potencial analitico no se
agota en este punto ya que a partir de la ecuacién que descompone la desi-
gualdad global en la suma de la inter mis la intradesigualdad, es posible al-
canzar un mayor nivel de desagregacién que permite identificar el aporte
que realiza cada grupo (o cada categoria de clasificacién) a la concentracién
global.

Es una propiedad comin a la varianza relativa, al coeficiente entrdpico de
Theil y a la vatianza de los logaritmos, el que las medidas de inter e intrade-
sigualdad se descompongan en un punto t cualquiera del tiempo segiin:

K
(5.15) D:=D,+D,+---+D."§ D

K
(5.16) E=E, +E+...+B =2 B

En estas ecuaciones referidas al tiempo t, tenemos que D, y E, representan
el aporte que realizan la inter y la intraconcentracién a la desigualdad glo-
bal. Los términos genéricos D,  y E, , simbolizan la conttibucién que hace el
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grupo £ a la intra e interdesigualdad respectivamente. En consecuencia, la
igualdad (5.15) nos dice que el nivel que alcanz5 la intraconcentracién en el
tiempo # puede verse como la suma de los aportes que realizan los diversos
grupos. Y la ecuacién (5.16) puede ser interpretada como la suma de las
contribuciones que realizan los grupos para conformar el grado de interdesi-
gualdad existente en #. En ambos casos el nivel que haya alcanzado la desi-
gualdad (ya sea inter o intra) se agota en los aportes hechos por las
categorias.

Al sumar término a término las dos ecuaciones precedentes, llegamos a
una igualdad matemitica que nos proporciona una nueva manera de anali-
zar el nivel de concentracién global en el tiempo t:

(5‘17) th = D( + EI =(Dl.t + El,()+(D2.t + EZ.()+ S '+(DK.\',+ EK.I)|

Todos los simbolos que componen (5.17) se definieron anteriormente.
Ahora bien, cada término entre paréntesis del miembro de la derecha nos
proporciona un indicador de la cuota con que concurre cada grupo a la desi-
gualdad global. Aiin mis, nos permite distinguir aquella parte que se origi-
na en la intravariabilidad, de aquella que se debe a la intervariabilidad. Por
ejemplo, un término cualqutcra (D, + E, ) evalta el aporte que realiza a
l2 desigualdad global el grupo £, al mismo tiempo que nos permite separar
la parte que se debe a la reparticién mtra.gmpos (D, ,) de aquella que pro-
viene de la distribucién intergrupos (E, )

Asi como las ecuaciones (5.15) y (5. 16) nos permiten obtener una medida
de la contribucién de los grupos a la inter e intraconcentracién, la igualdad
(5.17) nos proporciona una manera de descomponer el nivel de desigualdad
global en los aportes de cada una de las categorias.

Las igualdades (5.15), (5.16) y (5.17) se pueden desplazar al tiempo (t + )
(en que s>0) de manera que:

(5.18)|]D =D

K
(5'19) Er*s 2 El.t-n * E!.H's L EK,(A-! = Z Elm—s
k=1

T =D, +E_=(@D

1 T+5 t+5

Kt-&s EK(+$

li+s lu-s) + (D2[+s El.t+i)+ T

(5.20)
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Estas igualdades son enteramente anilogas a las tres anteriores por lo que
no repetiremos las interpretaciones a que da lugar, la Gnica diferencia se en-
cuentra en la referencia al tiempo, cuestién que ha originado que uno de los
subindices sea (t +s) en lugar de t.

Al restar (5.18) a (5.15) disponemos de una ecuacién que nos permite
analizar la composicién del cambio en la medida de intradesigualdad.

(521) I Dr._Du-s = (Dl.t_D ) #* (DI,t-Dz,us) ...t (DK.(_DK,Hs)l

lu+s

Cada término entre paréntesis del miembro de la derecha nos indica el
aporte de cada una de las K categorias a la intraconcentracién. La suma con-
forma la variacién que ha experimentado la intradesigualdad entre £y (t + s).

Un resultado similar, aunque esta vez para la medida de interconcentra-
cién, se obtiene al establecer la diferencia término a término entre (5.16) y
(5.18).

(522) IEE“" = ( 1.t 1t+s) + (E 2l+s) +.o..F (EK.t_EK,us)J

Esta ecuacién nos permite examinar los componentes del cambio que han
afectado a la desigualdad entre t y (t +5). Los términos del miembro de la
derecha nos muestran las alteraciones que han sufrido los k grupos en sus po-
siciones relativas entre ty (t +s), las que sumadas conforman una medida del
cambio de la concentracién en el periodo.

Llegamos a un resultado totalmente anilogo al restar término a término la

igualdad (5.20) a (5.17):

(5.23)

I-T,., -©-D.)+ EE.) - [0, D,.)+ B, +E.)] -

+ [(D:.:_Dz.m) + (Ez.:_E:,m)] :

+ [(DKJ—DK_“,) + (Eq(.:-EK.tﬂ)]
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La igualdad (5.23) descompone el cambio que ha experimentado entre t y
(t +s) el nivel global de desigualdad (miembro de la izquierda) en, por una
parte, las modificaciones que han afectado en ese periodo a las medidas de intra
¢ interdesigualdad (miembro del centro) lo que no es mas que una reitera-
cién de lo expuesto en la seccion precedente y por otra parte, en las altera-
ciones que en ese lapso han sufrido las categorias. Cada término encerrado
entre corchetes nos provee de una medida del peso con que concurre cada
grupo al cambio en la medida de desigualdad global. Las diferencias en-
cerradas por los paréntesis separan la parte que se origina en alteraciones en
la intradesigualdad y la que proviene de la interdesigualdad en el periodo
bajo consideracién.

En cuanto a los signos que pueden afectar los términos que constituyen es-
tas ecuaciones no hay mucho que agregar con respecto a lo dicho en la sec-
cién anterior. Tendremos un signo positivo si con el transcurso del tiempo la
distribucién de la variable es cada vez mis equitativa y uno negativo en la si-
tuacién contraria. Por lo tanto, en el caso que

D, >D

kit+s

se tendri que el grupo genérico £ habri hecho una contribucién a la
intraigualdad en la reparticion de la variable y si

Dk.t <D

kt+s

el aporte de la categoria £ serd en favor de la concentracion intracategorias.
Se presenta una situacién aniloga en el caso de la medida de desigualdad
entre grupos, la inecuacién

Ek,t > Ek.t +5

nos sefiala que el grupo £ hace una contribucién a la igualdad entre las
categorias, y que por el contrario si

E. <E.,

entonces es hacia la concentracién entre estratos.
El que una categoria cualquiera £ contribuya a la igualdad o a la con-
centracién global dependeri de si la expresidn:

(Dk‘t - Dk,c +s) * (Ekt - Ek.ns)

Es positiva o negativa. Si es positiva el aporte serd hacia una mayor igual-



228 FERNANDO CORTES/ROSA MA. RUBALCAVA

dad en (t + ) que en t y si es negativa hacia un incremento en los niveles de
desigualdad.

Los distintos caminos a través de los cuales se puede llegar a un signo posi-
tivo 0 negativo en la medida de desigualdad total son bisicamente los tres
que hemos examinado en la seccién 5.2, lo que nos proporciona una buena
excusa para no exponerlos en ésta.

A lo largo de esta exposicién hemos entregado las ecuaciones que permi-
ten estudiar la desigualdad global en términos de las cuotas con que con-
curren cada uno de los grupos sin hacer referencia a ninguna medida en parti-
cular. En las paginas siguientes examinaremos las formas especificas que
adoptan las ecuaciones de descomposicién del cambio cuando se usan como
medidas de concentracién la varianza relativa, la varianza de los logaritmos y
el coeficiente enttépico de Theil. Usaremos la informacién contenida en las
tablas de la seccién precedente para ilustrar las aplicaciones de los indicado-
res de desigualdad bajo estudio.

Si optamos por la varianza relativa para medir el grado de desigualdad
existente en una distribucién de frecuencias, entonces la ecuacién (5.21) to-
ma la forma:

(5.24)

2
dr dus
?z

( Sélt _ S:ll R
Yz

t+5

)'l'
1:+5

( an; Szd!,n-s )+ ------ + Sjk t — Sslk,(+s )
Y T2 ¥?

L+5 i t+s

La ecuacidn (5.22) que permite identificar los aportes que realizan los giu-
pos a las alteraciones temporales en la intervariabilidad sera:

(5.25)
Sf,l e Sgn-s ( e!.r. i S:l T+5 )+
?(2 ?f-rs Yf*’
. ( SEI,: Siz.l +5 )+ ...... 4 ( ek, S:k t+5 )
Ytz t2+s ?Ez Y? H
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Y la ecuacién (5.23) que descompone el cambio que ha experimentado la
desigualdad entre t y (t +s) en funcién de los aportes de las K categorias, asu-

me la forma:

(5.26)

SZ

t T+5

t+s

[( Sﬁil S§II:+S ) ( elt S:l.t+sl )]
== +
le-u Y12+s
ﬂ\\
[( dz: S§21+s ) ( S:Zt SSI 45 )]
— + e — + u s
Y: o : LR
" [( Sg:t Ssk.lﬂ )+ ( S:k.t _ S:ktn )]
Y: e Y ¥

T+s

Sobre la base de la informacién contenida en la tabla 5.2 procedimos a cal-
cular los distintos elementos que conforman estas tres iitimas ecuaciones:

Tabla 5.7. Medias aritméticas y varianzas de la distribucion regional ingreso en t y

(t+3)

Promedios
Varianzas
Ponderaciones

Regiones
Norte Centro Sur Total
t (t+5s) t (t +5) t (t+5) t (t +5)
30.833 33.333| 32.800 32.800{11.7500 25.000| 28.000 31.400

103.139 98.222
0.300 0.300

455.960 455.960)

0.500 _0.500

217.688 187.500
0.200 _ 0.200

302.460 305.240

En este ejemplo tenemos sélo tres categorias o grupos (k = 3) por lo que cada
una de las ecuaciones tendri tres componentes, cada uno de los cuales repre-
sentari la contribucién de la region correspondiente al cambio en la intra, en
la inter o a la desigualdad total.
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Al sustituir los valores adecuados de la tabla (5.7) en la igualdad (4.24) te-
nemos:

302.459 _ 294.947

(28) (31.4y
[ 103.139)0.300) _  (98.222)(0.300) ]+
L (28) (31.47
. [_s5.960)0.500)  _ _(455.960)(0.500)
o (28) (31.4y
. [__(217.688)0.200)  _ _(187.5)0.200) ]
: (28) / (31.4y

Realizando las operaciones encontramos que el cambio en la intradesigual-
dad asciende a:

(0.386 — 0.299) = (0.039 — 0.030) + (0.291—0.231) + (0.056—0.038) =
= 0.087 = 0.009 + 0.060 + 0.018

El signo positivo que afecta a todos los términos de esta igualdad indica
que entre ty (t +s) todas las cuotas regionales fueron hacia una mayor igual-
dad lo que se manifiesta en una caida en la medida de intradesigualdad. En
la seccién anterior habiamos constatado la disminucién en la intraconcentra-
cién, ahora podemos identificar las fuentes que han provocado el cambio.
Asi por ejemplo, los valores numéricos que componen la dltima ecuacién
permiten afirmar que en términos absolutos el aporte mayor a la intraigual-
dad se debe a la zona central, cuestién que resulta sorprendente si examina-
mos los datos originales. En efecto, la informacién contenida en la tabla
(5.2) se caracteriza porque la distribucién del ingreso en la zona central se
mantuvo constante entre ¢ y (t + s) entonces ;Como es posible que sea justa-
mente esa regién la que realiza un mayor aporte 2 la intraigualdad? Ello se
debe al factor de correccién Y?, porque al aumentar el promedio entre t y
(t +5), no habiéndose alterado la varianza ni la ponderacién, necesariamente
debe caer la relacién S?;, | /Y?  con respecto a S, /Y2 Nos encontramos

d2,c+s t+s
asi con el hecho de que el factor de correccién provoca un cambio en la medi-
da de intradesigualdad que no corresponde a una alteracion genuina en la
concentracién de la variable.

En el capitulo anterior habiamos visto que tanto las transformaciones pro-
porcionales aplicadas a todos los grupos, excepto por lo menos uno, como la
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multiplicacién de las categorias por constantes distintas provocaban altera-
ciones en la intravarianza corregida por el efecto escala sin que ello corres-
pondiera a modificaciones en los niveles de intradesigualdad. Ahora consta-
tamos que la medida de intravariabilidad corregida puede llegar a marcar una
contribucién de una categoria al cambio, sin que se hayan alterado los valo-
res de variable en el tiempo. Es el factor de correccién el que hace aparecer
un cambio en la medicién sin que ello sea reflejo de una modificacién efecti-
va del nivel de intradesigualdad.

Dado que el cambio en el aporte a la intraconcentracién se realiza en cada
categoria a partir de valores ubicados en distintos niveles, setia conveniente
entregar también medidas de sus modificaciones relativas. Asi, por ejemplo,
en la zona norte se pasa de 0.039 a 0.030 lo que significa una caida del
24.30%, de igual modo la baja en la zona central es de 20.47% y la de la re-
gién sur alcanza a 31.65%.

La informacién de la tabla 5.7. tambxen nos sirve para evaluar la ccuac16n_
(5.25) que nos permite identificar el aporte de los grupos a la interdesigual-
dad. En efecto, al reemplazar los valores numéricos adecuados en (5.25) te-
nemos:

66.740 _ 10.293
(28) (31.4)

(30.833-28.000(0.300)  _ _(33.333 — 31.400)(0.300)
(28.000) (31.4000)

(32.800 ~28.000$(0.500) , (32.800 = 31.400)(0.500) ]
(28.000) (31.400)

. [ (11.750 — 28.000)(0.200) _(25.000 — 31.400)(0.200)
(28.000) (31.400y

Al realizar las operaciones llegamos a:

(0.471 - 0.310) = (0.003 — 0.001) + (0.015—0.001) + (0.067 — 0.008) =
= 0.075 = 0.002 + 0.014 + 0.059

Como los componentes de esta ecuacion son todos positivos, es posible
sostener que en ¢l periodo comprendido entre t y (t +s), hubo un movi-
miento hacia una mayor interigualdad que ha resultado de una tendencia a
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una distribucién mis equitativa del ingreso en el nivel regional. Las rentas
promedio de las tres regiones se encuentran mis proximas a la media general
en (t+s) que en t, cuestibn que se puede observar directamente en la tabla
(5.7). La contribucién mis significativa es la que tuvo lugar en la zona sur
que ha mis que doblado su renta media en tanto que la regién norte experi-
menté una pequefia alza y la de la sur se mantuvo.

Aun cuando en términos absolutos es la zona sur la que mas contribuy6 a
la interigualdad, desde el punto de vista del cambio relativo este papel le
cotrespondié a la zona central, cuya media ha pasado de estar bastante por
encima del promedio general en t a ubicarse en la cercania del mismo pero
en (t +s). La zona central experiment6 una baja de 93.2% en (t +s) con res-
pecto a t, seguida por la regién sur que fue de 87.7% y por el norte cuyo
aporte relativo a la caida en el nivel de interdesigualdad fue de 64.5%.

Para evaluar el cambio en el nivel global de desigualdad tenemos dos posi-
bilidades, o bien procedemos a reemplazar los valores numéricos en los tér-
minos de la ecuacién (5.26) o bien sumamos término a término las cuotas
con que concurren los grupos a la formacién de la inter e intraconcentracién.
Siguiendo este altimo camino llegamos a obtener el siguiente resultado:

0.162 = (0.011 + 0.074 + 0.077)

Esta ecuacién muestra que entre t y (t +s) tuvo lugar un proceso progresi-
vo de distribucién del ingreso y que gran parte de esta tendencia se debe a
las contribuciones realizadas por las zonas sur y centro. Anteriormente iden-
tificamos la parte de este cambio que se genera en un proceso de intraigual-
dad y la que se debe a uno de interigualdad, ahora queremos destacar que el
aporte que hace la zona central a una reparticién mis democritica del ingre-
so se debe en gran parte a que la intravarianza ha marcado un efecto espurio.
Recuérdese que la distribucién del ingteso de la zona central no se modificd
entre ty (t +s) y que paraddjicamente es ésta la que hace el mayor aporte a la
intraigualdad. La contribucién total de la regién del centro es igual a:

0.074 = 0.060 + 0.014

en que el primer sumando del miembro de la derecha muestra una tenden-
cia ilusoria a la equidistribucién. Es decir, gran parte del 0.074 (exactamente
0.060) es una creacion del instrumento utilizado para medir la desigualdad.

Examinemos a continuacién la forma que adoptan las ecuaciones (5.21),
(5.22) y (5.23) cuando decidimos usar la varianza de los logaritmos. Con la
informacién de la tabla 5.2 ilustraremos la forma de cilculo y bosquejaremos
el tipo de anilisis que es posible realizar.
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Al especificar la ecuacién (5.21) en términos de la varianza de los logarit-
mos tenemos:

(527) I%:t _Lf):(.s e (112:).1;{ = LIZJ.I‘.H&) + (LE).Z;: = I'E).z:ns) o & b
+ (le:).K.r - L%.K:tﬂ)

igualdad que nos permite calcular el aporte que realizan los K grupos al
cambio en el nivel de intraconcentracion.

Las contribuciones de las K categorias a la interigualdad entre ty (t +5) se
obtienen a través de:

(528) I%;l o LzE;ns = (I‘é,l;l = I‘%.l;t +s) * (Lé.Z:l - I-E.Z:l +s) Foais wok
. + (Lé.k;l s le‘..k;l +;}

férmula que resulta directamente de (5.22).

A partir de (5.23) obtenemos la ecuacién que nos permite calcular el apor-
te de los grupos a la variacién de la desigualdad total entre ty (t+5).

(5.29)

-1, = [0 Vo) s @ 12,,.0 | +

Ao go-g0]

o[ e~ B G~ 1 |

Al igual que en el caso de la ecuacién (4.26) cada término encerrado entre
corchetes representa a la contribucién total que realiza cada grupo al cambio
en el nivel de desigualdad. El primero de los términos encerrado por un pa-
réntesis (a su vez entre corchetes) indica la parte de la variacién que se debe a
las alteraciones dentro de los grupos y el segundo a los cambios en las posi-
ciones relativas de los agregados.

En la siguiente tabla presentamos de manera resumida las medidas
estadisticas que permiten evaluar las tres Gltimas ecuaciones que hemos pre-
sentado.
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Tabla 5.8. Medias aritméticas y varianzas de la distribucién regional (hipotética)
del logaritmo del ingreso en t y (t+3)

Regiomes

Norte Centro Sur Total
t (t +5) t (t +5) t (t+5s) t (t+s)
Promedios 3.372 3.462 | 3.291 3.2911] 1,563 3.055| 2.970 3.295
Varianzas 0.117 0.091 | 0.404 0.404 | 1.885 0.343 ] 1.110 0.31%

Ponderaciones 0.300 0.300 | 0.500 0.500| 0.200 0.200| — —

Sobre la base de esta informacion resulta relativamente simple evaluar las
ecuaciones (5.27), (5.28) y (5.29). En efecto, la igualdad (5.27) asume los si-
guientes valores:

0.614 - 0.298 = (0.035 - 0.027) + (0.202 - 0.202) + (0.377 - 0.069) =
= 0.316 = 0.008 + 0.000 + 0.308

Esta ecuacién nos permite sefialar que entre ty (t +s) tuvo lugar un proce-
so de distribucién mis equitativa en el interior de las tres regiones. Que la
contribucién absoluta y relativa mis importante se debe a la zona sur y que
a la zona central no le ha cabido participacién alguna en el proceso de
intraigualdad’. Ya sabiamos desde el capitulo anterior que la varianza de los
logaritmos era insensible a las transformaciones proporcionales aplicadas
sobre algunos grupos (no todos) y a la multiplicacién por constantes diferen-
tes. A través de este ejemplo vemos que a diferencia de la varianza corregida
por efecto escala no genera un efecto ilusorio sobre la medida de intradesi-
gualdad.

Las modificaciones que han afectado a las posiciones relativas de los gru-
pos entre t y (t +s) se pueden estudiar 2 partir de la evaluacién de la igual-
dad (5.28):

(0.497 - 0.019) = (0.049 - 0.008) + (0.052 - 0.000) +
+ (0.396 - 0.011) = 0.478 = 0.041 + 0.052 + 0.385

El cambio en favor de una mayor interigualdad en (t +s) con respectoa t
se debe fundamentalmente al alza que han experimentado en este petiodo
los ingresos de la zona sur y a una relativa estabilidad en las otras dos re-
giones.

La simple observacién de los datos expuestos en la tabla (4.2) nos permite
ver que los cambios que registran la intra y la intervarianza de los logaritmos
siguen bastante de cerca las alteraciones que afectan los datos entre t y (t +s).

! No hay que olvidar que la contribucin resulta del producto de la varianza por la ponderacién.
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Los ingresos bajos de las observaciones de la zona sur se elevaron sustancial-
mente y en términos relativos aumenté menos el valor mis alto, lo que se
refleja en una disminucién importante en la medida de intradesigualdad.
Por otra parte, ¢l sur que originalmente estaba en la peor posicién relativa,
es decir, muy distante de las otras regiones mejoré acortando la distancia con
respecto a las otras regiones al mismo tiempo que el centro y el norte se apro-
ximaron al promedio general. Estos movimientos son los que explican que
sea la region sur la que concurra con un mayor peso al proceso de igualdad.

El resultado que nos entrega la ecuacién que descompone el cambio total
es:

0.794 = 0.049 + 0.052 + 0.693

La mayor parte del cambio en favor de una distribucién mas equitativa del
ingreso entre t y (t +s) se origina en la contribucién que realiza la zona sur.
Los anilisis previos nos muestran que ello se debe a una combinacién de
efectos casi similares, producto de procesos tendientes hacia la equidistribu-
cidén tanto en su interior como en comparacién con las otras dos zonas.

Consideramos a continuacién la forma que asumen las ecuaciones que
expresan los cambios en los niveles de desigualdad, cuando usamos el coefi-
ciente entrdpico de Theil.

La ecuacién (5.21) asume la forma

HD;( - HD;(c-s = [HD.I:( = HD.l:n-s ] ¥ [HD.Z:( = HD.Z;(+3 ] +...t

[HD,K'.K - HD.K'.!-'—S]

Del mismo modo especificamos la igualdad (5.22)

(5.30)

(5.31)

+...+ [HE.K;t - HE-K:'” ] I

Estas dos tltimas ecuaciones permiten examinar los componentes del cam-
bio de la intra e interdesigualdad entre t y (t +s) en funcién de las contribu-
ciones realizadas por los grupos.
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Cuando se usa la entropia como indicador de desigualdad la ecuacién
(5.23) asume la forma:

(5.32)

H’I’,[ - HT.us = (HD.l;t = HD.l;lu) + {HE.l;t — HE,I:(+5)
+ (HD.ZJ e HD.I;( +s) + (HE.Z'.t i HE.]‘.I'S) *+..

+ (HE.K;t = HE.K;( +s)

.+ (HD,K:( - HD,K;: +s) +

Esta ecuacién que también resulta de la suma término a término de (5.30)
y (5.31) nos permite examinar el cambio en el nivel global de desigualdad en
el periodo bajo consideracion identificando los aportes que han realizado las
distintas categorias.

En seguida procederemos a evaluar estas ecuaciones a partir de la informa-
cién de la tabla 5.2. Los datos bisicos necesarios para alimentar las f6rmulas
se despliegan en la siguiente tabla.

Tabla 5.9 Entropias regionales en t y (t+5) y participaciones relativas de las regiones
en el ingreso y en la poblacion en ese periodo

Norte Centro Sur Total
t (t+s) t (t+5) t (t+5) t (t+5)
Entropias 0.055 0.043] 0.191 0.191[ 0.698 0.152] 0.240 0.144
Part. en el
ingreso 0.330 0.319| 0.586 0.522| 0.084 0.159| 1.000 1.000
Part.en la
poblacién 0.300 0.300| 0.500 0.500| 0.200 0.200 | 1.000 1.000

La composicién regional del cambio en la intradesigualdad entre ty (t +5)
se obtiene a través de la ecuacién (5.30);

(0.189 - 0.138) = (0.018 - 0.014) + (0.112'- 0.100) +

(0.059- 0.024) = 0.051 = 0.004 + 0.012 + 0.035

El hecho de que todos los términos de esta ecuacion sean positivos nos per-
mite sostener que en (t +s) la distribucién del ingreso dentro de cada regién
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ha sido mds equitativa que en t. Es decir, se produjo en las tres zonas una
redistribucién interna que resulté en una mayor intraigualdad a través del
tiempo.

En términos absolutos las contribuciones mis significativas al proceso de
igualdad fueron las realizadas por las zonas sur y centro, mientras que las
disminuciones relativas mis importantes se deben a las regiones sut y norte.

Al igual que en el caso de la varianza corregida por el efecto escala, resulta
sorprendente que el indice de Theil registre un aporte a la intraigualdad de
la zona central, en circunstancias que sabemos que entre t y (t +s) permane-
cié inalterada su distribucién interna del ingreso. Si observamos los datos
contenidos en la tabla 5.9 encontramos que entre ty (t +s) no se modificé la
entropia de la regién central, lo que refleja adecuadamente lo acontecido
con los datos originales, sin embargo, su contribucién a la intradesigualdad
si cambid porque entre esos puntos del tiempo variaron las ponderaciones.
No hay que olvidar que las cuotas de los grupos a la intraentropia resultan
del producto de sus participaciones relativas en la variable pot sus correspon-
dientes entropias. Es la variacion experimentada por el peso lo que modifica
el aporte que hace la regi6n central a la intradesigualdad lo que origina que
en la medicién aparezca un efecto espurio en tanto no corresponde a cambios
efectivos en la distribucién interna del ingreso. Lo mismo que la varianza
corregida por el efecto escala, el indice de concentracion de Theil puede lle-
gar a registrar modificaciones en el aporte a la intradesigualdad sin que se
produzcan variaciones en los datos originales.

Al evaluar la ecuacién (5.31) tenemos que:

(0.052 - 0.006 )=(0.032 - 0.019 )+(0.093 - 0.023 )+[-0.073 - (-0.036)] =
= 0.046 = 0.013 + 0.07 - 0.037

Entre t y (t +5) tuve lugar un proceso que llevé a una mayor igualdad en la
distribucion del ingreso inr-grupal. Al observar la manera como se conforma
la medida de interdesigualdad nos encontramos con que las contribuciones
de las zonas norte y centro fueron en el sentido de una distribucién del
ingreso regionalmente mis equitativa. El signo negativo que afecta al valor
asociado a la regidn sur debe interpretarse como una contribucién a la inter-
desigualdad. Sabemos que la entropia asume un signo negativo en tanto la
participacién en el ingreso es menor que en las unidades, es decir, es negati-
va en el caso de las observaciones perjudicadas. En este ejemplo, la regién sur
tiene una participacién permanentemente desmejorada en la distribucién de
la renta (-0.073 en t). Cuando mejora en (t +s) peto no lo suficiente como
para pasar a ser una de las beneficiadas (-0.036) aparece con un saldo
neto negativo que corresponde al aporte a una mayor interigualdad en la re-
particién del ingreso por zonas geogrificas en tanto mejord su posicion rela-
tiva.
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Los pesos totales con que concurren las regiones a una distribucién mis
equitativa del ingreso en (t + s) que en t se cuantifican a través de la ecuacién
(5.32):

0.097 = 0.017 + 0.082 + (-0.002)

Este resultado es una consecuencia directa de los movimientos entre t y
(t +s) que ya hemos analizado. Hay que recordar que parte de la contribu-
cidén que realiza la zona del centro es consecuencia del instrumento de medi-
cibén.

En la seccién anterior demostramos y comprobamos numéricamente que
las medidas bajo estudio son agregativas en el tiempo. Una propiedad total-
mente aniloga se cumple en el caso en que disponemos de las contribuciones
de los grupos al cambio toral. En efecto, la variacién de la desigualdad entre
(t+5) y (t +r) se puede descomponer:

(T

t+s_Tt+r)=(Dl,!os_D )+(D2_I+SD2.t+l‘)+ ek

To+r

(5.33)
+ (DKI bs_DK_( + r) + (El,( .g_El_: + r) + (Ez_t + s-El,r_ + r) +...+

+ (B B L)

Sumando término a término la ecuacién (5.33) a la (5.23) se llega a:

(5.34)

(T:_Tt+s) + (Tl +5-Tt4r) = [(D“"D” +s) * (Dl.t ‘s—Dl.t-ﬁr) ] +
¥ [(DZ,I_DZ.(-M) + (D2,| +1_ Dz_;”) ] +...

+ [(DK,K_DK,:H)"'(DK,M_‘DK,M)] +* [(El.c"El,u;).*(ELM“ELM)]*

N (RN NN=0] FONY (LS I
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Resolviendo los paréntesis encontramos que:

(535) (T T{+r)"(D Dll+r)+(D DIH-:) * x +(DK t_DKHr)

+(E Elt+r)+(E2t Ez:u o +(EK _'EKt+r

La ecuacion (5.34) suma los cambios experimentados por la desigualdad
entre t y (t+s) y entre (t+s) y (t+r). Los desarrollos algebraicos nos
muestran que el resultado que se obtiene es idéntico al que se llegaria al cal-
cular directamente entre t y (t +r). El lado derecho de (5.35) nos permite
afirmar que lo anterior es valido también para la contribucién realizada por
cada grupo.

La tabla (5.10) que se genera sobre la base de la informacién de las tablas
5.5 y 5.6 permite la comprobacién numérica de esta propiedad:

Tabla 5.10 Cambios de las medidas de desigualdad entre puntos en el tiempo

Varianza relativa entre: Varianza de los Entropia entre:
logaritmos
Regiones fy(t+s) (v+shy(t+1) eyt + o} syt +s) (t+s)y(e+6) sy(t+1) | oy(t+s) (t+s)y(v+e) sylt+1)
Norte 0.012 0.001 0.013] 0.048 0.002 0.050] 0.017 0.004 0.021
Centro 0.073 0.006 0.079( 0.052 0.000 0.052) 0.082 0.007 0.089
Sur 0.077 0.011 0.088] 0.693 0.028 0.721]-0.002 -0.001 -0.003
Total 0.161 0.018 0.179] 0.793  0.030 0.823] 0.097 0.010 0.107

Tanto para el cambio en el nivel de desigualdad global como para las
contribuciones realizadas por las regiones se cumple que la variacion entre t y
(t +t) es igual a la suma de las modificaciones que experimenté la concentra-
cién entre ty (t +5s) y entre (t +5) y (t +1).

5.4 Aplicaciones

En esta seccién se continda la exposicién de los ejemplos con datos reales
presentados en el cuarto capitulo. En esa oportunidad nos preocupamos por
indagar acerca del peso con que concurrian la inter y la intradesigualdad para
formar el nivel global de concentracién, asi como por cuantificar los aportes
de los diferentes agregados.

Ahora pondremos el acento en el estudio del cambio que experimentaron
los niveles de desigualdad de una variable entre dos momentos. No nos pre-
ocuparemos por mostrar los pasos que se deben cumplir para generar la me-
dicién ni los anilisis referidos al segundo instante considerado ya que son to-
talmente anilogos a los incluidos en el capitulo anterior.
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Nuestro interés se limitari a ilustrar la interpretaci6n estadistica de los re-
sultados dindmicos y a sefialar algunas vias analiticas que se desprenden de
ellos. El caricter de esta seccidn y el propdsito de los ejemplos nos exime de
un andlisis demasiado meticuloso.

5.4.1 El cambio en la desigualdad y la varianza relativa

En la seccibén 4.5 ilustramos el uso del teorema de la descomposicién de la
varianza relativa basindonos en un trabajo de Werner Ackerman?. En el

mismo estudio se incluye una tabla, que entre otra informacién, entrega una
medicién de los cambios experimentados por la distribucién del ingreso per-
sonal, en Santiago de Chile entre 1970 y 1971.

Tabla 5.11 Descomposicion ae la varianza relativa entre 1970 y 1971

Intervariabilidad 0.276
Obreros 0.017
Empleados -0.018
Traba. por Cta. Propia -0.004
Empleadores 0.284
Fuerzas Armadas -0.001
Empleados Domésticos -0.002
Intraviariabilidad 0.417
Obreros 0.010
Empleados 0.151
Traba. por Cra. Propia 0.058
Empleadores 0.193
Fuerzas Armadas -0.003
‘Empleados Domésticos 0.008
Variabilidad Total 0.693
Obreros 0.027
Empleados 0.133
Trab. por Cra. Propia 0.053
Empleadores 0.477
Fuerzas Armadas -0.003
Empleados Domésticos 0.006

El valor alcanzado por la medida de desigualdad total (0.693) nos indica
que entre 1970 y 1971 tuvo lugar un proceso de redistribucién progresiva del
ingreso personal que se debe, en su mayor parte, a la contribucién que reali-

? Ackerman et &/., Op. cit., Pag. 356.
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zan empleadores (0.477) y los empleados (0.133). También se puede apre-
ciar que todas las categorias ocupacionales excepto ‘‘Fuerzas Armadas’’
aportan su cuota al proceso de desconcentracién.

También se puede observar que en el movimiento hacia una mayor
equidad, la caida en la intradesigualdad (0.417) es bastante mayor que la
sufrida por la interdesigualdad (0.276). La descomposicién de la intravariabi-
lidad por categorias ocupacionales muestra que los ‘‘empleadores’ (0.193) y
“‘empleados’’ (0.151) expetimentaron los procesos de homogeneidad inter-
na mis significativos. El examen de la intervariabilidad nos permite sostener
que los empleadores y obretos fueron los Gnicos grupos que contribuyeron a
la igualdad, aun cuando el sentido de sus aportes difirié ya que los primeros
empeoraron su posicién relativa y los segundos la mejoraron.

En general los datos permiten afirmar que entre 1970 y 1971 tuvo lugar en
Santiago-de Chile un proceso de distribucién progresiva del ingreso personal
que se debi6, en primer lugar, 2 una compresién dentro de las categorias
ocupacionales, especialmente ‘‘empleados’’ y ‘‘empleadores’’, y, en segun-
do lugar, a una disminucién de las diferencias entre los promedios de las ocu-
paciones, en particular, de los “‘empleadores’’ y ‘‘obreros’’. Los movimien-
tos combinados de la inter y la intradesigualdad llevan a que una parte sus-
tancial de la redistribucién del ingreso se deba a la cuota con que concurren
los empleados.

5.4.2. El cambio en la desigualdad y la varianza de los logaritmos

Con la informacién de la tabla 4.17 que entregé la distribucién de la
poblacién mexicana por tamafio de localidad en 1960 y 1970, realizamos el
cilculo de la inter, la intra y la varianza total de los logaritmos de 1960, si-
guiendo el mismo procedimiento que describimos en la seccién 4.6. Los re-
sultados obtenidos fueron los siguientes:

Tabla 5.12 Descomposicion de la desigualdad en la distribucion de la poblacion me-
xicana por tamanio de localidades, 1960,

Loc. Urb. Loc. Mix. Loc. Raur. Total
Intravar. de los
log. 0.000 0.000 0.050 0.050
Intervar. de los
log. 0.005 0.017 0.000 0.022
5

Varianza total
de los log. 0.005 0.017 0.050 0.072
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vos anilisis que pueden derivarse de esta informacién son anilogos a los
realizados cuando examinamos los datos de 1970, por lo que no serin objeto
de un estudio particular, sino que entran como uno de los ingredientes que
permiten enfocar el examen del cambio.

Con los datos de las tablas 4.18 y 5.12 obtenemos:

Tabla 5.13 Descomposicion del cambio experimentado por la distribucion de la
poblacion mexicana por tamanio de localidades entre 1960 y 1970.

Loc. Urb. Loc. Mix. Loc. Rur. Total

Intravar. de los

log. -0.001 -0.001 0.006 0.004
Intervar. de los
log. -0.003 -0.002 0.000 =0.001

Varianza total
de los log. -0.004 0.001 0.006 0.003

El valor que alcanza la varianza total de los logaritmos (0.003) es positivo
porque L? en 1970 es menor que en 1960, es decir, porque tuvo lugar un
proceso de desconcentracién de la poblacién por localidades, clasificadas por
tramos de poblacién.?

La columna total nos dice que el valor que asume el coeficiente resulta de
un proceso de desconcentracion dentro de los agregados (0.004) y de una
tendencia hacia una mayor desigualdad entre ellos (-0.001).

La primera linea de la tabla nos sefiala que el proceso global de intraigual-
dad tuvo lugar en el interior de las zonas rurales.

El examen del renglon total muestra el aporte de los agregados al cambio
en la concentracién. Entre 1960 y 1970 se dio una tendencia hacia una me-
nor desigualdad en la distribucién de la poblacién entre las localidades rura-
les (0.006), en tanto que entre las urbanas ocurria el fenémeno inverso. En el
periodo bajo anilisis disminuyé la contribuci6n realizada por las zonas urba-
nas al nivel global de igualdad (-0.004). Este valor se debe en gran parte
(-0.003) a que el promedio del agregado (medido en logaritmos) se alej6 de
la media general de los logaritmos.

En conclusién, la distribucién de la poblacién mexicana por tamafio de lo-
calidades clasificadas en urbanas, mixtas y rurales, experiment6 un proceso
de desconcentracion entre 1960 y 1970. Las tendencias bisicas que confor-
man este resultado se encuentran en una mayor igualdad intrarrural y en una
concentracion de la pobiacion urbana en relacién a las localidades mixtas y
rurales.

3 No debe olvidarse que la informaci6n original se refiere a intervalos de clase y no a localidades
individuales.
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5.4.3. El cambio en la desigualdad vy la entropia

Los datos de la tabla 4.26 nos permitieton estudiar la composicién de la desi-
gualdad en la distribucién de la produccién por nivel de ocupacién y ramas
industriales, para el afio 1968. En esa misma tabla se encuentra la informa-
cién que permite calcular los componentes de la entropia en 1973.

Tabia 5.14 Descomposicion de la desigualdad en la distribucion de la produccion in-
dustrial venezolana, por ocupacion y ramas industriales, 1973

Industrias Industrias Industrias Industrias Total
tradiciona-
les. intermedias mecinicas  diversas
Intraentropia 0.076 0.007 0.013 0.001  0.097
Interentropia 0.026 -0.001 0.007 -0.020  0.012
Total 0.102 0.006 0.020 -0.019 0.109

Con la informacién de las tablas 4.27 y 5.14 se construye:

Tabla 5.15 Descomposicion del cambio de la desigualdad en la produccion industrial
vemezolana, por ocupacion y rama enire 1968 y 1973.

Industrias Industrias Industrias Industrias Total
tradiciona-
les. intermedias mecinicas  diversas
Intraentropia -0.011 -0.003 -0.001 0.000 -0.015
Interentropia -0.023 -0.012 0.011 0.013 0.011
Total -0.034 -0.015 0.010 0.013 -0.026

Entre 1968 y 1973 la produccién de la industria fabril venezolana suftié un
proceso de concentracién con tespecto a la ocupacién (-0.026) que se debié
en gran parte a una mayor heterogeneidad entre los agregados econémicos
(-0.011) y en menor medida a una creciente desigualdad dentro de los cuatro
tipos de industrias (-0.015).

La primera linea de la tabla 5.15 refleja que el proceso de heterogeneidad
creciente tuvo significacién s6lo dentro de las industrias tradicionales
(-0.011). Del segundo renglén se desprende que las contribuciones de las in-
dustrias a la interentropia son en el sentido de una mayor desigualdad, ex-
cepto las mecinicas diversas. El proceso hacia una mayor diversificacién en la
produccién industrial tuvo mayor acento dentro de las industrias tradiciona-
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les (-0.034) y de las intermedias (-0.015) en tanto que en las mecinicas se dio
una tendencia hacia la igualdad.

Las cuatro columnas que forman el cuerpo de la tabla comparten la
caracteristica de una interentropia mis grande (en valor absoluto) que en su
cotrespondiente intraentropia. Sabiamos que la mayor concentracion en
1973 que en 1968 es producto de una heterogeneidad creciente entre los
agregados industriales. El examen de las columnas revela que esta tendencia
afecta por igual a todas las agrupaciones industriales. En 1973 hay mis hete-
rogeneidad entre la productividad de todas las ramas, que en 1968.

En sintesis, en el periodo bajo consideracién la industria manufacturera
venezolana se caracterizé por una creciente concentracién de la produccion
entre los trabajadores (productividad), que se debié en gran parte a una ma-
yor heterogeneidad entre las industrias y en menor medida a una mayor de-
sigualdad interna. Estos procesos mostraron mayor énfasis en las industrias
tradicionales e intermedias, mientras que en las mecinicas y diversas se dio
una tendencia hacia la igualdad.

5.5 Descomposicion temporal del indice de Gini

El cilculo del indice de concentracién de Gini a partir de una distribucién
de frecuencias en que las observaciones se agruparon en intervalos de clase,
permite analizar los aportes hechos por cada agregado a la variacién en los
niveles de desigualdad.

La diferencia bisica con respecto a las medidas presentadas en las secciones
anteriores de este mismo capitulo, radica en que la descomposicion lineal del
indice de Gini (en un punto cualquiera del tiempo), supone que los cilculos
se basan en una tabla de datos agrupados, y por légica consecuencia no esta-
remos en condiciones de obtener indicadores estadisticos referidos a los nive-
les alcanzados por la intradesigualdad. Sélo podremos establecer el grado de
interdesigualdad de los intervalos de clase.

Sabemos que el indice de concentracién de Gini se puede expresar como
un promedio ponderado de los coeficientes Gini-intervalos. Es decir, para
un punto t cualquiera en el tiempo tenemos que:

(535 | G =G, —i—+G,—2—+ .. +G, — B

Donde G, simboliza a la razén de concentracién en el tiempo t, G,
(i=1,2, ..., m) al coeficiente Gini-intervalo correspondiente al i-ésimo es-

m ;
trato en t y — representa la ponderacién en t.

n
Interpretaremos cada término del lado derecho de (5.35) como la contri-
bucién que en el tiempo # hacen al nivel total de desigualdad cada uno de
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los 72 intervalos de clases, aportes que compuestos a través de su suma con-
forman la medida del nivel de concentracién existente en t.

Es posible escribir una ecuacion equivalente a (5.35) pero referida al tiem-
po posterior (t +s) en lugar de t (s>0).

(536) G:+s = Gi.us nl.us + Gz,u;ﬂhu +... % Gm,:” “"?_“!
n n m

La interpretacion de esta ecuacion es aniloga a la anterior y sus simbolos se
definen de la misma manera. La Gnica diferencia estriba en que esta vez se
refieren al tiempo (t+5s) y no a t.

Ahora bien, al restar (5.36) a (5.35) descomponemos el cambio que ha
sufrido el nivel de desigualdad entre t y (t +s).

m T T
li+s 2.t 2t+s
i G!.t - G2.i+s +

(5'37) G( - Gr+s = Gl,( i‘t_ -G

Lr+s

n n n n
n n
m,t m,t+3§

.+ G ——'—n o A

Esta ecuacién descompone la variacion de la medida de desigualdad glo-
bal, en las cuotas con que han concurrido los m intervalos de clase. El térmi-
no genérico:

m

(5.38) 6. —ihnG

Lt LL+5

ﬂ.i.u.i o
. (i=1,2, ..., m)

puede interpretarse como la medida de la contribucién que ha realizado el
i-ésimo intervalo de clase al cambio en el nivel total de desigualdad.

Toda vez que un intervalo de clase disminuya su contribucién al nivel de
desigualdad global tendremos que:

. 1.
Lt LI+
Gi.t T > Gi,l +5 Tt

y (5.38) serd positiva, y negativa en el caso que:

Lt by Lt+3 n
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es decir, cuando la cuota a la desigualdad global del estrato 7 aumenta a tra-
vés del tiempo.

Del mismo modo, la desigualdad total disminuyé en el tiempo si (5.37) es
positivo. En otros terminos, si:

Gt > G'K+S

y aument6 en la situacién contraria.
Antes de presentar un ejemplo numérico que sirva como ilustracién de es-

tas ideas recordemos la férmula que permite calcular el indice Gini-
intervalo:

S

: T (i=12 .. m)

y los factores de ponderacién:

_1::_ =(®+P)F-P) _(=12..,m)

Estas dos tltimas igualdades se pueden poner en correspondencia con un
tiempo cualquiera.

Los datos referidos al tiempo t contenidos en la tabla 5.2 se agruparon en
cuatro intervalos de clase. Los resultados bisicos se exponen a continuacién
asi como la informacién ttil para el cilculo del coeficiente Gini-intervalo.

Tabla. 5.16 Distribucion del ingreso (hipotética) en el tiempo .

A=A

Intervalos  q;  p; Q P, (Q,+Q) (P,+P) G ,,' R

de clase

0 10 0.018 0.150 0.018 0.150 0.018  0.150 0.881 0.023 0.020
11 30 0.268 0.400 0.286 0.550 0.304  0.700 0.566 0.280 0.159
31 50 0.562 0.400 0.848 0.950 1.134  1.500 0.244 0.600 0.146
51100 0.152 0.050 1.000 1.000 1.848  1.950 0.052 0.098 0.005

1.000 1.000 1.000 0.330



TECNICAS PARA EL ESTUDIO DE LA DESIGUALDAD 247

Al agrupar los valores de variables referidos a (t + s) de la tabla (5.2) en los
mismos intervalos de clase que en # se tiene:

Tabla. 5.17 Distribucién por tramos de ingreso (hipotética) en el tiempo (t+5)

Inwervals g, p QP (Q,+Q) (,+P) G, —— G

1 1 ﬂ 1
de clase

0 10 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 Indet. 0.000 0.000
11 30 0.244 0.450 0.244 0.450 0.244 0.450 0.459 0.203 0.093
31 50 0.541 0.450 0.785 0.900 1.029 1.350 0.238 0.608 0.145
51 100 0.215 0.100 1.000 1.000 1.785 1.900 0.061 0.190 0.011

1.000 1.000 1.000 0.249

Sobre la base de la comparacién de estas dos iltimas tablas observamos
que los cambios mis destacados son:

(i) El alza que experimentd el estrato inferior fue de tal magnitud que
entre t y (t +s) ha quedado desierto. Es decir, en (t +s) no hay participacién
en el ingreso ni en las unidades por lo que su coeficiente Gini-intervalo se
encuentra indeterminado. Sin embargo, con el propésito de obtener un
indicador de su contribucién al nivel global de desigualdad supusimos que

R,—— =0
mn

(ii) Los dos tramos intermedios si bien en (t + s) bajaron su participacién
relativa en la cuota del ingreso con respecto a la que tenian en t, han aumen-
tado sus tamafios relativos. Esto es una consecuencia directa del alza en el in-
tervalo de clase inferior ya que las unidades que la conformaban en t han pa-
sado en (t +s) a los tramos intermedios.

(iii) El estrato de clase en que se ubican las observaciones privilegiadas
aumentaron en (t +s) con respecto a t no sélo en lo que se refiere a su partici-
pacién en el ingreso sino también en las observaciones. Los reajustes que
afectaron los ingresos se tradujeron en que en (t +s) una mayor proporcién
de los casos se encuentra en los mis altos niveles.

Todos estos movimientos nos conducen a sostener la idea de que en ¢l la-
pso en cuestién tuvo lugar una redistribucién progresiva del ingreso que se ca-
racteriza porque los tres primeros intervalos aportaron a la igualdad, en tan-
to que el dltimo ha contribuido a la concentracién.

Al dar contenido numérico a la ecuacién (5.37) obtenemos una medida
sintética de estos cambios.

0.330 - 0.249 = (0.020 - 0.000) + (0.159 - 0.093) +
+ (0.146 - 0.145) + (0.005 - 0.011)



248 FERNANDO CORTES/ROSA MA. RUBALCAVA

Al realizar las operaciones indicadas se obtiene.

0.081 = 0.020 + 0.066 + 0.001 - 0.006

Una ripida mirada a esta ecuacién nos permite sostener que entre t y
(t +s5) tuvo lugar un proceso de reduccién de los niveles de desigualdad pro-
ducto de las contribuciones realizadas por los tres primeros intervalos de cla-
se. Este proceso mis que compensd las tendencias concentradoras del tramo
superior. Estos resultados nos permiten evaluar los pesos absolutos y relativos
con que concurren los estratos a la formacién del cambio en el nivel global
de desigualdad.

La mayor contribucion se debe al segundo intervalo de clase que en unién
del primero pricticamente agotan todos los cambios significativos. El aporte
a la igualdad que realiza el tercero es leve y tampoco es demasiado fuerte la
tendencia concentradora del cuarto intervalo de clase. Como se puede apre-
ciar, en virtud de los valores numéricos asociados a cada tramo estamos en
condiciones de calificar la importancia de las modificaciones lo que no es po-
sible hacer con facilidad comparando directamente las tablas.

El cuadro es un poco distinto si hacemos el anilisis de las contribuciones
relativas. El primer intervalo de clase contribuye con el mayor aporte relativo
ya que en (t + s) pasa a tener una participacién nula en el nivel desigualdad,
es decir, af)orta todo de lo que es capaz (0.020) y en consecuencia su contti-
bucién relativa es del 100%. El segundo tramo experimenta una disminu-
cién de 0.066 con respecto a un total posible de 0.159, vale decir, su aporte
relativo alcanza a un 40% . La cuota relativa del tercer estrato es insignifican-
te ya que s6lo alcanza a un poco mis que el 1% y la variacién relativa en fa-
vor de una mayor concentracién del cuarto intervalo de clase alcanza casi el
26%.

Si desplazamos en el tiempo a la ecuacién (5.37) de manera que sea un in-
dicador del cambio experimentado por la desigualdad entre (t+5) y (t +1)
en que (r>s) tendremos que:

(5.39)

Gns- = Glus—‘_ G 2pes ——

e 1 l[+l + G Zus
n n

FAS S mt+s mit+r

G 2. 2+ ...+ G ﬂm:u -G ﬂmu
n n
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Al sumar (5.37) a (5.39) encontramos que:

249

_ mn n m
(Gt-G(a-s) + (GL+S-GI+() ki Gl.l—r—:'(—-Gl.ns—]'m + Gl.(«n-s—I'u
, n Lé m m T
'Gl,ur 1;!” * Gz.r ;t 'Gz.us 21;” + G2.|+s —"‘"Hrr -Gz,tn—"—h” * o
m m m m
""""" + Gm,('—m"'_- Gm.(-rs_"m‘ + Gm,(+s L2 Gm_(ﬂ it
m n m m
Y al cancelar términos:
o k18 n
(5‘40) Gt ® Gta-r = Gl,t It - Gl,t+r“]—“u'£ + GZ,: e -
n mn
€ SN T — + G, Tas -G, Tmier
m m

Esta ecuacién nos sefiala que la descomposicion de Gini en Gini-intervalos
es agregativa en el tiempo. Es decir, si disponemos de la variacién global y de
los aportes realizados por los intervalos entre t y (t +5) y entre (t +5) y (t+1)
es posible determinar por simple suma el cambio entre t y (t + ).

Tomemos, a manera de ejemplo, la informacién de la tabla 5.6 y proceda-
mos a agruparla de acuerdo a los intervalos de clases que hemos definido.

Tabla. 5.18 Distribucton del ingreso (hipotética) en el tiempo (t+71)

Intervalos  q; p, Q P, (Q+Q,) (P,+P) G, E

de clase

(%]
al=a

0 10 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 Indet. 0.000
11 30 0.252 0.450 0.252 0.450 0.252  0.450 0.440 0.202
31 50 0.535 0.450 0.787 0.900 1.039 1.350 0.230 0.608

51 100 0.213 0.100 1.000 1.000 1.787 1
1.000 1.000

900 0.059 0.190
1.000

0.000
0.089
0.140
0.011

0.240
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Entre (t + s) y (t + r) tuvo lugar un nuevo proceso de redistribucién progre-
siva del ingreso y a juzgar por:

(0.249 - 0.240) = (0.000 - 0.000) + (0.093 - 0.089) +
= (0.146 - 0.140) + (0.011 - (0.011)
0.009 = 0.000 + 0.004 + 0.005 + 0.000

Todos los intervalos de clase que estaban en condiciones de hacer una contri-
bucién a la igualdad lo han hecho positivamente.

Los resultados de la tabla 5.19 comprueban numéricamente el caricter
agregativo en el tiempo del indice de concentracién de Gini.

Tabla 5.19 Cambios en la contribucién a la desigualdad de los intervalos de clase
entre dos puntos del tiempo.

Intervalos de clase  Entre ty (t+s) Entre (t+s)y (t+r) Entrety (t+r)

0 10 0.020 0.000 0.020
11 30 0.066 0.004 0.070
31 50 0.001 0.005 0.006
51 100 -0.006 0.000 -0.006
Total 0.081 0.009 0.090

5.6 Aplicacion de la descomposicion del indice de Gini

Para ilustrar el uso de la ecuacién (5.37) nos basaremos en los datos de la
distribucién de la terra en El Salvador para los afios 1950 y 1961.

Tabla 5.20  Distribucion de la tierra por tamanios en El Salvador, 1950 y 1961¢

1950 1961 1950-1961

Tamafos P9 G NGh p 4 G = GUAG—
1 n 1 n 1 n 'n 'n

Microfincas 0.403 0.023 0.943 0.162 0.153 0.472 0.039 0.917 0.223 0.204 -0.051

Subfamiliar 0.483 0.166 0.836 0.623 0.521 0.442 0.180 0.814 0.613 0.499 0.022

Familiar 0.090 0.215 0.682 0.168 0.115 0.067 0.206 0.660 0.127 0.084 0.031

Multif.

Media 0.018 0.192 0.482 0.035 0.017 0.015 0.198 0=470 0.030 0.014 0.003

Multif.

Grande 0.006 0.404 0.200 0.012 0.002 0.004 0.327 0.187 0.008 0.001 0.001

Total 1.000 1.000 1.000 ¢.808 1,000 1.000 1.000 0.802 0.006

4 La informaci6n original se tomé de Mario Monteforte Toledo, Centro América 1. Subde-
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Por motivos de presentacién en esta tabla no incluimos los pasos interme-
dios. Sélo entregamos la informacién bisica que permite reconstruir el cilcu-
lo.

Los resultados de la dltima columna de la tabla muestran que en la Re-
piblica de El Salvador tuvo lugar, entre 1950 y 1961, un levisimo proceso de
desconcentracién en la propiedad de la tierra. De la simple observacion de la
discrepancia se podria afirmar que, para todos los efectos pricticos, nada
acontecié en el lapso bajo consideracién. Sin embargo, al examinar la forma
como se constituye es posible detectar algunos fenémenos que por presentar
tendencias contradictorias se cancelan y no se manifiestan en el valor global.

En efecto, el tnico estrato cuyo aporte es hacia una mayor concentracién
en 1961 que en 1950 es el de microfincas (-0.051) contrarrestando una ten-
dencia generalizada hacia una mayor igualdad en los restantes. Del anilisis
comparativo de los resultados del primer renglon se desprende que la mayor
desigualdad se debe basicamente a un cambio en la ponderacién (pasa de
0.162 2 0.223) ya que los G, se modifican levemente. Al mirar las correspon-
dientes participaciones relativas en los predios (p,) y en las 4reas(q,) se obser-
va que la cuota de las microfincas a una mayor concentracién se explica por
un proceso de fraccionamiento de las propiedades pequefias.

Los resultados de la tabla 5.20 nos indican que los valores de los G, son sis-
temiéticamente menores en 1961 que en 1950 y que lo mismo es vilido para
los pesos excepto en las microfincas. En la combinacién de valores mis pe-
quefios en los indices de cada intervalo (G,) y de sus pesos, deben buscarse los
factores que llevan al leve proceso global de desconcentracién.

Al sumar los cambios entre t y (t +5) segunda columna) y entre (t +5s) y
(t + 1) (tercera columna) se obtiene una medida que representa el aporte que

ha hecho cada categoria a la alteracion en los niveles de desigualdad entre ty
(t +r) (cuarta columna).

5.7 Algunas consideraciones finales

El ejemplo desarrollado en la seccién 5.5 es un buen punto de partida pa-
ra aproximarse a la identificacion de los elementos centrales que se en-
cuentran por detris de las variaciones cronoldgicas de los niveles de desigual-
dad. El anilisis comparativo de las tablas 5.16 y 5.17 nos ha llevado a
concluir que el segundo y tercer intervalos de clase contribuyeron positiva-
mente a la igualdad.’ Habiamos dicho que el sentido del aporte se lo otor-

sarrollo y Dependencia. UNAM México, 1972, pags. 193 y 197. Las definiciones de cada
caregoria seglin tamafio es la siguiente:

Microfincas: menos de 1 hectirea; Subfamiliar: 1 a 9.9 Has.; Familiar: 10 a 49.9 Has.; Multifa-
miliar media: 50 a 199 Has. y Multifamiliar grande: 200 o més Has.

3 No nos referimos al primer estato porque en (t +s) qued6 desierro.
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gaba el aumento que habian experimentado entre t y (t +s) sus tamafios ya
que sus participaciones relativas en el ingreso habiandisminuido. Es decir, la
tendencia concentradora que proviene de una participacién decreciente en el
ingreso de las capas mas desposeidas (efecto ingreso), fue mis que compensa-
da por el efecto democratizador que deriva del tamafio (hubo un ascenso en
los ingresos de las unidades que en t estaban ubicadas en el escal6n mas ba-
jo) de manera que el movimiento final fue que ambos intervalos de clase re-
alizaron una contribucién neta de la igualdad. Por otra parte, el intervalo su-
perior ha hecho un aporte concentrador entre t y (t +s), el cual resulté de un
efecto combinado y mutuamente reforzado del ingreso y del tamafio. Re-
cuérdese que la participacién en el ingreso de este estrato pas6 de 0.152 en't
a 0.215 en (t +s) y que su tamafio relativo pas6 de 0.050 en t a 0.100 en
(t+s).

En este ejemplo se encuentran presentes los elementos que constituyen
una situacién perfectamente general. La evolucion temporal de la desigual-
dad es el resultado del ritmo que han seguido dos procesos que la confor-
man. Por una parte, el desatrollo cronolégico que gobierna el desenvolvi-
miento de la variable que va a ser distribuida y por otra, las leyes que deter-
minan la evolucién de las unidades. Podriamos pensar en un experimento
conceptual en que se suponga constanie el nimero de casos permitiendo que
varie tanto el monto absoluto de la variable que se va a repartir como los pa-
rimetros que determinan la forma en que se distribuye, de modo que los
cambios que se observan en los niveles de desigualdad sean una consecuencia
directa de lo que podriamos denominar un *‘efecto variable’’. O bien, supo-
ner que se ha dejado libre el proceso de desarrollo de las unidades y que no
se alterd el nivel de la variable ni la forma de su distribucién de manera que
el cambio en el nivel de concentracion sea solo consecuencia del “‘efecto tama-
fio’’. Es decir, la evolucién de los niveles de desigualdad es una resultante de
los cambios temporales en la variable y en las unidades por lo tanto, es el
producto de la combinacién entre el ‘‘efecto variable’’ y el ‘‘efecto ta-
mafio’’.¢

Hay ocasiones en que la naturaleza de los datos permite, una vez constata-
do el cambio temporal en los niveles de desigualdad, identificar con algin
grado de precisién la fuente que probablemente lo origind. Asi por ejemplo,
si para estudiar el cambio en el tiempo de la distribucion del ingreso de un
pais o de una ciudad se utiliz6 un panel, podemos suponer que el ndmero
de unidades se encuentra bajo control con lo cual la fuente de variacion radi-
card en los procesos que subyacen a la evolucién de’la variable (efecto va-
riable). Es claro que su identificacién gozard de un mayor nivel de precision

6 El anilisis de la relaci6n entre demografia y distribucin del ingreso, se puede ver en: Joseph
Potter. *‘Factores Demogrificos y Distribucién del Ingreso'’, en Demografia y Economia. Vol.
XIII. Nim. 3 (39), El Colegio de México, México 1979.
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en la medida que se mantengan relativamente constantes los factores que
gobiernan la mortalidad del panel en el largo plazo o bien que el estudio no
cubra un periodo muy extenso. Tal vez el ejemplo inverso puede ser el anali-
sis de la variacién en la concentracién de la propiedad agraria en un pais o en
una regién que ha agotado el desarrollo de su frontera agricola. Habiéndose
establecido, por ejemplo, un aumento en la desigualdad de la propiedad
agricola entre dos censos, habri que buscar las causas en los procesos deter-
minantes de la dinimica demogrifica, social y politica que inciden sobre el
“‘nlimero de propietarios agricolas’’.

Las dos situaciones que hemos resefiado corresponden a casos mis o menos
puros que se acercan a las condiciones impuestas por el experimento concep-
tual, sin embargo, no es poco frecuente que las series estadisticas disponibles
reflejen el impacto conjunto de las fuentes que inciden sobre la evolucién
temporal de los niveles de desigualdad. Asi por ejemplo, los anilisis sobre la
distribucién personal del ingreso basados en datos censales o los estudios del
cambio en la propiedad agricola confeccionados a partir de los censos agro-
pecuarios, deben reconocer que probablemente en el periodo intercensal no
s6lo hubo alteraciones en los niveles y en la forma en que se ha distribuido la
variable que se ha de repartir, sino que también ha tenido lugar una modifi-
cacién en el ndmero de unidades, de manera que la evolucién cronolégica de
los niveles de concentracién puede verse como una sintesis resultante de am-
bos tipos de movimientos.

Estas ideas que se han planteado en relacion a los niveles globales de desi-
gualdad pueden ser afinadas un poco mis si procedemos a considerar la desi-
gualdad al nivel de grupos o agregados de unidades individuales. Podsiamos
estar interesados en analizar los cambios que ha sufrido: la distribucién del
ingreso por clases sociales, la propiedad agticola medida por tamafio de drca,
la reparticion del crédito entre empresas industriales clasificadas en naciona-
les y extranjeras, etc. En todos estos casos la distribucion de la variable entre

las unidades no sdlo dependeri de la dinimica global sino también de las di-
ferenciales de reproduccion de los distintos grupos, es decir, de la evolucién
de los tamaiios relativos de las clases sociales, por el cambio en la composi-
cién de los propictarios agticolas y por la relacién variable entre empresas na-
cionales y extranjeras.

Suponiendo constante el nivel de ingreso asi como los parimetros que de-
terminan su disttibucién, se puede producir una tendencia creciente en los
niveles de desigualdad por el simple hecho que las tasas de crecimiento de
las clases desposeidas son mayores que las clases privilegiadas, tendencia que
puede ser reforzada por un proceso de generacidon de trabajadores no pose-
edores de medios de produccién que hacen aumentar atin mis, por ejemplo,
el tamafio del proletariado o si el estudio se lleva a cabo en ciudades, al creci-
miento ‘‘natural’’ se agregan los flujos migratorios que usualmente inducen
cambios sobre la composicién de la poblacién urbana.
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La distribuci6n de las empresas segiin su origen, en nacionales o extranje-
ras, puede variar como una consecuencia del modelo econémico que sigue
un pais, el cual por ejemplo, puede llegar a crear las condiciones que favorez-
can la operacién del capital transnacional en contra del nacional, lo que
puede traducirse en ¢l abandono de la burguesia nacional del campo de la
produccion.

La reproduccién diferencial de las clases sociales tambien afectaria la dini-
mica del cambio en la propiedad de la tierra, la que, aunada a las normas so-
ciales referidas a la herencia y el desarrollo del capitalismo en la agricultura,
conduce, normalmente, a tasas de crecimiento marcadamente diferentes las
que incidirin de manera directa en los niveles de desigualdad social.

Hay que considerar que también la variable que se reparte suele ser el re-
sultado directamente observable de procesos sociales. No hay necesidad de
atgumentar demasiado para sostenet esta idea cuando se trata del ingreso,
del crédito o de los gastos pablicos. Sin embargo, puede llegar a pensarse que
aun en el caso de la distribucién de la tierra juegan determinaciones sociales
en la expansién de la frontera agricola. En efecto, los limites que alcance en
un momento del tiempo dependeri del grado de avance tecnolégico en rela-
ci6n a la recuperacién de tierras o de la capacidad de hacer aptas para la pro-
duccién agraria aquellas tierras que en otro estadio tecnolégico se considera-

ban no cultivables.
El tipo de factores que se encuentra por detris de los procesos que confor-

man la evolucién de la desigualdad, nos permite sostener que las inquietu-
des que nos hemos planteado se encuentran en el interior del marco delimi-
tado por la desigualdad social. El anilisis de su dinimica puede conceptuali-
zarse como el estudio del desarrollo cronolégico de la sintesis de los determi-
nantes sociales que subyacen, tanto a la variable que se distribuye como al
desarrollo del nimero de observaciones o de los tamafios relativos de las
categorias agregadas.

Si estamos interesados en llevar a cabo un anilisis que identifique los fac-
tores sociales que se encuentran en la base del cambio cronolégico en los ni-
veles de desigualdad, entonces el primer paso seri plantearse como proble-
ma separar aquella parte de la variacién temporal que depende de los proce-
sos que afectan a la variable, de aquélla que deriva directamente de la evolu-
cién de los tamafios. La individualizacién de ambos tipos de efectos y sus re-
percusiones sobre la concentracién, nos capacitard para llegar a disponer de
un conocimiento mis fino respecto a sus determinaciones sociales. Por el
contrario, si no nos preocupamos por separar los efectos de los procesos sobre
el cambio en los niveles de desigualdad, serd dificil indagar respecto a los
factores sociales que lo determinan en la medida que se mezclarian aquéllos
directamente relacionados a la dinimica de la variable con los asociados al
desarrollo temporal de las unidades de observacién. Asi, por ejemplo, si es-
tuviéramos interesados en estudiar los factores sociales relacionados con el
cambio que ha experimentado en cierto periodo la distribucion de la pro-



TECNICAS PARA EL ESTUDIO DE LA DESIGUALDAD 255

piedad agricola (en un pais con frontera abierta) deberiamos, en primer lu-
gar, intentar distinguir la parte de la variacion en la desigualdad producto de
una alteracién en la cantidad de tierra disponible y en los parimetros que
gobiernan su distribucién, de aquella parte que resulta de la dindmica de
desenvolvimiento de las unidades y, en segundo lugar, preguntarnos acerca
de los condicionantes sociales que estarian relacionados a uno y otro tipo de
procesos.

Aiin mis, la distincién de las dos fuentes directas que inciden sobre la de-
sigualdad puede llegar a ser de importancia en una situacién en que las me-
didas aplicadas nos indiquen que entre dos puntos del tiempo no hubo cam-
bios, cuando en realidad lo que sucedi6 es que las tendencias hacia la igual-
dad, por ejemplo, inducidas por los factores sociales que se relacionan con la
variable, fueron compensadas por un movimiento inverso en el nimero de
observaciones. Es decir, el nivel de desigualdad puede permanecer constante
en el tiempo debido a que los procesos sociales que lo determinan de-
sarrollan una serie de factores que se contrarrestan.

El tratamiento sistemitico de este tema asi como las posibilidades técnicas
de anilisis se encuentran claramente fuera de los limites que hemos estable-
cido para este trabajo. Estas conclusiones s6lo tienen la intencién de bos-
quejar la complejidad que reviste el tema cuando se examina desde el dngulo
de aquellas teorias sociales cuyo propésito radica en la bisqueda de explica-
ciones sociales de los procesos observados.






APENDICE 1
Una expresion del indice de Gini para datos no agrupados

Tenemos que demostrar que es posible calcular el valor de G a través de:
; 2 n+1
G = B (9 + 29, +3q, +...+nq,)- (TL

Con el propésito de llegar a esta férmula iniciemos el desarro!. ; a partir de

la definicién geométrica del indice de Gini.

Py

En esta grifica n, simboliza el 4rea delimitada por el segmento de la linea
de equidistribucidn que corresponde a la parte del eje de abscisas delimitado
por P. y P, y por los segmentos verticales Q, y Q,,. A, denota la parte del

irea de concentracién correspondiente al i-ésimo intervalo, o a la i-ésima ob-
servacién segiin se trate de los datos agrupados u originales.

La férmula de Gini que deriva del desarrolio geométrico requiere que eva-
luemos el drea de concentracién. Su cilculo se simplifica st usamos un proce-
dimiento indirecto que consiste en obtener primero el drea Z(n_A) = (n-A)

que se encuentra delimitada por el eje de abscisas, la poligonal de Lorenz y
la vertical paralela al eje de ordenadas levantada en el punto P_ = 1.0.
257
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De acuerdo con esta simbologia el coeficiente de Gini asume la forma:

. 12.(m_A)
G = s =1.2(n-A)

Ahora bien, para el cilculo del 4rea (n ~ A) procederemos a su descomposi-
cién en una serie de tridingulos y rectingulos, tal como se puede apreciar en
la grifica. Al aplicar sistemiticamente este principio obtenemos:

1
(m-A) = a3 P Q
1 1
("2' Az) = (Pz “Pz)Ql *: T (Pz -P1) (QZ-QI) = T (Pz ~p1) (Qz + Q;) =

= 3P (Q+Q)

(m-A) = (B, P)Q, + + (B, P)QQ) = 5 (B,-P)(Q + Q) =
= 2P Q+Q)

(m-4) = B.-P)Q, + 5 (BP)(QQ) =5 (BP)Q + Q) -
= 3p Q+Q)

(“n' An) = (P" 'Pn-l) er-l + % ':P., 'Pn.|) lQn'QnAI) =
-7 (P P)Q + Q) = 5P (QQ,)
De donde:
n
(m  A)=F (m A) = - I p (Q + Q,

i=1

Si disponemos de las observaciones originales entonces se cumple:

P = i e 1
1 n yp] —"i‘l—

Luego:

(m-A) = ——(@Q + Q)
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n
(M-A)=% (n_A)-=

i=1 "

En consecuencia:

1 1 Q] + 1 1(Q2+Q1)
r-A) = [;‘; 2_] [—n-z—i—]*

+[11(Q5+Q2)]T +[l_L(Q"-Qn.l>]
n n 2 n n 2

Notese que para escribir esta tltima igualdad hemos hecho uso de:

n veces
1=L+ 1—+...+~1—
n n n

Al reeplazar las frecuencias acumuladas por las sumas de las frecuencias re-
lativas simples que las constituyen:

1-(n—A) = [ ] [ 1 (q, + qz + q,) ] .

[1 1 (q,+q=+---+qn‘1+q1+qz+---+q.,.1+qn)]
+ —_—
2

Examinemos cada uno de los sumandos que hemos encerrado entre
corchetes.
Para el primer termino tenemos:

L_LL] 1 __‘“_].__l[ch 0 ]
[n 0 2 - q,+9,+. ..+ q, 3 2 > +iz=2q'

Para el segundo término:
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TS Y SN S

n

Para el tercer término:

- [9,/+gs+q,+- R M A o

a[eg ]

[__L(qu + Zq2 + qJ)
n

En n-&simo término sera:

.+2q , + qn) ]

[L_L (2q, + 2q, + 2q,+
n 2

9.
=% [ﬁﬁ"’ﬂ'z"’ﬂ;"' RS AR N ® da” Aa” Anli A 2 ]

9
2

D |~

Al reemplazar estas igualdades llegamos a:

en g Jaled

1—(n—A) . P +;\:=2qI i 5 +.Z q | +
2 1=3

1% .8 ] 1 %

+n[2 +iz==4qi +...4~rl P

Expresion que puede escribirse como:

n
n._y 2 n

MB

q + iz e an
=2 Ti=3 n
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n
Si sumamos y restamos L5 q, en el lado derecho de esta ecuacion ob-

2ni=
tenemaos:

I i 2 i
I=(m=A) = —2 g+ —2 q+—Z q+.+
ni=1 n i=2 ni=3

n
n ni=1 2
Luego:

yaqueX gq =1
1=1
Entonces:

1
2n

1-(n—A) = _.l_[q1+2q2+3q3+. ; .+nqn]—
n

n
13 iq 1

1—1‘:_A= 1
) ni=1 2n

Este resultado lo sustituimos en:

G =1-2(n-A)

para determinar la fé6rmula del coeficiente de Gini:
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Q

1

—_

|

[ %]
H

P

—
B |

™M

0
t5’.—-

S
H

Gl

3
1+n21q

Para simplificar la igualdad usemos la relacién ~:— = 1

G =23 iq, L0 __20 + 1
n n n

G =L3iq-—{ot1D
Es decir,

n-1
G':%[ql+2q2+3q3+‘..+nqn]—(n)

Una vez que establecimos la férmula para G’ nos interesa demostrar que
su relacion con G estd dada por

G =i =) G
n

Tomemos la definicion del indice de concentracién de Gini:

n-1
G = E(P;-Q.') =1—ZQ<
n-1 n-1
Zp ZP
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n-1
Zp =p,+(p,+pP)+(P,+P,+P)+. . . +(P,+P,+Py;+. . - +P,,

Sabemos que para los datos no agrupados se cumple que:

1

p‘=F (i=12,...,n1)
Al sustituir obtenemos:
n-1
1 1 1 1 1 1
}:Pl.=n+(n+n)+(n+n+ ) + +
(n-1) veces
/:——-’\-—l-\
+ .+ (L + A + 1 + - L)
- 'n n n n
g1 n-1

Los numeradores de estas fracciones constituyen la suma de los primeros
(n-1) ndmeros naturales y por lo tanto tendremos:

n-1 1 [ (n-1) ] 1
n-1)n _ n-
P - n 2 g

Al reemplazar esta igualdad en la definicién de G se llega a:

22Q.
n-1

G=1-

Con el propé6sito de establecer la relacién entre G y G’ procederemos a
transformar 2Q,:

n-1

2Q =Q, +Q,+Q, +...+Q,

n-1
ZQ = (1-9,-9,-q4-q,) + (1-9;,-9-- - --q,) + (1-q,-. . .-q,) +
+ (1-q,,-q,) + (1-gn)

Al agrupar convenientemente los términos se llega a:
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n-1
ZQ = n-[nq.1 + (n-1)q,, + (n-2)q,, +...+ 4q, + 3q, + 2q, + ql]

Sustituyamos este desarrollo de ZQ, en G:

2 0l

G=1==3"3 Q=

=1- 21 [n-(q2+2q2+3q13q3+...+nqn]
n-

y agrupemos términos:

2n 2
G = [1- n—l] + ﬁ[q, +2q2+3q3+...+nq“]

Sumando y reordenando tenemos:

; 2 n+1
G = 7 [ql+2q2+3q;+...+nqn]—n_1
Multipliquemos esta igualdad por (n—1) /n
n—1 2 n+1
(—n—lG = F[q1+2q2+3q3+"'+nq"]-£Tl

Sabemos que:

G =-n—[qt+2q2+3qj+...+nqn] ——
Por lo tanto:
-1
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4]

1 :
(1‘?)G=G

APENDICE 2

Una serie de 25 tablas ferarquizadas por oden creciente de desigualdad desde
la distribucion equitativa hasta la concentracion total

La informacién que se entrega en este apéndice originé la tabla 2.26 del
texto. Los cuadros que se exponen se encuentran vinculados a través de una
redistribucién sistemitica de 5 unidades cada vez. Sin embargo, la secuencia
que mostraremos representa sélo uno de los caminos en que esto se puede
hacer. Hay otras posibilidades que no son exploradas sistemiticamente lo
que nos impide realizar un planteamiento general, por lo que los resultados
que presentamos deben tomarse como simples ilustraciones.

Tabla 0
Unidad Valor de P, q P Q
la '
variable
1 20 0.20 0.20 0.20 0.20
2 20 0.20 0.20 0.40 0.40
3 20 0.20 0.20 0.60 0.60
4 20 0.20 0.20 0.80 0.80
5 20 0.20 0.20 1.00 1.00
Tabla 1
Unidad de’de P q, P. Q
variable

1 15 0.20 0.15 0.20 0
2 20 0.20 0.20 0.40 _ 0
3 20 0.20 0.20 0.60 0.
4 20 0.20 0.20 0.80 0
5 25 0.20 0.25 1.00 1
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Tabla 2
Unidad Vafg de p, q; P, Q
variable
1 15 0.20 0.15 0.20 0.15
2 15 0.20 0.15 0.40 0.30
3 20 0.20 0.20 0.60 0.50
4 20 0.20 0.20 0.80 0.70
5 30 0.20 0.30 1.00 1.00
Tabla 3
Unidad Va!?; de b q P, Q
variable
1 10 0.20 0.10 0.20 0.10
2 20 0.20 0.20 0.40 0.30
3 20 0.20 0.20 0.60 0.50
4 20 0.20 0.20 0.80 0.70
5 30 0.20 0.30 1.00 1.00
Tabla 4
Unidad Valor de p; q, P. Q
h i
variable
1 10 0.20 0.10 0.20 0.10
2 15 0.20 0.15 0.40 0.25
3 20 0.20 0.20 0.60 0.45
4 20 0.20 0.20 0.80 0.65
5 35 0.20 0.35 1.00 1.00



TECNICAS PARA EL ESTUDIO DE LA DESIGUALDAD

267

Tabla 5
Unidad Va}?r de p q; p Q
a 1
variable
1 10 0.20 0.10 0.20 0.10
2 10 0.20 0.10 0.40 0.20
3 20 0.20 0.20 0.60 0.40
4 30 0.20 0.30 0.80 0.70
5 30 0.20 0.30 1.00 1.00
Tabla 6
Unidad Va!?r de P q, P, Q
2
variable
1 10 0.20 0.10 0.20 0.10
2 10 0.20 0.10 0.40 0.20
3 20 0.20 0.20 0.60 0.40
4 25 0.20 0.25 0.80 0.65
5 35 0.20 0.35 1.00 1.00
Tabla 7
Unidad Valor de P; q P, Q
a
variable
1 5 0.20 0.05 0.20 0.05
2 10 0.20 0.10 0.40 0.15
3 20 0.20 0.20 0.60 0.35
4 30 0.20 0.30 0.80 0.65
b 35 0.20 0.35 1.00 1.00
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Tabla 8
Unidad Vd?r de P q, P, Q
a
variable
1 5 0.20 0.05 0.20 0.05
2 10 0.20 0.10 0.40 0.15
3 20 0.20 0.20 0.60 0.35
4 25 0.20 0.25 0.80 0.60
5 40 0.20 0.40 1.00 1.00
Tabla 9
Unidad Vdg de P q P, Q
variable
1 5 0.20 0.05 0.20 0.05
2 10 0.20 0.10 0.40 0.15
3 20 0.20 0.20 0.60 0.35
4 20 0.20 0.20 0.80 0.55
5 45 0.20 0.45 1.00 1.00
Tabla 10
Unidad Vd?r de P q P, Q
a
variable
1 b] 0.20 0.05 0.20 0.05
2 5 0.20 0.05 0.40 0.10
3 20 0.20 0.20 0.60 0.30
4 25 0.20 0.25 0.80 0.55
5 45 0.20 0.45 1.00 1.00
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Tabla 11
Unidad de’r de P, q, P, Q
variable
1 5 0.20 0.05 0.20 0.05
2 5 0.20 0.05 0.40 0.10
3 15 0.20 0.15 0.60 0.25
4 30 0.20 0.30 0.80 0.55
5 45 0.20 0.45 1.00 1.00
Tabla 12
Unidad Va./z: de P q P Q
variable
1 5 0.20 0.05 0.20 0.05
2 5 0.20 0.05 0.40 0.10
3 10 0.20 0.10 0.60 0.20
4 35 0.20 0.35 0.80 0.55
5 45 0.20 0.45 1.00 1.00
Tabla 13
Unidad Valor de P q P Q
la
variable
1 5 0.20 0.05 0.20 0.05
2 5 0.20 0.05 0.40 0.10
3 5 0.20 0.05 0.60 0.15
4 40 0.20 0.40 0.80 0.55
5 45 0:20 0.45 1.00 1.00
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Tabla 14
Unidad Valor de p; q P Q
la
variable
! 5 0.20 0.05 0.20 0.05
2 5 0.20 0.05 0.40 0.10
3 5 0.20 0.05 0.60 0.15
4 35 0.20 0.35 0.80 0.50
5 50 0.20 0.50 1.00 1.00
Tabla 15
Unidad Vdg de p; q; P Q
variable
1 5 0.20 0.05 0.20 0.05
2 5 0.20 0.05 0.40 0.10
3 5 0.20 0.05 0.60 0.15
4 30 0.20 0.30 0.80 0.45
5 55 0.20 0.55 1.00 1.00
Tabla 16
Unidad Vaf?r de P q P Q
a
variable
1 5 0.20 0.05 0.20 0.05
2 5 0.20 0.05 0.40 0.10
3 5 0.20 0.05 0.60 0.15
4 25 0.20 0.25 0.80 0.40
5 60 0.20 0 60 1.00 1.00
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Tabla 17
Unidad Valor de P q; P. Q
h 1
variable
1 5 0.20 0.05 C.20 0.05
2 5 0.20 0.05 0.40 0.10
3 5 0.20 0.05 0.60 0.15
4 20 0.20 0.20 0.80 0.35
5 65 0.20 0.65 1.00 1.00
Tabla 18
Unidad Valor de P q P Q
h 1
variable
1 5 0.20 0.05 0.20 0.05
2 3 0.20 0.05 0.40 0.10
3 5 0.20 0.05 0.60 0.15
4 15 0.20 0.15 0.80 0.30
5 70 0.20 0.70 1.00 1.00
Tabla 19
Unidad Vd?; de P, q; P Q
variable
1 5 0.20 0.05 0.20 0.05
2 5 0.20 0.05 0.40 0.10
3 5 0.20 0.05 0.60 0.15
4 10 0.20 0.10 0.80 0.25
5 75 0.20 0.75 1.00 1.00
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Tabla 20
Unidad W?; de P, q P Q
varigble
1 5 0.20 0.05 0.20 0.05
2 5 0.20 0.05 0.40 0.10
3 5 0.20 0.05 0.60 0.15
4 5 0.20 0.05 0.80 0.20
5 80 0.20 0.80 1.00 1.00
Tabla 21
Unidad Valor de p; q P Q
la :
variable
1 — 0.20 0.00 0.20 0.00
2 5 0.20 0.05 0.40 0.05
3 5 0.20 0.05 0.60 0.10
4 5 0.20 0.05 0.80 0.15
! 85 0.20 0.85 1.00 1.00
Tabla 22
Unidad Va/?; de P q P Q
variable
1 — 0.20 0.00 0.20 0.00
2 — 0.20 0.00 0.40 0.00
3 5 0.20 0.05 0.60 0.05
4 5 0.20 0.05 0.80 0.10
5 90 0.20 0.90 1.00 1.00
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Tabla 23
Unidad de;' de P, q P, Q
variable
1 — 0.20 0.00 0.20 0.00
2 — 0.20 0.00 0.40 0.00
3 — 0.20 0.00 0.60 0.00
4 5 0.20 0.05 0.80 0.05
b] 95 0.20 0.95 1.00 1.00
Tabla 24
Unidad Vd?r de P, q P, Q
4
variable
1 — 0.20 0.00 0.20 0.00
2 — 0.20 0.00 0.40 0.00
3 — 0.20 0.00 0.60 0.00
4 —_ 0.20 0.00 0.80 0.00
5 100 0.20 1.00 1.00 1.00
APENDICE 3

Una formula que permite calcular el valor del coeficiente de Gini para datos
agrupados

Hemos visto en el apéndice I que la definicién geométrica del indice de
Gini origina:

1/2—(n— A) G
G=—-—'1—E'—=I (m— A)
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Como suponemos que los datos estin agrupados no es posible sustituir

p, = l enla expresién que nos permitié evaluar (m—A). En consecuencia
n

usaremos la igualdad:
n-A=12% p(Q +Q.)

Al reemplazar en la ecuacién para G, llegamos a:

m
G- z p(Q+ Q)

t=1

Esta expresi6n nos permite calcular el coeficiente de Gini a partir de la in-
formacién habitualmente disponible en una tabla de distribucién de fre-
cuencias.

F.s:la férmula se puede presentar de manera levemente distinta, al hacer
uso de:

P, = (Pg - Pi,w_)

que origina:

G=1-X (P-P)(Q +Q.)
1
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APENDICE 4

Gini-intervalo

El centro de nuestro interés radica en obtener una expresién matemitica
que nos permita identificar la contribucién que realiza, al valor global del
indice de Gini, cada uno de los intervalos de clase que conforman una distri-

bucién de frecuencias. Para alcanzar este propésito se recurre a la idea bisica
que da sustento y origina este coeficiente: relacionar el 4rea de concentracién

con la de mixima desigualdad. Que adecuada a cada intetvalo serfa: rela-
cionar la subirea de concentracién (A,) con la de mixima desigualdad en el

intervalo.

-

Q-2 R
R

9 |,: PI TJ i

La expresion geométrica de esta idea nos lleva a definir el coeficiente Gini-
intervalo para la i-ésima clase como:

A

= !

e n

Por los desarrollos del apéndice 1 sabemos que es relativamente simple calcu-
lar (m, — A.) que se encuentran delimitadas por el eje de las abscisas y por la

curva de Lotenz. En efecto, tenemos que:

(n,—A) = LIZQ]
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(m=A;)=(P,~P) (Q)) + 5 (P,-P) (Q—Q) =

F-P)Q+Q) _p(Q+Q)
2 2

(n,—A))=(P,~P,)Q, +

L BP)QQ)  (BP)(Q+Q)  p(Qi+Q)
2 2 2

(ﬂi_lAl) = (Pi_Pi-l)Qi—1 *

(P-P.)Q-Q.) _ (P-P)Q+Q.) _ prQ+Q.)

2 2 2

Por otra parte, los valores de las subéreas de mdxima concentracién simbo-
lizadas por las letras n serdn iguales a:

(P,~P,)P,~P)  (P,~PX(P,+P) p,(P, +P,)
2 B 2 2

L}

m,=(P,~P )P, +

(PP PP - (P,=P, (P, +P) p,(P; +P,)
2 2 2

n, =(P,~-P,)P, +
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(P—P_)P—P_) (PP )P +P ) p(P+P_)

m=(P—-P_)P_ + 3 > 3

A partir de estos dos conjuntos de expresiones se puede obtener una
expresién aritmética que permita evaluar cualquier subarea de concentracién
(A,). Asi por ejemplo, si nos interesa determinar A, procedemos a:

p(P,+P_)  p(Q+Q.)
2 2

A=n—(m—A)=

Luego:

e R eCRT

Al aplicar la definicién de Gini intervalo para el intervalo ¢

a3 [e.+Par@+au]
P = m, = = -
o]

concluimos que:

A Q,+9.-—1

i P+ P,

Tenemos un caso particular cuando # asume el valor 1. El coeficiente Gini-
intervalo para el primer estrato resulta ser:

_ _Q1+Qo
G; =1 P + P,

Si suponemos que:

Q=P=0
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llegamos a:

G, = {~—L = [——L
P, P

Expresi6n que se verifica si obtenemos directamente la expresion correspon-
diente 2 G,.

El otro caso extremo se presenta si i = m. El coeficiente en el Gltimo estrato
asume la forma

1+ Q..
Gy = 1 1+P

Si simbolizamos el 4rea total de mixima concentracién por m entonces se
cumple:

m
n= n
1=1

Del mismo modo si denotamos por A el drea de concentracién entonces:.

Sabemos que el indice de Gini se define como:

A ZA.
Ademis
.
1 n‘_
Por lo tanto:
m m
I G-z - EA-
2 M. n i n

It
—
L}
A
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Esta ecuacién nos dice que si ponderamos los coeficientes Gini-intervalos
por su correspondiente relacion entre la subdrea de miaxima concentracién
(m)y el drea de maxima concentracién (m), se obtiene el Gini global.

Sabemos que:

(P—P_)P,+P_)
™ 2

y que:

“—i
=

porque se trata del drea de un tridngulo rectingulo e issceles de catetos uni-
tarios.
Luego la relacién:

m
W,‘ = 'n,_l F* (P,'_pi~|)(Pi + pi—|)= Puz_ P|2—I
Y
m m m
I W=2X P- X P,
i=1 1=1 1=
=Pf+P§+...+an-Pf—P§—...-an_l
=P =1
m
z W =1

...
]
p—
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Al aplicar estas ponderaciones 2 G, obtenemos:

;_1 G.Wi:irzn:[ [1— QP:SILL ][(P—Pll)(P+P”)]

m m m

2 GW =2 (PP )-Z (P~P_)Q+Q_)
1=1 1=1 1=1

m m m

zZ GW = 2 P, — Z P(Q,+Q,.)

1=1 1= 1=1

El lado derecho de esta expresién es la formula de cilculo'para el G glo-
bal, por lo que:
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