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INTRODUCCION

El Modelo de Valuacién de Activos de Capital, CAPM de su nombre en inglés (Capital Asset
Pricing Model) fué desarrollado inicialmente por Treynor (1961) y Sharpe (1964) y posteri-
ormente por Lintner (1965), Mossin (1966) y Black (1972) y es una extensién inmediata de
la teoria de Markowitz, con la ventaja de ser empiricamente més manejable.

El CAPM determina el precio de los activos considerando que los inversionistas han tomado
decisiones éptimas cuando el mercado estd en equilibrio. De esto se deriva que los activos
riesgosos s6lo pagan por el riesgo sistemético o no diversificable.

Supuestos del CAPM

1) Los inversionistas son aversos al riesgo y buscan maximizar su utilidad, la cual estd en
funcién de su riqueza terminal.

2) Las decisiones de portafolio se toman de acuerdo a criterios de media y varianza.
3) Los inversionistas tienen expectativas homogéneas.

4) La informacién estd disponible para todos.

5) No hay costos de transaccién ni impuestos.

6) Todos los activos estén en el mercado y son divisibles.

7) Existe un portafolio de mercado que consiste en la tenencia de todos los activos en la
proporcién correspondiente a su valor de mercado relativo.

De manera opcional, algunas versiones (la nuestra es una) suponen que existe una tasa libre
de riesgo con la cual se presta y se pide prestado infinitamente. Esta tasa tiene varianza
cero, covarianza cero con los otros activos y da un rendimiento positivo.

El CAPM se construye examinando el comportamiento de los inversionistas en una economia
modelo hipotética de un solo periodo. Entonces, para la examinacién empirica es necesario
hacer supuestos. Uno de los supuestos comunes es que las betas de los activos permanecen
constantes a lo largo del tiempo. esto no es muy razonable ya que el riesgo relativo del flujo
de efectivo de una empresa puede variar durante el ciclo de negocio. Por ejemplo, en Estados
Unidos, el famoso articulo de Fama y French (1992) examina empiricamente la versién del
CAPM de Black (1972), encontrando que el valor estimado del coeficiente de la beta es casi
cero. Ellos interpretan esta relacién plana entre el retorno promedio y beta como eviden-
cia fuerte contra el CAPM. Sin embargo, esta no es necesariamente evidencia en contra de
la versién condicional del CAPM, la cual toma en cuenta la naturaleza de la informacién
disponible en cada momento.

Atn cuando los retornos esperados son lineales en las betas para cada periodo de tiempo,
basado en la informacién disponible en el momento, la relacién entre los retornos esperados
no condicionales y la beta no condicional podria ser plana. En el capitulo 1 se expone un
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ejemplo que permite verificar esto y el cual ayuda a ilustrar las fallas contenidas en un estu-
dio empirico del CAPM que no tome en cuenta la variacién en el tiempo de las betas.

En consecuencia, las betas y los retornos esperados dependerén en general de la naturaleza
de la informacién disponible en cualquier punto del tiempo dado y variardn a lo largo de
este.

Por todo esto, supondremos que el CAPM condicional se cumple, es decir, el retorno esper-
ado de un activo basado en la informacién disponible en cualquier punto del tiempo dado es
lineal en su beta condicional.

Ahora justifiquemos el porque del uso de técnicas de estadistica no-paramétrica.

Los modelos condicionales de valuacién de activos imponen restricciones en momentos condi-
cionales no observados de los retornos de los activos, pero no describen exactamente como
estos momentos varian a lo largo del tiempo. Por ejemplo, el CAPM condicional establece
que los retornos en exceso esperados condicionales de los activos en cualquier punto del
tiempo son lineales en sus covarianzas condicionales con el mercado, pero no dice nada ac-
erca de la variaci6n en el tiempo de los retornos y covarianzas esperados condicionales. Sin
embargo, para realizar pruebas empiricas se necesita evaluar algunos momentos condicionales
o funciones de estos en su variacién a lo largo del tiempo.

Lo que se hace actualmente en la literatura es suponer formas funcionales acerca de los
momentos condicionales de los retornos de los activos y/o en funciones de estos momentos
para obtener series de tiempo y construir las pruebas. Sin embargo, errores de especificacién
tienen gran impacto en la inferencia y diferentes especificaciones pueden facilmente producir
resultados empiricos diferentes.

No hay un consenso general acerca de que momentos condicionales de los retornos modelar
y como seréan especificados. De hecho, debido a que las especificaciones se escogen por con-
veniencia o facilidad de uso, estas son arbitrarias y mutuamente excluyentes.

También, se ha observado que existe un problema de hipétesis conjunta. Esto es, si la prueba
de un modelo se basa en un modelo estadistico para algunos momentos condicionales de los
retornos, se tiene simultaneamente una prueba de la prediccién de la valuacién y del modelo
auxiliar. Aidn cuando el modelo de valuacién sea correcto, este tipo de prueba puede pro-
ducir un rechazo y estimaciones grandes de errores de valuacién simplemente por suponer
una forma funcional pobre acerca de los momentos condicionales. Este problema es relevante
a todas las metodologias propuestas en la literatura.

Desafortunadamente, el problema de la hipétesis conjunta no es el dnico. Problemas de
potencia pueden facilmente surgir en muestras finitas debido simplemente a ciertas especifi-
caciones.

Una implicacién de los efectos de especificacién es que uno puede cambiar de manera signi-
ficativa los resultados de la prueba con solo alterar la especificacién empirica.

Sin informacién detallada de los efectos que causa la especificacién que se escoge, cémo pode-
mos decidir si un resultado empirico es evidencia confiable o el simple producto de cierta
especificacion?

En este trabajo, siguiendo a Qing Wang (1997) se construye una prueba que evita los efectos
de especificacién asociados con los metodos existentes. Se prueba la eficiencia media-varianza
condicional de un portafolio de mercado dado. Esta prueba se basa en la siguiente idea,
primero se tiene un modelo de regresién lineal para los errores de los retornos esperados
condicionales, el cual siempre es consistente con la eficiencia media-varianza condicional del
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portafolio de mercado. A través de un factor de descuento no-paramétrico, se obtiene un
estimador de minimos cuadrados ponderados para los coeficientes de regresion. Entonces,
se prueba si los coeficientes son cero usando el estimador y sus propiedades asintéticas para
obtener una estadistica de prueba. Con esta metodologia se evita el problema de la hipétesis
conjunta v la prueba esta libre del impacto de errores de especificacién del factor de des-
cuento.

En el primer capitulo, se revisan el CAPM y el CAPM condicional, asi como se da una
justificacion del uso de un factor de descuento no-paramétrico observando lo que pasaria con
el metodo generalizado de momentos.

En el capitulo 2 se desarrolla todo el marco tedrico necesario para construir las pruebas y se
detalla toda la instrumentacion empirica.

En el capitulo 3 se detalla todos los datos a utilizar, sus propiedades estadisticas basicas, el
porque de su eleccién y el resultado y conclusiones de la prueba.

Se incluye un apéndice con el programa desglosado para calcular las pruebas elaborado en
MATLAB.



CAPITULO 1

El CAPM y el CAPM Condicional

La mayoria de los estudios del CAPM estdtico (no condicional) suponen que las betas per-
manecen constantes a lo largo del tiempo y que el retorno en el portafolio de valores pon-
derados de todos los activos es una aproximacién para el retorno en la riqueza agregada.
Suponer que el CAPM se cumple en un sentido condicional es suponer que las betas y el
premio de riesgo de mercado varian a lo largo del tiempo.

Gran parte de la investigacién en finanzas es dedicada a entender como los inversionistas
valuan los flujos de efectivo riesgosos. En general se esta de acuerdo en que los inversion-
istas demandan un mayor retorno esperado cuando invierten en activos mas riesgosos. Sin
embargo, atin no se comprende del todo como los inversionistas manejan el riesgo del flujo
de efectivo en un activo y como determinan que premio al riesgo demandar. Se han sugerido
muchos modelos que describen como los inversionistas manejan el riesgo y valuan los flujos
de efectivo riesgosos. Entre ellos el mas usado es el CAPM de Sharpe-Lintner-Black.

De acuerdo al CAPM:

i) La relacién entre el retorno esperado requerido y beta es lineal.

Ahora bien, sabemos que el riesgo de un activo es medido por la beta del flujo de efectivo
con respecto al retorno en el portafolio de mercado de todos los bienes en la economia.
Se han hecho muchos estudios para examinar empiricamente el desempeno del CAPM estético
en explicar el efecto cruzado de los retornos promedio realizados. Los resultados obtenidos
permiten ver que es posible construir un conjunto de portafolios donde el CAPM estético no
es capaz de explicar la variacién del efecto cruzado en los retornos promedio entre ellos. !
El CAPM se construye examinando el comportamiento de los inversionistas en una
economia hipotética donde viven solo un periodo. Esto, obviamente no es cierto en el mundo
real. Entonces, para la examinaciion empirica del modelo con datos reales es necesario hacer
ciertos supuestos. Uno de los supuestos comunes es que la beta de los activos permanecen
constantes a lo largo del tiempo. Esto no es muy razonable ya que el riesgo relativo del flujo
de efectivo de una empresa puede variar durante el ciclo de negocio. Por ejemplo, durante
una recesion el apalancamiento financiero de empresas con problemas puede incrementarse
abruptamente relativo al de otras empresas ocasionando que las betas de sus activos se in-
crementen. También, la participacién relativa de diferentes sectores en la economia fluctua,
induciendo cambios en las betas de las firmas en estos sectores. En consecuencia, las betas y

Ver Banz(1981), Reinganum(1981), Gibbons(1982), Basu(1983), Chan, Chen y Hsieh(1985),
Shanken(1985), y Bhandari(1988).
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los retornos esperados dependerdn en general de la naturaleza de la informacién disponible
en cualquier punto del tiempo dado y variardan a lo largo de este.

Por todo esto, supondremos que el CAPM condicional se cumple, i.e., el retorno esperado
de un activo basado en la informacién disponible en cualquier punto del tiempo dado es lineal
en su beta condicional.

CAPM ESTATICO (Sharpe-Lintner-Black)

Denotemos por R; al retorno en el activo i y por R, al retorno en el portafolio de mercado
de todos los activos en la economia.

La versién del CAPM de Black (1972) es:

ER] = yw+mbi (1.1)
donde
" Var(R,)

En Estados Unidos, Fama y French (1992) examinan empiricamente esta versién, encon-
trando que el valor estimado de 7, es casi cero. Ellos interpretan esta relacién plana entre
el retorno promedio y beta como evidencia fuerte contra el CAPM. Sin embargo, esta no es
necesariamente evidencia en contra del CAPM condicional.

Ann cuando los retornos esperados son lineales en las betas para cada periodo de tiempo,
basado en la informacién disponible en el momento, la relacién entre los retornos esperados
no condicionales y la beta no condicional podria ser plana.?

El siguiente ejemplo nos permite ver esto:

Considérese una economia hipotética en donde se cumple el CAPM periodo por periodo.
Supdngase que un econometrista considera solo dos activos y que hay solo dos periodos. Las
betas del primer activo son 0.5 para el primer periodo y 1.25 para el segundo, dando una beta
promedio de 0.875. Para el segundo activo son de 1.5 para el primer periodo y 0.75 para el
segundo, dando una beta promedio de 1.125. Supdngase que el premio de riesgo esperado en
el mercado es de 10 por ciento en el primer periodo y 20 por ciento en el segundo. Entonces,
si el CAPM se cumple en cada periodo, el premio de riesgo esperado para el primer activo
serd 5 por ciento en el primer periodo (10 x 0.5) y 25 por ciento en el segundo (1.25 x 20).
El premio de riesgo esperado para el segundo activo serd 15 por ciento en ambos periodos.

En consecuencia, un econometrista que ignore el hecho de que las betas y los premios de
riesgo varian en el tiempo, erroneamente concluird que el CAPM no se cumple, ya que los
dos activos ganan un premio de riesgo promedio de 15 por ciento pero sus betas promedio
difieren.

Ain cuando los nimeros de este ejemplo son extremos y poco realistas, nos ayudan a
ilustrar las fallas contenidas en un estudio empirico del CAPM que no tome en cuenta la
variacion en el tiempo de las betas.

2Esto es debido a que un activo que esté en la frontera de media-varianza condicional no necesariamente
estd en la frontera no condicional. Ver por ejemplo Dybvig y Ross(1985), y Hansen y Richard(1987)
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Denotaremos por R;;4, el retorno bruto (i.e., 1 mas la tasa de retorno) del activo i en el
periodo t + 1. Anédlogamente R, ;. serd el retorno bruto del portafolio de riqueza agregada
de todos los activos en la economia en el periodo ¢ + 1. Nos referiremos a Rp;+1 como el
retorno de mercado.

Sea I; el conjunto de informacién comin de los inversionistas al final del periodo t.

Supondremos que todas las series de tiempo usadas son covarianza- estacionarias y que
todos los momentos condicionales y no condicionales existen.

Cuando se tienen inversionistas racionales aversos al riesgo en una economia dindmica,
estos tipicamente se anticipardn y cubriran contra la posibilidad de que las oportunidades de
inversién en el futuro pudiesen cambiar adversamente. Debido a esta necesidad de cubrirse
que surge en una economia dindmica, el retorno esperado condicional en un activo sera
de manera tipica conjuntamente lineal en la beta de mercado condicional y las betas del
portafolio para cubrirse. 3

Sin embargo, siguiendo el desarrollo de Merton (1980), supondremos que los motivos para
cubrirse no son suficientemente importantes y en consecuencia que el CAPM se cumpliré de
manera condicional como sigue:

Para cada activo ¢ y en cada periodo £ + 1,

ERig|l] = Yot +7.Bis (1.2)

donde f;; es la beta condicional del activo i definida como

Cov(R; t41, Bpt41|1r)
Var(Rp41|1t)

7Yo,¢ es el retorno esperado condicional en un portafolio cero-beta y <, ; es el premio de riesgo
de mercado condicional.

Ahora tomemos la esperanza no condicional en ambos lados de (2) para obtener:

E[E[R;it41|L]] = E[yo + 71,Bi)

Bit

(1.3)

de donde obtenemos

E[R;t41] = Elvo.] + E[114) E[Bis] + Cov(m s, Bis)
definiendo vy = E[yo4), 1 = E[n, y B = E[Bi;) obtenemos finalmente

E[Ris41] = % +mBi+ Cov(my, Bis) (1.4)

71 es el premio de riesgo de mercado esperado y f3; es la beta esperada.

Si la covarianza en (1.4) es cero 6 una funcién lineal de la beta esperada para cada
activo i escogido arbitrariamente, entonces este se asemeja al CAPM estético, i.e., el retorno
esperado es una funcién lineal de la beta esperada. Sin embargo, en general, el premio de
riesgo condicional en el mercado y las betas condicionales estan correlacionados.

3Ver Merton (1973) y Long (1974)
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Por estudios previos se sabe que el premio de riesgo esperado en el mercado, asi como las
betas condicionales no son constantes* y varian a lo largo del ciclo econémico.’

En consecuencia, el 1iltimo término en (4) en general no es cero y el retorno esperado no
condicional no es una funcién lineal de la beta esperada solamente.
Una vez que hemos visto esto, analizaremos el CAPM condicional a partir del factor de

descuento. En la siguiente seccién se argumenta el porque del uso de un factor de tipo no-
paramétrico.

UN FACTOR DE DESCUENTO NO-PARAMETRICO

Utilicemos el factor de descuento del método generalizado de momentos® para discutir
los efectos que causa el tipo de especificacién que se seleccione.
Para probar la hipétesis de que un portafolio benchmark p dado es eficiente media-varianza
condicionalmente con el factor de descuento del método generalizado de momentos, primero
se especifica un factor de descuento lineal en rp;44

me41(0) = a(X,0) — b(X, 0)"‘p,t+1

donde

Tpt+1 €s retorno del portafolio p menos la tasa libre de riesgo.
X es un vector de variables de estado.

0 es un vector de pardmetros.

Ahora, se aplica el procedimiento del método generalizado de momentos para probar si
se cumple la condicién

E[mt+1(00)7't+1] =0

Para algiin valor del vector de pardmetros 6, donde 7, es el vector de retornos menos la
tasa libre de riesgo.

Como saber si un factor de descuento esté especificado de manera correcta?

La hipétesis de eficiencia condicional predice un factor de descuento lineal en 7,41, pero no
dice nada acerca de la forma funcional de a y de b. Sin embargo, aparentemente no tiene
sentido que cualquier a y b sirvan para una prueba apropiada de la hipétesis.

La hipétesis de eficiencia media-varianza condicional no deja sin restriccién a a y b.

Es directo ver que la ecuacién condicional beta-precio

Cou(r; y T ]
Elrigsi|lt] = Elrpesa| 1] V(a;:‘(:: ¢+’;'|‘;tl)l .

tiene una representacion del factor de descuento

E[m17e44] =0

4Keim y Stambaugh(1986), Breen, Glosten y Jagannathan(1989)
SFama y French(1989), Chen(1991) y Ferson y Harvey(1991)
Sya que es muy frecuente su uso en los estudios actuales




donde
My = E[r2, 11 Xe] — Elrpesa| Xelrpen

De aqui se desprende que las especificaciones correctas de a y b 6 un factor de descuento
especificado correctamente deben cumplir

b(Xg,OO) — E[rp.¢+llxt]
a(Xt,00)  E[r} | X

para algun 6.

Especificaciones incorrectas de a y b dan origen a un problema de hipétesis conjunta.

El procedimiento del factor de descuento del método generalizado de momentos prueba de
manera simultdnea la eficiencia media-varianza condicional del benchmark y los supuestos
de la forma funcional de a y b. Errores de especificacién pueden facilmente resultar en
violaciones de la condicién E[m41(6)re+1] = 0 (el objetivo de la prueba) aiin cuando el
benchmark este en la frontera de eficiencia condicional.

El problema de la hipétesis conjunta no es la tinica posible consecuencia del error de
especificacion. Especificaciones incorrectas de a y b pueden afectar el tamafio de prueba, la
potencia de la prueba, el sesgo de estimacién y el ruido de estimacién.

Los efectos de especificacién originan serias dudas acerca del uso de factores de descuento
paramétricos injustificados.



CAPITULO 2

Marco Teorico e Instrumentacion
Empirica

UN ESTIMADOR DE MINIMOS CUADRADOS PONDERADO

Considérese un marco donde hay un activo condicionalmente sin riesgo. Igual que antes
Tpe+1 s el retorno del portafolio p menos la tasa libre de riesgo.

Tis+1 €s el retorno del activo ¢ menos la tasa libre de riesgo. i =1,...,n.

Sea X; un vector de tamaio k de variables de estado tal que
Elrpes1|l] = Elrpe|Xi] (2.1)
Efrpenll] = E [rh el Xl (2.2)

donde I; es el conjunto de informacién de los inversionistas' al tiempo t.

Se utilizara el supuesto de que 7,441, Tit+1 ¥ las variables de estado son estrictamente esta-
cionarias.

Si el portafolio benchmark p es eficiente media-varianza condicionalmente, entonces

Cov(rig41, Tpe1 |1
Elrien|li] = Efrpell] V( m:t(: ::lt;tl)l 0 (2.3)

o de manera equivalente

E[Ti t+17p t+1|It]
Elr; L] = Elrpinll . : 2.4
[ 't+1| ‘] [ P¢+l| t] E[rg‘t_'_lllt] ( )

parat=1,...,n.
La representacién por medio de la covarianza (2.3) es la usual ecuacién beta-precio. La
representacién de (2.4) es la de momento cruzado.

Hagamos
gp(Xt) = E [Tp.¢+1 | X:]
9p(Xe) = E ["z.t+1 | Xe)
— 9p(Xt)
b(X:) o (X0)

INétese que estas ecuaciones son solo para el portafolio p. No se requiere que X; sea una caracterizacién
completa del conjunto de informacién I, solo que sea suficiente para desarrolllar la prueba no-paramétrica.
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Si (2.1) y (2.2) se cumplen, los errores de los retornos esperados condicionales de (4) se
pueden expresar como

E Ti T I,
E[rits1|le] — Elrpesa|1e] [E'[t:?:t::&i]l 1 E[myTign| L)
donde
M1 = 1 — b(Xe)rpe1
y en consecuencia (2.4) es equivalente a

Elmyarignl|l] = 0 (2.5)

Ahora bien, sea €;341 = My41Tit41 ¥ Z: un vector de tamaiio g de variables estacionarias
observadas en I;.

Si se pudiese observar el factor de descuento m;,;, una manera natural de probar la condicién
Ele;s41|1¢] = 0 seria hacer una regresién de e;;+; en Z, y probar si los coeficientes son cero.
Esto es debido a que las regresiones siguientes

City1 = Z;5i+“i,t+1 (2.6)

donde E(u;¢41|l] =0 para i =1,...,n son siempre consistentes con (2.5).

Obviamente (2.5) implica que (2.6) se cumple con § = 0 donde & = (8,4, ...4,,) .

Para implementar esta idea, siguiendo el desarrollo de Wang (1997) se reemplazard m,., con
un factor de descuento no-paramétrico M, y se estimaré el vector de pardmetros d; con

- 1 &
5 = (NZa,z,z,) (ﬁgatz,am) 2.7)

t=1

parai=1,...,n donde
a‘,t+1 = ﬁk+lfi,t+1 b §
Mepr = 1-— b(Xt)rp,t+l con
T §,,(X )
b(X) = =
(X) 9pp(X)

La funcién ponderadora se escoge como

-~

Wy = f(X:)Gpp(Xt)

2 Gp Y Gpp son kernels definidos como

fx) = N*h*ék(%)

N
3(X) N“h"‘f(X)“ZK(X ;X')r,,,,,l
s=1



Gm(X) = NHF(X) IZK(X S (238)

s=1

f&s el estimador no-pa.ra.métrioo de densidad Rosenblatt-Parzen, con kernel K(-) y banda
de ancho h. g, y Gpp son estimadores de funcién de regresién Nadaraya-Watson.

La funcién ponderadora i, se escogié de tal forma que w,ZtZ y W Z4€; 441 pueden ser expre-
sadas como estadisticas U generalizadas de segundo orden, permitiendo analizar propiedades
de 6. para muestras grandes.

La prueba que se propone estd basada en el estimador de minimos cuadrados ponderado 6N

= (5 8-7)

Intuitivamente, 3N converge a cero si el benchmark p es eficiente media-varianza condicional-
mente. De otro modo, el estimador converge a un limite diferente de cego’. Entonces, se
puede hacer una prueba de eficiencia condicional checando que tanto dista dy de cero usando
teorfa de la distribucién asintética para considerar los errores de muestreo.

(2.6) también puede ser visto como un modelo para los errores de valuacién; i.e., Z,d; serviria
como aproximacién para Ele; ¢+1|I3], los errores de retorno esperado condicional en (2.4). Por
esto es que no se ha puesto ninguna restriccién para escoger Z;.

Nétese que el modelo de regresién (2.6) no ocasiona el problema de hipétesis conjunta, sin
importar la eleccién que se haga de Z;. Esto es debido a que el modelo siempre es correcto
cuando el benchmark es eficiente media-varianza condicional.

OMP AMIENTO ASINTOTICO DEL ESTIMADOR
Y LA ESTADISTICA DE PRUEBA

Sea 74, un vector de excesos de retorno (retorno en el activo menos la tasa libre de riesgo)

(Prge1°*Tngs1) ® Z¢ y sea Yoy = (X, Z,Tps41741) , donde ® es el operador de Kronecker.
Denotemos

w = f(Xt)gpp(Xt)
A = 1,® E[wZZ,)

N
Ay = LeN'Y azsz,

t=1

donde I, es la matriz identidad de tamano n.
Sea § = (0;---4,) con

6 = (E[wtztz;]) ElwZ;e; 41

2a menos que e; ¢4 sea ortogonal a todos los componentes de Z; parai=1,...,n
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Definamos
YY) = n(Yenr) = [In ® a(Yes)]d (2.9)
(Vi) = F(Xe)gpp(Xe)res1 — gp(Xe)Tpesrress + gr(Xe)r2 es1 — Gor(Xt)rpes1] (2.10)
a(Yer) = F(Xo)lgpp(X1)Z:Z, + 13 2119x(X1)] (2.11)
donde

9-(Xe) = E[r,+1|X¢]
gpr(xt) = E [rp.t+lrt+llxt] y
9::(Xe) = E[thélxt]

Resultado 1. Tenemos que
i) Ay converge en probabilidad a A.
ii) La distribucién limite de vV NAy(3y — J) es idéntica a la de N3 Zf;l Y(Yes1)-
it1) E[y(Yi+1)] =0.
Ahora, enunciaremos algunos supuestos técnicos que permiten obtener resultados acerca

de la distribucién limite del estimador EN y del estadistico de prueba que se dard mas ade-
lante.

SUPUESTO 1.- La sucesién de datos {Y;+1} es un proceso estrictamente estacionario

del tipo S-mixing y el subvector X, tiene distribucién absolutamente continua con densidad
-2)
f(X:) y para alguna p > 2 los nimeros 3, n=1,2,... satisfacen ) - 70, * < oo.

SUPUESTO 2.-
i) 72,415 Te41 Y Tpe41Te41 tienen primer momento finito.

i) ||lwi(t,s)||, < 0oy ||lwa(t,s)|[, <oo V ¢t < sdonde

wy(t,8) = (7',2,,.+1 = Tp,a+17'p.t+1)7't+1 + (7'2,:+1 - Tp.t+17'p.a+1)7'o+1
wo(t,s) = T:'.+‘Z¢Z; - r:_,HZ,Z;

y ||« ||, denota la norma 3p.

ii1) ||n(Yes)llp < 00y |la(Yesa)], < oo.

i
»

Xl = (E[x:;-l)
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SUPUESTO 3.- fgp, f9pps f9rs f9r ¥ fg.. satisfacen la condicién local de Lipschitz
para alguna funcién m(X); donde m(X;)rey1, m(Xe)rpes17e41, M(Xe)Tp 41, m(X,)rz,H,1 y
m(X,)Z,Z, tienen norma p finita.*

SUPUESTO 4.- El kernel K es una funcién simétrica acotada que satisface
i) [K(u)du=1
i) [|uf|K(u)|du < oc0si0<j<k+1

i) [ul - urK(u)du=0si0<1l+---+I < k+1 donde u; es el j-ésimo elemento del
vector u. Es decir, el nucleo K es de orden k + 1

SUPUESTO 5.-
i) La j-ésima derivada parcial de fg,, f9pp, f9r, fGpr ¥ fg.. existen para toda j < k+ 1.

ii) Las esperanzas E[gprvlhm-lj (fgp)]v E[g"le.m.lj (fgw)]v E[ngh,---.lj (fgr)]’ E[gpvh.---,lj (fgpr)]
Y ElgppV,,..1;(fg:2)] existen para toda j < k + 1, donde las funciones y las derivadas
parciales® estdn evaluadas en X;.

SUPUESTO 6.- Las matrices A y I'y son no-singulares. (Fp = E[y(Ye41)7(Yes1)'])-

La condicién mixing en el supuesto 1 restringe el grado de dependencia permitida en la
sucesion de datos, esto es entre otras cosas para poder aplicar un teorema de limite central.
Las condiciones que requieren que [, se anule como una potencia de n no suelen ser restricti-
vas para la mayorfa de series financieras y son usuales en la literatura. Mientras mas fuertes
son las restricciones para la existencia de los momentos (una mayor p) mas dependencia es
permitida. Esta relacién inversa no es poco comin para establecer resultados asintéticos
para datos serialmente correlacionados. El supuesto 5 es una condicién de regularidad para
correccién asintética de sesgo, a través del uso de un nucleo de orden mayor.

Para las condiciones en los momentos hechas en el supuesto 2, primero nétese que p puede
escogerse arbitrariamente cercana a 2 si 3, decae exponencialmente; en seguida, es directo
verificar que el supuesto 2 se cumple V p > 2 si la distribucién conjunta de todas las vari-
ables es normal o lognormal.

Una vez dados los supuestos técnicos, observamos que debido a que N~! Eﬁl 7Y(Yi+1) €s un
promedio simple de vectores aleatorios estacionarios, la aplicacién de un teorema de limite
central® nos da el siguiente resultado.

4Se dice que una funcién h(X) satisface la condicién local de Lipschitz para alguna funcién m(X) si
|A(X +Y) — h(X)| < m(X)|[Y]|

5V(h) denota el vector gradiente de la funcién h

SDoukhan et al. (1994) han mejorado los teoremas de limite central clésicos de Ibragimov y Linnik (1971)
y probaron que si 2 < p < 00, E[|X|?] <00y Yoo, annTT < oo entonces n—} Y i1 (Xi — E[X;]) converge
a un vector aleatorio normal centrado.
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Teorema 2.1. Dados los supuestos 1-6, si h — 0, Nh* — oo y Nh**% — 0, entonces el
estimador de minimos cuadrados ponderado 3y es tal que VN (6 N —0) tiene una distribucién
limite normal multivariada con media 0 y matriz de varianza-covarianza (), donde 2 =

ATA L, T=Y " T;yI; —E['Y(Yt+1)’Y(Yt+J+1)]

Este teorema muestra que JN tiene las propiedades limite estandar, consistencia-v/N y
normalidad asintética de los estimadores paramétricos.
Este resultado no se basa en (2.1) y (2.2), ni requiere que las ecuaciones de (2.6) esten
especificadas correctamente. Hay que notar que las condiciones para h son diferentes de
aquellas para estimadores de kernel puntuales. Las condiciones Nh%* — oo y Nh?*+2 — 0
dan las cotas superior e inferior de la tasa en que h converge a 0 para que dy exhiba el
comportamiento asintético deseado. La condicién Nh?*+2 — ( se debe al uso de un kernel
de orden k + 1 y en consecuencia el rango admisible para la tasa puede relajarse usando un
kernel de orden mayor a k + 1.
Ahora, para construir una prueba de eficiencia condicional usando la distribucién de 6N
necesitamos un estimador para la matriz de covarianza ). Para esto, primero veamos la
estimacién de y(Y;41). Reemplazando en (2.10) y (2.11) f(X), go(X), gpp(X), r(X), gor(X)
¥ 9.:(X) por kernels estandar y reemplazando en (2.9) § por EN, una aproximacién natural
para ¥(Y:41) serfa

W(Yen) = (Vo) = [la @ A (V)i (2.12)
in(Yer) = f(X)[Gpp(Xe)res1 — Gp(Xe)rpesrress + Ge(Xe)Th 41 — Gor(Xe)7pe41)(2.13)
an(Yer)) = F(X0)[0pp(Xe)ZeZ, + 12 44182:(X0)] (2.14)

‘con f, Gp ¥ Gpp como se definieron previamente’ y

2 N[ X-X
(X)) = NWW*f(X)'Yy K ),
3.(X) M
N
B(X) = N0 T K (B raaren
s=1
N
2.0 = N0 k(X5 2z
s=1

Se puede mostrar que el estimador
I;=N"1 Z AN (Yer1) AN (Yitjr)

t=1

es consistente para I';. También puede verse que dado (2.1)y (2.2) ;=0 V j # 0 cuando
las ecuaciones en (2.6) se cumplen. Es por esto que se propone el estadistico de prueba

T = NoyQy'on (2.15)

"Hay que notar que g,.(X;) = Z;Z, cuando Z, es una transformacién fija de X, por ejemplo Z; = (1X,)’
y en dado caso no es necesario utilizar el nucleo de estimacién G:2(X;) en (14). Simplemente habria que
reemplazar g..(X;) por Z;Z, lo que da @n(Yi+1) = f(X¢)[Gpp(Xt) + r:',“]ZgZ,.
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donde Qy = A5'ToAy! para probar la eficiencia media-varianza condicional.
Teorema 2.2. Si se cumplen las condiciones del Teorema 1

i) Dados (2.1) y (2.2), si el portafolio p es eficiente media-varianza condicional, entonces
el estadistico de prueba T tiene una distribucién limite x? con g x n grados de libertad.

i1) f,- es un estimador consistente de I'; para cualquier j fija.

Vale la pena notar que la prueba no tendrd potencia si se escoge algiin vector Z;, que
sea ortogonal® a e;¢;;. Sin embargo, la prueba tendrd potencia si un componente de Z,
puede pronosticar significativamente e; ¢+, sin importar si el modelo de regresién (2.6) es
especificado de manera correcta o no.

EL KERNEL K'Y LA BANDA h

El kernel K utilizado es una funcién de densidad normal multivariada independiente

K
K(u) = H¢i(ui)

i=1

donde ¢; es la densidad normal univariada con media cero y varianza o? (o; es la desviacién
estandar de la i-ésima variable de estado). Para el computo, o; fué reemplazada por la
desviacién estandar muestral.
Para escoger la banda h 6ptima no hay un consenso teérico. Una opcién préictica que toma
en cuenta las condiciones de la tasa de convergencia para los resultados de distribucién limite
del Teorema 1 es

h=N"=m

SELECCION DE LAS VARIABLES DE ESTADO

Es muy importante la seleccién del vector X; debido a que no se quisiera perder variables
predictoras importantes en el conjunto de informacién I; con el cual se condiciona.
En el extremo, una prueba no va a ser eficiente condicionalmente si no usa ninguna variable
de estado. Por otro lado, no se quisiera incluir variables redundantes que pudieran tener un
impacto importante en la potencia de la prueba.
Lo que haremos es probar (2.1) y (2.2) para un candidato X; dado. Para esto, se propondrd
una prueba no-paramétrica.
Sea Z; un vector de tamaiio ¢; x 1 en el conjunto I;, cuyas componentes son diferentes a las
de X;. La idea para poder hacer la seleccién es verificar si Z; puede pronosticar los residuales

‘i.e., E[de"‘u.]ng] =0 = l, ceey
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Toa+1 — 9p(Xe) y 75 oa+1 — Ipp(Xt)-
Si (2.1) se cumple (1 e., E[rps1|1i] = gp(X:)) entonces

Tpt+1 — 9p(Xi) = Z;Il + €41

con Eleq|I)] =0y u=0.
Bajo ciertas condiciones de regularidad, si Nh?* — oo y Nh?+2 — 0, entonces se va a tener
que el estimador de u

- (% \; f(x,)z,z,) B ( Z f(Xe) Zy[rper — gp(X:)l)

t=1
es tal que
VN(@ - p) 2 N(0,Q,)

Como en el Teorema 2, se puede construir un estimador de matriz de covarianzas

ﬁ“ A;lf“'“ 1
donde
B N -~
A, = N f(X)zz,
t=1
R N
I, = N7 Zﬁp,t+l?p,t+l
t=1
con

Fuet1 = FX)Zerpess — ZeGp(Xe) — Tpp010:(Xe) + Gap(Xe) — Gez(Xe)B — Z:Z,00)
9::(X) como se defini6 previamente y

B ar g IZK( )

s=1

N

s=1

g:(X)

9:(X)

Esto da un estadistico de prueba R
Q=NaQ;'n
con distribucién limite bajo (2.1) de x?(q1).

La prueba para (2.2) se construye de manera similar unicamente reemplazando 7p¢+1 Y Tp,s+1
con r2,,, y T2 44, Tespectivamente.



CAPITULO 3

Los Datos y Resultados

SELECCION DE DATOS

Comencemos primero por describir los datos que representaran los retornos en exceso
7pt+1 del portafolio de mercado p y a los que representaran los retornos en exceso ris4; @ =
1,...,n de los activos 6 portafolio que se usan para pronosticar.

La tasa libre de riesgo utilizada es la tasa mensual porcentual de los cetes a 28 dias, la cual
denotaremos ). Para el portafolio p se utilizé el crecimiento porcentual del Indice de Precios
y Cotizaciones menos la tasa libre de riesgo como sigue

(IPC,+l — IPC,
Tpt+l =

PG, )xlOO—A

Ahora bien, como el modelo estd ubicado en un contexto macroeconémico y siguiendo a
Qing Wang (1997) quien usa los deciles para tamafio impares del value-weighted portfolio of

New York Stock Exchange, nosotros utilizaremos el crecimiento porcentual del IPC para los
sectores

1) Transformacién.
2) Construccién.
3) Comercio.

4) Transporte.

5) Servicios.

menos la tasa libre de riesgo como sigue

Tierl = (IPC"‘I*I‘,;{PC"‘) x100-X i=1,...,5

de esto podemos observar que en nuestro estudio la n del capitulo 2 vale 5.
El anélisis estadistico bésico de estos datos es
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portafolio

media

WO A W N -

0.068965459
1.832799235
1.206859485

6.42690945
0.602764374
0.525386306

portafolio

desv. est.

WUt E W N -

9.15240845
21.85293699
10.60173723
66.83048961

14.7918615
10.05646583

1

0.7505
0.7439
0.0155
0.6019
0.6432

1
0.5501 1
—0.0772 —0.0001 1
0.4838 0.5734¢ —0.0527 1
0.4148 0.5597 0.1040 0.7328 1

Donde C es la matriz de correlaciones.
Sigamos con la obtencién del vector X, el cual representar4 las variables dentro del conjunto
de informacién de los inversionistas I; con las cuales ser4 suficiente para tomar decisiones de

inversion.

El total de variables que fueron escogidas y que pudiesen conformar el vector X; son las

siguientes

1) Indice de Volumen Fisico de la Actividad Industrial en crecimiento porcentual. Se
tomé6 como medida del crecimiento de la economia. Lo denotaremos a.

2) Indice Nacional de Precios al Consumidor (INPC) en crecimiento porcentual. Se tomé
como medida de la inflacién. Lo denotaremos b.

3) Agregado Monetario M4 en crecimiento porcentual. Se tomé para captar la riqueza en
la economia considerando la liquidez. Lo denotaremos c.

4) Tipo de cambio peso-délar en crecimiento porcentual. Lo denotaremos d.

5) Diferencia entre la tasa mensual del papel comercial y A. Se tomé como el premio de
incumplimiento. Lo denotaremos e.

6) Indice Dow Jones en crecimiento porcentual. Se tomé por considerar las principales
acciones que cotizan en el New York Stock Exchange, mercado donde se encuentran
listadas las principales acciones mexicanas. Lo denotaremos f.
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Las desviaciones estdndar correspondientes o; utilizadas en el kernel K de las muestras son
las siguientes

i
4.489683122
2.339468186
2.357376626
6.402002774
0.388932972
4.535023512

DO W e,

Los datos utilizados en este estudio son mensuales y van de febrero de 1987 a diciembre
de 2001 para el caso de las variables de estado. En cuanto a los retornos, van de marzo de
1987 a enero de 2002 (recorrido un periodo debido a su uso en ¢ + 1 y la forma en que se
realizaron los programas computacionales). De esto vemos que N = 179.

Siguiendo el procedimiento para la seleccién de variables de estado descrito en el capitulo 2,
se conformaron diferentes vectores z; de tamano 4 (i.e., q; del capitulo 2 vale 4) y para cada
uno de estos se calculo el valor del estadistico de prueba

Q=NAQ'n

con distribucién limite bajo (2.1) de x*(q1)-

Se conformaron 5 vectores z, donde por ejemplo 293¢ indica que se utilizaron las variables
1,23 y 6 (i.e., Indice de Volumen Fisico de la Actividad Industrial, INPC, M4 y Dow Jones).
Con esto se obtuvieron los siguientes estadisticos de prueba Q

z Q
21234 le = 1.4378
21236 le = 6.3058
21246 | Q1246 = 6.1003
21245 | Q245 = 1.4048
21256 le = 6.9765

Hay que notar por supuesto que el niimero de combinaciones posibles para formar los z a
partir de las 6 variables es de 15 que es el nimero de combinaciones de 4 elementos tomados
de un conjunto de 6 elementos, pero aqui consideramos sélo estas 5 posibilidades. Ain mas,
es posible formar los z de tamaiio 5 6 3 lo que da mas posibilidades.

También observemos que aqui solo tenemos un total de 6 variables de estado para escoger,
pero es posible hacer las pruebas con mas variables y con los correspondientes vectores z que
se puedan construir a partir de estas. Para esto, se anexa un apéndice con el programa’ para

ejecutar todas las pruebas propuestas en este trabajo, el cual fué realizado en el lenguaje
MATLAB?Z.

1Consultar el apéndice para ver como el programa recibe los inputs (las series) de forma matricial
2Cualquier duda relacionada con el programa, su uso, los comandos 6 las series de datos utilizadas, favor
de contactarme a través del Centro de Estudios Econémicos del Colegio de México.
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Consultando los cuantiles que dejan una probabilidad a la derecha de una x? de 5 y 10
por ciento, observamos que todas estas elecciones son aceptadas. Aun cuando debiese de
escogerse a X; como

X,=(X,1=a, th=b¢ Xt3=dg X:=e¢)

debido a que Q245 = 1.4048 es el valor que se acepta a mayor confianza, por completitud y
para efectos de comparacién realizaremos la prueba de eficiencia media-varianza condicional
para el portafolio p para los 5 casos de X; debido a que estas 5 pruebas de z fueron aceptadas
(i.e., se acepto que los 5 z pueden pronosticar® X).

LA PRUEBA DE EFICIENCIA DEL PORTAFOLIO p

Para todas estas pruebas, Z; se tomars como Z; = (1 X,) (importante no confundir
con el z que se acaba de utilizar arriba).
A continuacién se reporta para cada uno de los casos el valor del estadistico de prueba

Ty = NoyQR'on (3.1)

cuaya distribucién es X,

z Q
X1234 T1234 = 349501
X1246 T1246 = 104051
X 1245 T1245 = 22.4002
X1256 T1256 = 14.1639

X123455 T123453 = 11.6842

Donde para los primeros 5 estadisticos utilizamos X{;,s) ¥ para el Gltimo X7;s)-

Los cuantiles que dejan una probabilidad a la derecha de una x? con 25 grados de libertad
de 5 y 10 por ciento son respectivamente 37.65 y 34.38, lo que nos permite concluir que p es
eficiente media-varianza condicionalmente para todos los casos excepto para X234 al 10 por
ciento. Es importante observar que ain cuando una de las mejores elecciones de variables
era X234 debido a que Q1234 era de los valores mas bajos, con esta eleccién se rechaza para
10 por ciento la hipétesis de eficiencia. Atn mas, para una x? con 35 grados de libertad,
observamos que usando todas las variables de estado listadas anteriormente (i.e., para el caso
X123456) la hipétesis de eficiencia de p es aceptada ampliamente.

La informacién anterior permite concluir que con los datos utilizados hay evidencia a favor
del modelo CAPM en su versién condicional para el caso de México.

3Ver la seccién de Seleccién de las Variables de Estado del capitulo 2



CAPITULO 4

Apéndice

En este apéndice se incluyen las instrucciones necesarias para poder utilizar los programas
elaborados en MATLAB y poder correr las pruebas desarrolladas en este trabajo.

El hecho de poder capturar todas las series utilizadas en forma matricial y vectorial, asi
como el poder programar las pruebas con operaciones matriciales de manera simple, fué el
motivo que inspiré la decisién del uso de MATLAB; el cual es un lenguaje con un soporte
muy amplio y poderoso en el uso de matrices y las operaciones que envuelven a éstas.

Al final de este apéndice se encuentra el como elaborar los programas en MATLAB para que
el lector pueda copiarlos (si desea realizar algunas pruebas con nuestros programas).

Para comenzar, se utilizardn las matrices A, Z y R, asi como los vectores p y sigma y el
valor numérico h.
La matriz A se conforma de los vectores X; como columnas. Es decir, la columna 1 de la
matriz A es el vector columna de variables de estado X y asi sucesivamente hasta la columna
X (recordemos que N es nuestro horizonte temporal, i.e., el nimero de meses que deseamos
utilizar en el estudio empirico). Observemos que A es de tamafio k x N
Una vez que se estd en la pantalla de comandos en MATLAB, aparece el prompt y se escribird
simplemente A=[ |; . Dentro de los corchetes se incluirdn los valeres de la matriz, los
cuales pueden ser transportados de manera sencilla de EXCEL con un simple copiar-pegar
(El punto y coma después del corchete permite que la matriz no sea desplegada y simple-
mente quede en memoria).
La matriz Z es igual que la matriz A con la salvedad de que le aumentamos un primer
rengl6n de 1's, lo cual refleja que estamos utilizando Z, = (1 X,)". Recordemos que Z, es
de tamaifio ¢ x 1 (en nuestro caso ¢ = k + 1). La forma de capturar Z es andloga a la de A.
La matriz R contiene la informacién de los r;;4; con i=1,...,n de la siguiente manera:
el renglén 1 hace referencia a i = 1 y asi hasta el renglén n. Esto nos da una matriz de
tamaiio n x N. Para no lidiar con el hecho de tener los retornos en el tiempo ¢t + 1 en la
programacién, se utilizé ¢; por lo cual hay que ser cuidadosos y meter los datos de cada
renglén recorridos una fecha. Por ejemplo, si en la matriz A se comenzé con enero del 87 y
se terminé en diciembre de 2001, para R se comenzaré en febrero del 87 y se terminaré en
enero de 2002.

El vector p contiene la informacién de los r,:41 e igual se tiene que recorrer la captura en
una fecha.

La captura en MATLAB de un vector es igual a la de una matriz, simplemente se escribe a
continuacién del prompt p=[ |; y en medio de los corchetes un copiar-pegar directo de
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EXCEL.

El vector sigma de tamano k x 1 recoge las correspondientes desviaciones estdndar de los
renglones de A, i.e., las desviaciones estdndar muestrales de las variables de estado. Estas
desviaciones se utilizan en las densidades normales que conforman el nucleo K.

De igual manera simplemente delante del prompt se escribe sigma=[ |; es importante
meter estas variables de esta forma para que los programas corran.

Para el valor numérico h simplemente se escribe delante del prompt h = N ‘“h, claro uti-
lizando los correspondientes valores de N y k en cuestién (Para elevar un nimero a una
potencia en MATLAB se utiliza el simbolo "y para dividir /).

Ahora bien, para los programas utilizados en la seleccién de las variables de estado recorde-
mos que utilizamos los vectores z; (minisculas, no confundir con los Z;), con los cuales
conformamos una matriz z, cuyos renglones son un subconjunto de los renglones de A en
diferentes combinaciones posibles (ver capitulo 3 donde se escogié 5 combinaciones diferentes

cada una de 4 renglones de A). La matriz z se captura en MATLAB de forma andloga al
resto de matrices.

Cada programa debe salvarse como un archivo diferente por cuestiones de optimizacién
computacional. El orden en el que los programas corren es el siguiente, aunque solo hay que
ejecutar algunos de ellos (mas adelante se especificara cuales).

1) Funcién K. Calcula todos los valores del kernel para los posibles valores de t y s. Arroja
una matriz de N x N.

2) Funcién K1. Da un valor del kernel especifico.
3) Funcién fgorro. Caleula f(X) = N'h* YN K (x;hx‘)

4) Funcién erret. Calcula r;.

5) Funcién ggorrol. Calcula Gy, Gpp, Gpr ¥ Gr-

6) Funcién bmew. Calcula b, @, @, y €.

7) Funcién deltaNgorro. Calcula dy.

8) Funcién gorroN. Calcula Gy, 7y ¥y AN-

9) Funcién Tdelta. Calcula fo, Ay, Oy y el estadistico de prueba T
10) Funcién mugorro. Calcula Ji.
11) Funcién ggorro3. Calcula g,, G.p ¥ 7.

12) Funcién pfinal. Calcula A, T, ﬁ“ y Q.
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Las tnicas funciones que deben ejecutarse para obtener la informacién necesaria de las
pruebas propuestas en este trabajo son

i) Funcién K.

1) Funcién deltaNgorro.
1i1) Funcién Tdelta.
iv) Funcién mugorro.

v) Funcién pfinal.

Al grabar cada funcién en un archivo de MATLAB, este es guardado en la ventana del

editor. Para ejecutar la funcién deseada, en la ventana de comando se escribe simplemente
el nombre de la funcién delante del prompt (por ejemplo > Kts = K(A, sigma,h)) y se
oprime la tecla enter.
Una vez que se tienen todas las posibles variables de estado, se construyen la matriz A,Z,. . .,z.
Se ejecutan los cinco programas anteriores para diferentes opciones de z. Una vez que se haya
escogido la mejor z que pronostique los X}, se substituird la matriz A con esta eleccién de z y
en consecuencia también tendrd que ser substituida la matriz Z de acuerdo al procedimiento
descrito arriba (aumentar un renglén de 1's... ). Una vez hecho esto se ejecutarn de nuevo
i), i) y #ii) de la lista de arriba, con lo que se encontraré el estadistico de prueba T} defini-
tivo, el cual permitird decidir si el portafolio p es 0 no eficiente media-varianza condicional.
Los programas:
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Funcién K

function Kts=K(A,sigma,h)
sigma=sigma(:);
[k,N]=size(A);
Kts=ones(N,N);
for t=1:N
for s=1:N
Ktsi=1;
for i=1:k
c2=(1/sqrt(2*pi*sigma(i)))*exp(-((((A(i,t)-A(i,s))/h)."2)/(2*sigma(i)."2)));
Kts1=Ktsl*c2;
end
Kts(t,s)=Ktsi;
end
end

Funcién K1

function Kts1=K1(A,t,s,sigma,h)

sigma=sigma(:);

[k,Nl=size(A);

Ktsi=1;

for i=1:k
c2=(1/sqrt(2*pi*sigma(i)))*exp(-((((A(i,t)-A(i,s))/h).~2)/(2*sigma(i)."2)));
Kts1=Ktsi*c2;

end

Funcién fgorro

function f=fgorro(A,t,sigma,h,Kts)
[k,N]=size(A);
sum=Kts(t,:)*ones(N,1);
f=N"-1%h"-k*sum;

Funcién erret

function rt=erret(R,Z,t)
q=size(Z,1);
n=size(R,1);
rt=zeros(q*n,1);
rt=kron(R(:,t),Z(:,t));
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Funcién ggorrol

function [gp,gpp,gr,gprl=ggorroi(A,t,sigma,h,p,R,Z,Kts)

p=p(:);

k=size(A,1);

q=size(Z,1);

[n,N]=size(R);

gpr=zeros(N,1);

gr=zeros(N,1);

Kts1=Kts(t,:)*p;

Kts2=Kts(t,:)*p."2;

ft=fgorro(A,t,sigma,h,Kts);

gp=N"-1*h"-k*ft"-1*Kts1;

gpp=N"-1xh"-k*ft"-1*Kts2;

sumi=0;

sum2=0;

for s=1:N
rs=erret(R,Z,s);
Krt1=Kts(t,s)*rs;
Krt2=Kts(t,s)*p(s)*rs;
sumi=sumi+Krti;
sum2=sum2+Krt2;

end

ft=fgorro(A,t,sigma,h,Kts);

gr=N"-1%h"-k*ft"-1*sumi;

gpr=N"-1xh"-k*ft"-1*sum?2;

Funcién bmew

function [wt,egorrol=bmew(A,t,sigma,h,p,R,Z,Kts)
n=size(R,1);
N=size(A,2);
egorro=zeros(n,1);
ft=fgorro(A,t,sigma,h,Kts);
[gp,gppl=ggorroi(A,t,sigma,h,p,R,Z,Kts);
bgorrot=gp/gpp;
mgorrot=1-bgorrot*p(t);
for i=1:n

egorro(i)=mgorrot*R(i,t);
end
wt=ft*gpp;
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Funcién deltaNgorro

function dN=deltaNgorro(A,sigma,h,p,R,Z,Kts)
q=size(Z,1);
n=size(R,1);
[k,N]=size(A);
dN=[];
sum=0;
sumi=0;
for i=1:n
for t=1:N
[wt,egorro] =bmew(A,t,sigma,h,p,R,Z,Kts);
resi=wt*Z(:,t)*Z(:,t)’;
res2=wt*Z(:,t)*egorro(i);
sum=sum+resi;
sumi=sumi+res2;
end
deltai=(inv((1/N)*sum)*((1/N)*sumi))’;
dN=[dN,deltail ;
end
dN=dN’;

Funcién gorroN

function gammaN=gorroN(A,t,sigma,h,p,R,Z,Kts,dN)
n=size(R,1);

q=size(Z,1);

In=eye(n);

ft=fgorro(A,t,sigma,h,Kts);

rt=erret(R,Z,t);
(gp.gpp.gr,gprl=ggorroi(A,t,sigma,h,p,R,Z,Kts);
aN=ft*(gpp*(Z(:,t)*Z(:,t)?)+p(t)."2%(Z2(:,t)*Z(:,t)?));
etaN=ft*(gpp*rt-gp*p(t)*rt+gr*p(t). 2-gpr*p(t));
gammaN=etaN-kron(In,aN)*dN;
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Funcién Tdelta

function Td=Tdelta(A,sigma,h,p,R,Z,Kts,dN)

[n,N]=size(R);

sum=0;

for t=1:N
gammaN=gorroN(A,t,sigma,h,p,R,Z,Kts,dN);
Krt=gammaN*gammaN’ ;
sum=sum+Krt;

end

sigma0=N"-1*sum;

suml=0;

for t=1:N
[wt,egorro]=bmew(A,t,sigma,h,p,R,Z,Kts);
Krt=wt*(Z(:,t)*Z(:,t)’);
sumi=sumi+Krt;

end

AN=kron(eye(n) ,N"-1*suml) ;

omN=inv (AN) *sigmaO*inv (AN) ;

Td=N*dN’*inv(omN) *dN;

Funcién mugorro

function mu=mugorro(A,sigma,h,p,R,Z,z,Kts,dN,Td)

[n,N]=size(R);

sum2=0;

sum3=0;

for t=1:N
ft=fgorro(A,t,sigma,h,Kts);
gp=ggorrol(A,t,sigma,h,p,R,Z,Kts);
Krt=ft*(z(:,t)*z(:,t)’);
Krti=ft*z(:,t)*(p(t)-gp);
sum2=sum2+Krt;
sum3=sum3+Krt1;

end

mu=inv(N~-1*sum2)* (N~ -1*sum3) ;
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Funcién ggorro3

function gammamu=ggorro3(A,t,sigma,h,p,R,Z,z,Kts,dN,Td,mu)
=size(A,1);
[n,N]=size(R);
sum=0;
sumi=0;
for s=1:N
Krt=K1(A,t,s,sigma,h)*z(:,s);
Krt1=K1(A,t,s,sigma,h)*z(:,s)*p(s);
sum=sum+Krt;
sumi=sumi+Krti;
end
ft=fgorro(A,t,sigma,h,Kts);
gz=N"-1%h"-k«ft"-1*sum;
gzp=N"-1xh"-k*ft"-1*suml;
[(gp.gpp.gr,gprl=ggorroi(A,t,sigma,h,p,R,Z,Kts);
gammamu=ft*(z(:,t)*p(t)-z(:,t)*gp-p(t) *gz+gzp-(z(:,t)*z(:,t) ’)*mu-(z(:,t)*z(:,t)’) *mu);

Funcién pfinal

function Q=pfinal(A,sigma,h,p,R,Z,z,Kts,dN,Td,mu)
[k,N]=size(A);
sum=0;
sum1=0;
for t=1:N
ft=fgorro(A,t,sigma,h,Kts);
gammamu=ggorro3(A,t,sigma,h,p,R,Z,z,Kts,dN,Td,mu) ;
Krt=ft*(z(:,t)*z(:,t)?);
Krtl=gammamu*gammamu’ ;
sum=sum+Krt;
sumi=suml+Krti;
end
Amu=N"-1*sum;
Sigmamu=N"-1*sumi;
Omegamu=inv (Amu) *Sigmamu*inv (Amu) ;
Q=N*mu’*inv(Omegamu) *mu ;
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