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Introduccion

En esta tesis se analiza el impacto de una funcion de impuestos sobre la desigualdad, la polari-
zacion y el crecimiento econémico. Nos centramos especificamente en el efecto sobre la desigual-
dad porque a partir de su estudio, podemos medir y comparar también las consecuencias de los

impuestos sobre la polarizacion y el crecimiento.

En el capitulo 1 mostramos cuédles son las condiciones que deberia cumplir una funcién de
impuestos, asociada a una politica impositiva, para mantener la desigualdad observada en una
sociedad antes de la aplicacion de la politica. Otros autores, Levine y Singer (1970) y Latham
(1988), analizan el impacto de un impuesto proporcional al ingreso, sobre la desigualdad. Noso-
tros extendemos su trabajo agregando transferencias en el ingreso con el objetivo de equilibrar el
presupuesto; y obtenemos condiciones sobre la funcidon de impuestos y transferencias para man-
tener la desigualdad. Las condiciones que encontramos son: la funcién de impuestos debe ser una
combinacién de impuestos proporcionales e impuestos de suma fija y las transferencias deben ser

equitativas.

En el capitulo 2 hacemos una extension de los resultados del capitulo anterior al concepto de
polarizacion. Esteban y Ray (1994) y Esteban, Ray y Duclos (2004), definen la polarizacién como
una medida que refleja la desigualdad entre grupos, de manera tal que si no existiera identificacion
grupal polarizacion y desigualdad coincidirian. Especificamente, queremos encontrar las condicio-
nes que debe cumplir un impuesto proporcional, que mantiene la desigualdad, para conservar la
polarizacion. Lo que obtenemos es lo siguiente: Las tasas de impuestos que mantienen la desigual-
dad estdn en todo el intervalo continuo (0, 1), mientras que las tasas que mantienen la polarizacion

se salen de este intervalo.

En el capitulo 3 mostramos la relacién éptima entre crecimiento y el indice de Gini. La literatu-
ra sobre crecimiento y desigualdad', muestra la relacién inversa entre estas variables, utilizando la

diferencia entre el votante mediano y el votante medio como indice de desigualdad. Nosotros ex-

! Alesina y Rodrik (1994), Persson y Tabellini (1994), Perotti (1993).



tendemos dicha relacion 6ptima a través de una funcién de distribucion que mide la renta completa
y obtenemos una forma de cuantificar el efecto del crecimiento econémico sobre la desigualdad a

través del coeficiente de Gini.
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Capitulo 1

Condiciones en la politica de impuestos
para mantener la desigualdad bajo un

equilibrio presupuestario

1.1. Introduccion

El impacto de un impuesto al ingreso sobre la desigualdad ha sido estudiado previamente. Por
ejemplo, Levine y Singer (1970) demuestran que la desigualdad se mantiene constante, solo si la
funcion de impuestos es una combinacion de impuestos proporcionales y de suma fija. Por su parte,
Latham (1988) demuestra que el impacto en la desigualdad dependera de la forma de la funcion de
impuestos; en particular, concluye que ésta debe ser proporcional al ingreso para mantener cons-

tante la desigualdad.

Hay varios puntos que no son considerados en el desarrollo de los trabajos mencionados y que
podrian tener un efecto importante en sus resultados. Por ejemplo, cuando el gobierno aplica un
impuesto sobre el ingreso de los consumidores, su impacto deberia reflejarse tanto en el ingreso
familiar como en el presupuesto publico, y este efecto tendria que ser considerado. En particular,
ninguno de los autores menciona que ocurre con la recaudacion ni discuten el desajuste causado
en el equilibrio presupuestario por la aplicacion de impuestos. En este capitulo intentamos resolver

parcialmente las carencias observadas.

Una forma sencilla de modelar el efecto del cambio en el presupuesto es, simplemente, supo-
ner que el gobierno se deshace de la recaudacidn sin incurrir en ningin costo. Otras soluciones

mas realistas plantean formas de gasto de la recaudacion adicional. Por ejemplo, Alesina y Rodrik



(1994) utilizan la recaudacion para proveer bienes publicos que se utilizan en la produccion.

En este capitulo se extiende lo hecho por la literatura mencionada, considerando que se reparte
la recaudacion. Las condiciones que se establecen, para mantener la desigualdad, son que la fun-
cion de impuestos sea una combinacion lineal de impuestos proporcionales e impuestos de suma

fija y que las transferencias sean equitativas.

Levine y Singer (1970) usan una funcién de distribucion exponencial para deducir la forma de
la funcién de impuestos que mantiene la desigualdad. En este capitulo también se usa la distribu-
cién exponencial, para ejemplificar la forma que debe tener la funcion de impuestos y la restriccion
que deben cumplir las transferencias. En el capitulo mostramos que esta misma forma funcional de
los impuestos es la que mantiene la desigualdad para cualquier funcién de distribucién del ingreso.
Aunado a esta literatura, Kakwani (1977) analiza el impacto de impuestos proporcionales sobre la
desigualdad, definiendo una nueva funcién de distribucion de ingresos cuando se incorporan estos

impuestos'.

Este capitulo se estructura como sigue: empezamos deduciendo la forma pardmetrica de la
curva de Lorenz. Més adelante, explicamos brevemente el modelo sin equilibrio presupuestario.
Después, mostramos el andlisis con equilibrio presupuestario con un ejemplo, dividiéndolo en dos
apartados: en el primero deducimos la forma analitica de las transferencias y en el segundo, trabaja-
mos con una funcion de distribucion particular para verificar los resultados. Finalmente, mostramos
nuestro resultado en forma general. Se termina el capitulo haciendo una breve conclusidn, en la

cual mencionamos tanto las aportaciones como las limitantes del trabajo.

1.2. Definicion parametrica de la

curva de Lorenz

Los conceptos basicos de la curva de Lorenz se presentan en el apéndice A al final de la tesis.
En esta seccién deduciremos la forma parametrica de la curva de Lorenz, esto es, expresaremos

esta curva como una funcién de el pardmetro ingreso.

Sea y € [0, z]: el ingreso antes de impuestos, con z el maximo ingreso que existe.

'Ver también, McGarry y Schoeni (1995) quienes estudian el comportamiento de las transferencias en la riqueza,
analizando la redistribucién de recursos dentro de la familia; Pak y Wai (1985) como Fei (1981), estudian diferentes
funciones de recaudacién y su impacto en el ingreso.



Definicion 1: La curva de Lorenz mide la relacién entre la fraccion de la poblacién total que
gana un ingreso ¥, o menor a éste, y la fraccion del ingreso total ganado por las personas cuyo

ingreso es 4, 0 menos.

Sea f(y) la densidad del ingreso definida en [0, z]. De tal forma que F(y) = P(s < y) =
J5 f(s)ds y por lo tanto F/(z) = 1.

Bajo el supuesto de que las personas se distribuyen como el ingreso, entonces F'(y) = foy f(s)ds

es la fraccion de la poblacién total que gana y, 0 menos.

Por otro lado, sea h(y) la fraccion del ingreso total ganado por las personas cuyo ingreso es ¥,

0 menos, definida por:

— Jo'sf(s)ds _ Iy sf(s)ds
Jo7sf(s)ds ] ’

donde 1 = ["sf(s)ds es la media de la distribucién de ingresos antes de impuestos.

h(y)

La definicién 1 nos dice que la curva de Lorenz relaciona las variables A y F'. De manera di-
recta no podemos encontrar esta expresién h(F’), lo que haremos es expresar la curva de Lorenz
de manera general en términos de la distribucion de ingresos f(y), y esto es posible debido a que

definimos F'y h en términos de f(y).

Ademds, para cada valor de y se generan valores de F'(y) y h(y), y con las parejas ((F(y), h(y))
se grafica la curva de Lorenz; por lo que podemos encontrar la pendiente de la curva de Lorenz

para cada ingreso vy, esto es,

dh(y) _ dh(y)/dy _ h'(y) _y
dF(y) dF(y)/dy F'(y) n

la ultima igualdad se debe a que,

; (1.1)

F'(y) = f(y) mientras que h'(y) = %@)
Notar que,
dhy) _y
Fy)  n

esto es, la curva de Lorenz es creciente.
La curva de Lorenz h(F') se encuentra integrando la ecuacién (1.1), més atn, si conocemos

la funcién de distribucién en forma cerrada y es invertible, podemos obtener la curva de Lorenz



h(F').De (1.1) tenemos:

ydr(y
dniy)) = Y9,
i
integrando de 0 a y y como A (0) = 0,
1 Y
hy) = [ sdP(o)
K Jo

aunado a que dF'(y) = f(y)dy, la forma pardmetrica de la curva de Lorenz se define en el
siguiente Lema:

Lema 1: La relacion h(y) es la curva de Lorenz en forma pardmetrica y se define como:

1 Y
) =+ / s (s)ds, (1.2)

donde h(y) = h(F~*(q)), cong = [} f(s)ds.

1.3. El modelo sin equilibrio presupuestario

En esta seccién se muestra la relacion entre la desigualdad de una distribucién y su respectiva

curva de Lorenz. Empezamos definiendo lo siguiente:

Sea t(y) la funcion de impuestos, 0 < t(y) < y,y
z(y) = y — t(y) el ingreso disponible.

Las siguientes condiciones sobre z(y) se cumplen:

= z(y) > 0,y € [0, z]. Esta condicién indica que no existen funciones de ingresos negativas

después de impuestos.
w 2 (y) = dfl—(yy) > 0,Vy € (0,z). La cual muestra que el ingreso disponible marginal es

positivo. De manera particular, como: dfi—;y) =1—-t(y) >0=1t(y) = j—; < 1 se deduce

que una funcién de impuestos podria ser proporcional al ingreso, esto es, t(y) = Ty con
7€ (0,1).

Sea n(y) una funcién de impuestos® definida por:

2En algunos textos esta funcién se llama medida de progresion residual y aunque la definimos en este apartado
por la relacién que guarda con el ingreso disponible z(y), su importancia se resalta en la seccién correspondiente al
modelo general. Ademds, las condiciones sobre z(y) indican que n(y) > 0,Vy € (0, z)
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_ (y)y

Por otra parte, si dos distribuciones tienen asociadas sus respectivas curvas de Lorenz y no se

; (1.3)

intersectan, entonces ellas pueden ordenarse sin problema en términos de funciones de bienestar®.

De lo anterior citamos las siguientes definiciones (Atkinson 1970):

Definicion 2 (Dominancia de Lorenz(LD)): Una funcién de distribucion fi(x) se dice que
tiene menos desigualdad en el sentido de Lorenz que una funcién de distribucion fo(z) si sus
respectivas curvas de Lorenz h(F(z)) y h(Fy(z)) satisfacen la condicion A(Fi(x)) > h(Fy(x))
VF(x), Fy(x) € (0,1), y la desigualdad es estricta para al menos un F;(-) € (0,1).

Definicion 3 (Equivalencia de Lorenz(LE)): Si las curvas de Lorenz h(F(z) y h(Fy(z)) son
iguales VF(x) y Fy(x), se dice que existe equivalencia de Lorenz(LE) entre las distribuciones, lo
que significa que la desigualdad bajo f;(z) es la misma a la desigualdad bajo f>(x).

Finalmente, la literatura (Latham 1988, Levine y Singer 1970) muestra el siguiente resultado

Definicion 4: f|(x) es equivalente en el sentido de Lorenz (LE) a fy(x) si y s6lo si la funcién

de impuestos es proporcional al ingreso.
Utilizando esta definicién para nuestra notacion, tenemos el resultado de este apartado:

Resultado: f(y) es equivalente en el sentido de Lorenz (LE) a f(x(y)) si y s6lo si la funcién

de impuestos es proporcional al ingreso, esto es, t(y) = 7y con 7 € (0, 1).

1.4. El modelo: Analisis con equilibrio presupuestario

1.4.1. Una forma de equilibrar el presupuesto

Cuando se aplican impuestos al ingreso, hay un desequilibrio en el presupuesto. Existen va-
rias formas para volver al equilibrio; como subsidios a través de bienes publicos o bienes privados

(Alesina y Rodrik 1994), o transferencias econémicas directas. Esta dltima es la que proponemos.

Sea T'(y) la funcién de recaudacion, la cual suponemos continua y al menos una vez diferen-

3En este caso en términos de la desigualdad.
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ciable. Bajo el supuesto de que todo lo recaudado 7'(2) se transfiere entre el total de individuos N,

la nueva funcién de ingresos es*:
T(2)
N Y

Donde T'(z) = [,"t(y) f(y)dy es la recaudacion total que procedemos a encontrar. La funcién

rr(y) =y —t(y) +

de recaudacion estd dada por:

1) = [ ts)syts = [ (s= a6+ T ) stopas. vy e 0.2

aplicando el teorema fundamental del cdlculo, se obtiene que:

T(z)
N

dT'(y)

T'(y) = 7 ty)f(y) = (y —xp(y) +

)f@%VyE[QZL

transponiendo términos en la igualdad anterior, e integrando de 0, a z obtenemos:

/OZ (T/(y) - %T(z)f(y)>dy = /OZ@ — 27(y)) f(y)dy, (14)

el primer miembro de esta igualdad, teniendo en cuenta que F'(z) = [ f(y)dy = 1y T(0) =

0, es igual a:

por su parte,

/Oz(y —zr(y)f(y)dy = E(y) — E(rr(y)),

donde E(y) es el ingreso promedio antes de la politica de impuestos y FE(zr(y)) es el ingreso
promedio después de la politica de impuestos. Ahora, sustituyendo los dos tltimos resultados en

(1.4) tenemos:

T(:) — () = B(y) — Elwr(y)),

por lo tanto, la recaudacion total es:

N(E(y) - Blar(v))

T(z)= N1

(1.5)

“Notar que tanto 27 (y) como x(y), definida en el apartado anterior, son ingresos disponibles, s6lo que z(y) es el
ingreso después de impuestos y 27 (y) es el ingreso después de impuestos y transferencias, mds atn, z(y) es el ingreso
en desequilibrio, y 7 (y) es el ingreso en el nuevo equilibrio presupuestario.
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fty)

Figura 1.1: Funcién de densidad gamma

Las transferencias individuales se encuentran dividiendo la anterior entre el total de individuos

N. Finalmente, la funcién de ingresos después de impuestos y transferencias es:

Ely) = E(rr(y))
N-1

rr(y) =y —t(y) + (1.6)

1.4.2. Ejemplo

El objetivo del trabajo es encontrar la forma de impuestos para lo cual la desigualdad en los
dos equilibrios presupuestarios sea la misma. En este apartado mostramos tal resultado cuando la

distribucion del ingreso toma la forma de una funcién de densidad en particular.

Para economias en desarrollo la distribucion del ingreso puede ser representada por una dis-
tribucién gamma (ver figura 1.1), debido a que tal distribucién (con ciertos parametros) tiene la
caracteristica de estar sesgada a la derecha, lo cual representa un alto porcentaje de individuos con
ingresos bajos o con un ingreso menor respecto al ingreso promedio; y un porcentaje muy bajo de
individuos que tienen un alto nivel de riqueza’. Sabemos que una distribucién gamma con pardme-
tros especiales se convierte en una distribucién exponencial, tal distribucion facilita la obtencién
de las expresiones F'(y) (la fraccion de las personas que ganan un ingreso inferior a ) y h(y) (la
fraccion del ingreso total ganado por las personas cuyo ingreso es y, 0 menos) permitiendo obtener
de modo sencillo la forma pardmetrica de la curva de Lorenz h(F') en los dos equilibrios y compa-

rarlas.

Para una economia con un ingreso medio p la distribucién exponencial es:

fly) = %6_5-

Encontremos F'(y) y h(y) y finalmente la relacién mostrada en el lema 1. Sabemos que F(y)

SEl caso de México es un buen ejemplo (Cortés, 2000).
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no es mas que la distribucion acumulativa del ingreso, esto es,
Y Y
Fly) = [ fo)s =1,
0
ahora,

1 (Y (s) 1 (Y s
hy:—/ sfsds:—/ se” rds,
) I 12 Jo

aplicando la integracién por partes, tenemos:

) Yy s
+,u/ e_uds}
K 0 0
et e
=—| —ye »r —pe =
H 0
1 _ _y
=——ye » —e r+1
1

Como la funcién de densidad exponencial es invertible, podemos encontrar la curva de Lorenz
h(F). Asi, despejando el valor de y en términos de F'(y), tenemos:

Fly)=1—-¢»
= = =n(1=F(y))
sy = —pin(l = F(y)),

sustituyendo la anterior en h(y) tenemos,

h(F(y)) =1—= 6*%(*Mln(1fF(y))) + %Mln(l o F(y))efi(fuln(lfF(y)))
=1—(1-F(y)) +In(l = F(y))(1 - F(y)).

Finalmente la curva de Lorenz antes de la politica de impuestos es:

h(F(y)) = F(y) + (1 = F(y))in(1 = F(y)). (1.7)

Deduzcamos ahora la curva de Lorenz después de la politica de impuestos. Primero encontre-

mos la distribucién de ingresos de x7(y) bajo las condiciones del siguiente lema:
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Lema 2: Si la politica de impuestos es de la forma ¢(y) = (1 — A)y + a, con a constante,

entonces la funcidn de distribucion después de la politica de impuestos es:

Fer wry) = + (X)

Demostracion. Sea fy(y) la densidad del ingreso y U = z¢(Y') una funcién de Y, queremos ha-

llar 1a densidad de la variable aleatoria U.

P(U <u)=Pap(Y) <u)=P(Y < X' (u) =

:/ox; : iy = [ sl ) ™

Luego
i) = For () = i (77 (0))
' vy (a7 ()
Del supuesto sobre la funcién de impuestos, t(y) = (1—\)y+a, tenemos z7(y) = T](VZ ),
por lo tanto,
1 T(z)
y = a5 (u) = X(U_ N +a),
sustituyendo esta expresion en f(z7(y)), tenemos:
1 U — % +a
oo = s (=)
considerando la constante ¢ = T](VZ ), resulta que:
1 u
flar(y)) = PRl (X)
0

Por otra parte, si el ingreso se distribuye exponencialmente tenemos del resultado anterior que

_ e (1.8)
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Es importante notar que para tener la forma cerrada de la distribucion de ingresos f(xr(y)), se

I(z)
-

estableci6 la condicién a =
Con esta distribucion de ingresos después de impuestos y transferencias, encontremos F'(zr(y)),

h(zr(y)) y finalmente la curva de Lorenz h(F(x1(y))).

La expresion (1.8) es una funcién de densidad exponencial con pardmetro Au. Consecuente-
mente F'(zr(y)) =1 — e W),

Por otra parte,

z7(y)
M) = s [ o r(s)is

Sabiendo que E(xr(y)) = \u

1

( ()) ar(y) 1

Aph(zr(y :/ s—e °ds
0 A

zr(y) zr(y)

= —ge M’

— A,ue_Tlus

0
_ _xT(y)e—ﬁﬂﬂT(y) _ )\ue—ﬁwT(y) + At

0

Finalmente,

plorl) =1 (2 1 )esero

Abhora, de la expresién F'(zr(y)), tenemos:

Y

Sustituyendo en h(zr(y)) se tiene:

WE(zr(y)) = 1= (=In(l = Fzr(y)) + D(1 = Frr(y)))
= F(ar(y)) + (1 = Fzr(y)))in(l — F(zr(y)))
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Por altimo, notemos lo siguiente:

F(ar(y)) =1 — e 3 r®
— ] — e M

=1—c i = F(y),

la segunda igualdad es debido a que z7(y) = Ay y esto por el hecho que z7(y) = \y —a+ %
y que consideramos a = % Por lo tanto:

WE(zr(y)) = Fy) + (1 = F(y))(n(l = F(y)),

que coincide con la curva de Lorenz antes de la politica de impuestos, expresion (1.7). Lo an-

terior queda reflejado en el siguiente teorema:

Teorema 1: Si el ingreso se distribuye exponencialmente, la desigualdad en el ingreso antes y
después de la politica de impuestos es la misma, si 'y sélo si la politica consiste en la aplicacion de
una funcién de impuestos que es una combinacién lineal de impuestos de suma fija y proporciona-

les, donde el impuesto de suma fija coincide con las transferencias equitativas.

1.5. Modelo General

1.5.1. Forma de la funcion de impuestos que mantiene la desigualdad

En este apartado se establecen las condiciones que debe cumplir la funcién de impuestos, de
manera general, para que la desigualdad en el nuevo equilibrio sea la misma bajo el equilibrio antes

de la politica de impuestos.

Sean f(y)y f(zr(y) las distribuciones de ingresos antes y después de la funcién de impuestos

respectivamente, definidas anteriormente. Ademas sea,

J(y) = / () f(s)ds, (1.9)

la recaudacion hasta el ingreso y°. Con base en (1.9) definimos y demostramos el siguiente

lema:

®Esta funcién de recaudacion es la misma que se trabaj en la subseccion 1.4.1, vale la pena resaltar que J(y) es
menor a T(Z) = [ t(s)f(s)ds.
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Lema 3: Si f(zr(y) es equivalente en el sentido de Lorenz a f(y) entonces

J(y) = — |(N = Dhr(z(y)) + F(y)|, Yy € (0,2)

Demostracion. De (1.5) tenemos que la relacion de medias es:

B(y) = B(er(y) + ~—T(2). (1.10)

Abhora, por el supuesto que f(zr(y)y f(y) son equivalentes en el sentido de Lorenz, la defini-

cion 3 nos dice que sus curvas de Lorenz son iguales, esto es,

transponiendo,

E(y) / " en(s)f(s)ds = E(ar(y)) / " (s)ds,

de (1.10) se tiene,

(BGr) + X216 [Marestois = Bt [ s

reacomodando términos:

M) / " en()f(s)ds = E(zr(y)) / (s — ar(s)) F(s)ds.

despejando E(xr(y)) y dado que y — 27 ((y)) = t(y) — -~

N -1 1 Y
I T<Z)E(xT(y)) /0 xp(s)f(s)ds

= /Oy t(s)f(s)ds — T](VZ) /Oy f(s)ds,

notemos lo siguiente: la integral en el primer miembro es h(x7(y)), la primera integral en el

segundo miembro es J(y)) y [} f(s)ds = F(y), por lo tanto:
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N1 7(:)

TT(z)h(xT(y)) =J(y) —

Por tltimo, al despejar .J(y) de la anterior tenemos el resultado de nuestro Lema,

J(y) = =7 | (N = Dhler(y)) + Fy)]|-
O

El siguiente teorema es fundamental para encontrar las condiciones de la politica de impuestos
que mantienen la desigualdad.

Teorema 2: f(xzr(y)) es equivalente en el sentido de Lorenz a f(y) (f(xr(y)) LE f(y)) siy
solosin(y) = 1,Vy € (0, z) y con n(y) dada por (1.3).

Demostracion. Supongamos que f(zr(y)) es equivalente en el sentido de Lorenz a f(y), por el

lema 3 se sigue que:

dI(y) _T) [\ 4 d(zr(y))

it o Rk (b
Como y y

J(y):/o t(s)f(s)ds:/o (s —x(s)+ (Z>)dF(s),
entonces:

ahora, del hecho que:

o) = s || wraFG)
tenemos,

dh(zr(y)) _ r7(y) (1.13)

d(F(y))  E(zr(y))
sustituyendo (1.12) y (1.13) en (1.11),
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— = 1
con un poco de algebra,
rr(y
Ny = Narly) + T(:) = TN = D prits +7(),
reacomodando términos tenemos,
T(z)(N —1)
—N— rxr(y) =T(2) —T(z) — Ny,
Bl |7 =TT
si definimos,
Gy TEW -1
E(zr(y))
tenemos la siguiente expresion,
Azr(y) = —Ny. (1.14)

Por otra parte, al volver a derivar (1.11) respecto a F'(y),

J(y) _ T(z) v 1)d2h(wT<y))

dg*(y) N d(g?(y))

encontremos las segundas derivadas por separado, esto es, derivando (1.12) respecto a F'(y),

(1.15)

¢I(y) _ dy  der(y)
dF?(y) dF(y) dF(y)’

sabemos que dF'(y) = f(y)dy, por lo tanto:

dy 1

dF(y)  f(y)’

ahora, para encontrar dzr(y)/dF (y) hacemos,

dzr(y) - drr(y) dy . v (y)

dF(y) — dy dF(y)  f(y)
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sustituyendo estos resultados, se tiene:

PIy) 1 wp(y) 1[
dr(y)  fly)  fly) [y

1-— x}(y)} : (1.16)

Ahora, derivamos (1.13) respecto a F'(y),

Ehlzr(y) 1 2%(y)
dF2(y) E(zr(y)) fly)’

sustituyendo (1.16) y (1.17) en (1.15), tenemos,

(1.17)

O] L TOW =) )
) [1 T(”] N Eery)I)

reduciendo la anterior,

reacomodando términos,

Notese que el término entre corchetes es el valor de A, que se definié anteriormente, por lo

tanto:

Axlp(y) = —N (1.18)
pero de (1.14) sabemos que A = JC_T]E[;/), sustituyendo en (1.18),
_Ny /
——x7p(y) =—N
z7(y) )
por lo tanto,
/
yrr(y) —1
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esto es,

n(y) = 1.

Demostremos el regreso. Supongamos que 7)(y) = 1, asf,

der(y) y ]
dy $T(?J)
separando variables,
drr(y) _ @
zr(y) Y

resolviendo esta ecuacién diferencial,

por lo tanto

Donde A = e¢ > 0. Como E(zr(y)) y E(y) son ambas positivas, sin pérdida de generalidad

podemos definir,

\ = E(xr(y))
E(y)
asi,
E(xr(y
rr(y) = <E(g§) )>y,
despejando, las respectivas medias,
z7(y) Y

E(zr(y))  E(y)’

multiplicando ambos miembros por d(F'(y)) e integrando de 0 a y, tenemos,



por lo tanto
h(y) = h(zz(y)),

de la definicién de equivalencia de Lorenz finalmente tenemos,

flzr(y)) LE  f(y)

El siguiente corolario muestra nuestro resultado final.

22

Corolario: La desigualdad en el ingreso en un equilibrio presupuestario, antes de la politi-

ca de impuestos, se mantiene en el nuevo equilibrio si y sélo si la funcién de impuestos es una

combinacion entre impuestos proporcionales y de suma fija.

Demostracion. Al mantenerse la desigualdad tenemos que f(x7(y))

2 se sigue que 7)(y) = 1, lo cual implica que,

der(y) y 1
dy IT(?J)
separando variables,
der(y) _ dy
rr(y) Y

resolviendo la ecuacion diferencial,

In(zr(y)) = In(y) + ¢,

despejando,

fL‘T(y) = )\yv

LE  f(y). Por el teorema

donde \ = e°, sin pérdida de generalidad podemos escoger un ¢ < 0 de tal forma que A < 1.
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Abhora, sustituyendo x7(y) =y — t(y) + % en la dltima ecuacion,
T(z)

finalmente

T(2)

tly) = (1 - Ny +

1.6. Conclusion

En este trabajo mostramos condiciones sobre la funcién de impuestos para que la desigualdad
sea la misma antes y después de la politica fiscal. Este resultado extiende la literatura previa al
considerar una forma funcional mas general de la funcién de impuestos y al forzar un equilibrio en
el presupuesto publico. La forma de la funcion de impuestos, bajo equilibrio, es una combinacion

de impuestos proporcionales e impuestos de suma fija.

Trabajamos con funciones de densidad de distribucion porque representan la renta total de una
economia. En particular, si tenemos la forma especifica de la funcién de distribuién y es invertible,
como es el caso de la distribucién exponencial, podemos encontrar la expresion de la curva de

Lorenz en forma cerrada.

Una posible limitante del capitulo es que el ingreso disponible se supone exdgeno. Eso quiere
decir que la oferta de trabajo se considera rigida y que se hace abstraccion de problemas como la

evasion fiscal. Sin embargo, esta limitacion también existe en los trabajos previos sobre el tema.
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Capitulo 2

Diferencia en las condiciones de la politica
de impuestos para mantener la polarizacion

y la desigualdad

2.1. Introduccion

Esteban y Ray (1994) crean una medida de polarizacion, que es el resultado de la combinacién
de alienacion con identificacion grupal. Con alienacion se refieren a la distancia o diferencia de un
grupo con otros individuos de otros grupos y por identificacion se refieren al sentimiento grupal
que tienen los individuos hacia otros individuos del mismo grupo. De acuerdo a estos conceptos,
la polarizacidn es agrupar a la sociedad en términos de un atributo. Este atributo puede ser ingreso,

gusto politico, religion, etc. Esteban y Ray utilizan el ingreso como atributo.

Esteban y Ray basan su medida sobre un conjunto finito y discreto de grupos de ingreso. Sin
embargo, debido a que la politica fiscal a estudiar hace que se recorra todo el dominio, existirdn
problemas de continuidad al considerar dicha medida. Para evitar estos problemas Esteban, Ray
y Duclos (2004) crean una extension de la medida de Esteban-Ray para el caso continuo, cuyo

dominio es un espacio de densidades.

Nuestro modelo agrupa la sociedad de acuerdo a su nivel de ingreso y consideraremos que el
gobierno aplica un impuesto proporcional al ingreso. Lattam (1988) muestra que la aplicacion de
este tipo de impuesto mantiene la desigualdad inalterada. En este capitulo veremos qué condiciones
debe cumplir la funcién de impuestos para mantener la polarizaciéon constante. En consecuencia,

la utilidad de este trabajo es mostrar una diferencia mas entre desigualdad y de polarizacion.

25
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Este capitulo se estructura de la siguiente forma: analizamos brevemente la relacion entre de-
sigualdad y la politica de impuestos. Después, mostramos la teoria de polarizacion (Esteban y Ray;
1994) en forma discreta y su forma continua (Esteban, Ray y Duclos; 2004). Mas adelante, presen-
tamos nuestro modelo, el cual compara el impacto de la politica de impuestos en la desigualdad y

la polarizacién. Finalmente, hacemos una breve conclusion.

2.2. Desigualdad y politica fiscal

El objetivo del capitulo es diferenciar el impacto que tiene una politica fiscal en la desigualdad
y la polarizacién. Para este propdsito, mencionamos la relacion que guarda la desigualdad y la
politica fiscal, esto es, Latham (1988) muestra que la desigualdad en el ingreso, para cualquier
funcion de distribucién, se mantiene inalterada cuando se aplica una funcién de impuestos que es

proporcional al ingreso.

2.3. Politica fiscal y polarizacion

2.3.1. Lamedida de polarizacion

La polarizacion toma en cuenta tanto la identificacion entre los individuos de un mismo grupo,
como la distancia a través de los grupos, respecto a un atributo. La forma discreta de la medida de

Polarizacion de Esteban y Ray es la siguiente:

Pr(my) = K> > mtoml (v — ),

i=1 j=1

para algunas constantes X > 0, a € (0, a*], con a* =1.6,

donde 7; es la probabilidad o frecuencia del grupo 4, |(y; — y;)| es la distancia de los ingresos
entre los grupos ¢ y j; y « es el coeficiente de identificacion grupal.

Dado que se medird el impacto de la politica de impuestos en la desigualdad y la polarizacién
a través de una distribucion de ingresos, el atributo que tomamos es el ingreso disponible. Debido
a que se va tasar con un numero entre (0,1), el ingreso disponible recorrerd todo el dominio del

ingreso, por lo que la definicion discreta de Esteban-Ray serd insuficiente para nuestro modelo.

Esteban, Ray y Duclos (2004) desarrollan la medida de polarizacion para el caso en que las

distribuciones relevantes puedan ser descritas por funciones de densidad. La forma intuitiva en que
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Esteban, Ray y Duclos deducen la medida de polarizacion es la siguiente:

El sentimiento de alienacion de un individuo, localizado en el ingreso x, hacia otro localizado
en ingreso y se llama funcidn de alienacion, y es la diferencia de un individuo hacia el otro de-
notada por |z — y|. Para que la alienacién sea trasladada en voz efectiva, acciones o protestas, los
individuos deben identificarse con otros en la sociedad. A esta voz efectiva Esteban, Ray y Duclos
le llaman alienacién grupal, que es la relacion conjunta de los dos sentidos, también llamada :

marco alienacidon-identificacion.

Para el caso de identificacion: se dice que el sentimiento de identificacién que un individuo,
localizado en el grupo con ingreso z, experimenta hacia otros individuos del mismo grupo, depen-
derd del peso grupal, es decir, de la densidad f(x). Lo que interesa aqui es el antagonismo efectivo,
que no es mds que la alienacién grupal: el antagonismo de x hacia y bajo f. Lo anterior se repre-
senta como una funcion no negativa 7'(i, a), donde : = f(z)y a = |x — y|. Al igual que la medida
discreta de Esteban-Ray, la polarizacion serd proporcional a la suma de todos los antagonismos

efectivos, esto es,

P(f) = / / T(f(2). 2 — y]) f () (y)dedy @.1)

Esteban, Ray y Duclos demuestran' que la familia de medidas descrita por (2.1) se reduce.:

Pu(f) = / / F(@)™ f(y) |y — aldyda. 2.2)

con « € [0,25, 1]

2.4. El modelo

Con el objeto de utilizar una medida mas detallada, notemos que,

[z =yl =2 +y - 2min(z,y),

introduciendo ésta en (2.2),

Pu(f) = / / F()* f(@) (@ + y — 2min(z, y))dyd.

1Ver detalles en Polarization: Concepts, Measurement, Estimation, Duclos, Esteban and Ray, 2004
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Descomponiendo e integrando por partes, se obtiene finalmente 2

P.(F) = / " F)ey)dF (). 2.3)

donde, g(y) = E(y) +y(2F(y) — 1) = 20*(y) y p*(y) = [? wdF ().
Aplicando (2.3) al ingreso disponible se tiene el siguiente resultado:

Teorema: Si la polarizacion esta definida como en (2.3) y el ingreso disponible es z(y) =
(1 — t)y, parat € (0,1) entonces la polarizacién se mantiene antes y después de la politica de

impuestos si la tasa ¢ satisface:

(1= (fly(1 =) gyl — 1)) = 1. (2.4)

Demostracion.

Del lema 2 del capitulo® 1, sabemos que:

1

flzy) = f(L=t)y) = mf(y),

por lo que f(y) = (1 —t) f(y(1 —t)), sustituyendo en (2.3) se tiene*:
Pu(F.0) = [ (L= 0" (71 = 1) g(y(1 ~ 1)y,
0
derivando P, (F,t)’ respecto a t obtenemos,

Tl - [(-asma-nrvua - oy

(14 @) fy(L— ) F(y(1 - ) (~y)(1 - t)“a)g(y(l o)
¢ (y(1— )1 — ) f(y(1 - t>>1+a<—y>} dy.

Si la polarizacién es la misma antes y después de la politica de impuestos entonces :

dP.(F, 1)
dt

ZPara la deduccién de(2.6) ver Esteban, Ray y Duclos; 2004
3Es una aplicacién de dicho lema.

*Notar que Po(F) = [™ f(y)*9(y)dF(y) = [~ f(y)' T g(y) f (y)dy.
SLa derivada de P, (F),t) respecto a t es para encontrar el cambio en la polarizacion respecto a la tasa de impuestos.

=0,
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por lo tanto,

/ (14 a)[ = gyl — 1)1 — O (F(y(1 — D)+
Fu(1— ) (1 — ) (—y)(1 — )] dy =
/ g (1 — )1 — B L1 — 1)1 (—y)dy,

Yy

podemos quitar la integral y hacer la igualdad sélo para los integrandos®. Reduciendo y aco-

modando términos tenemos:

(1+a)gly(I =) (= flyQ =) + f(y(1 = 1) (—y)(1 — 1))
=—g'(y(1 =) (1 =t) f(y(1 — 1)) (—vy),

transponiendo términos:

1+«
(I=t)f(y(1—=1))

(= fly@ =)+ flyd =) (=y)(1 1))

- —mg%y(l —1)(—y).
haciendo la multiplicacién del primer miembro:
Cdta o J-1)
o e Y
1 , B B
= —mg (y(1 =) (=y),
lo anterior implica que:
1+« dinf(y(1—1t))  dLng(y(l —1))
“aop Tt dt T dt ’

integrando respecto a t,

®La igualdad se cumple casi seguramente o con probabilidad 1, lo anterior significa que si J f(z)dz = 0 entonces
f(x) = 0 con probabilidad 1 y donde no es cero es un conjunto con medida (probabilidad) cero.
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(1+a) | Ln(l =)+ Lnf(y(1 = 1)) | = —Lng(y(1 - 1)),
por las leyes de logaritmos tenemos:

Ln[(1—t)"f(y(1 — 1)) = Ln(g(y(1 — 1)) 7",

por ultimo, aplicando la funcion exponencial y transponiendo se tiene el resultado buscado:

(1= )" (fly(1 =) Vgly(1 - 1)) = 1.

Ahora, para el caso en que la distribucion es exponencial tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 1: Dada la medida de polarizacion, si la politica fiscal consiste en aplicar un
impuesto proporcional y el ingreso se distribuye exponencialmente, entonces la tasa de impuesto

que mantiene la polarizacién satisface:

1\ _14a 1\ _lta 1IN 24a—t
Il=—0104t(—) e »Y+y(d -1t - e mV42(— | e Y (2.5)
i

I

Demostracion. Dada la distribucién exponencial:

fly) = %6‘5,

encontremos ¢g(y(1 —t)) y f(y(1 — t)) para aplicar el resultado del teorema 2. Sabemos que

gly(1 = 1)) = E(y(1 = 1)) +y(1 = )2F(y(1 — 1)) = 1) = 2u"(y(1 — 1)),

donde

y(1-t)
W (y(1— 1)) = / rdF(x)

y(1-t)
Fly(1— 1)) = / f(x)d.

Por otro lado, dado que el operador esperanza es lineal, tenemos:

E(y(1-1)=0-0)E{Y) = 1-1n,



31
ahora, la funcidn de distribucion acumulativa es:

Fly(1—t)) =1—¢ w179,

y la media truncada es:

y(d=) 1
W (y(1— 1)) = / I
0 %

=—y(l— t)eiiy(lft) — ueiiy(lft) + 4.

Sustituyendo lo anterior en g(y(1 — t)):

gly(1—1)) = (1~ )y + y(1 — 1) (2 g tu=n _ 1>

9 (u S T t)e,;yut)),

reduciendo términos,

gly(1=1)) = (1= t)pu — 2u+ y(1 — t) + 2pe~ 01,

Por otro lado, sabemos que

fly) =@ =t)f(y(1 -1)),
por lo que:

(1= 1) F(y(1 — 1)))0) = (1)

L
Asi, sustituyendo g(y(1 — 1)) y (1 — )" f(y(1 —t)))1+) en (2.4):

1\ 7Y e
l=- (—) e [— L+t +y(1—t) + 2ue 0],
I

haciendo operaciones y reduciendo términos, tenemos:
1 « N 1 1+« N 1 « ot
1= —(1+t)<—) e WY 4 y(1— 1) (—> e‘lﬁy+2(—) e HY,
H H H

Finalmente, una conclusion importante es que las funciones de impuestos que mantienen cons-

O
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tante la polarizacion no son las mismas que las que mantienen constante la desigualdad. Para
ilustrar este hecho presentamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo: Dados los resultados en las proposiciones 1 y 2, si la renta promedio de los indivi-
duos’ es p = 1y z = 50 y para valores® o =25, ¢ =5y «

1, entonces el valor de ¢ que
mantiene la polarizacion estd fuera del conjunto (0, 1) y el valor de ¢ que mantiene la desigualdad

se encuentra en un conjunto abierto, ¢ € (0, 1).
En efecto, sustituyendo los valores a =.25y i = 1 en (2.5) tenemos:

—(1— t)e_%y +y(1— t)e_%y +2e7vED = 1,

integrando sobre todo el dominio de y, esto es, de 0 a z, tenemos:

z

4 5
+(1—1) ( — —ye 1Y
0

D 0

= / Ldy,
0 0

z

—(1+t)e 1

evaluando las integrales,

16 8

—§(1+t)+25(1—t)+

luego de un poco de algebra,

—100(—4¢% + 5¢ 4+ 9) + 16(4¢> — 13t + 9) + 200 = 225z — 1002,

sustituyendo z = 50 y transponiendo, tenemos:

464t% + 4292t — 11806 = 0,
resolviendo la anterior: t =2.21 y ¢t =-11.46.
Ahora, para o =.5y x = 1 tenemos de (2.5):

"El hecho que la renta maxima sea 50 veces el ingreso promedio, es un supuesto razonable acorde a distribuciones

de ingresos sesgadas, como es nuestro caso. Por ejemplo, si y =.5 estamos pensando en un ingreso 100 veces mds
bajo que el ingreso maximo, que podria ocurrir.

8Estos valores son adecuados debido a que son los valores minimo, medio y méximo de , el pardmetro de identi-
ficacion.
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—(1—t)e Y 4 y(1 —t)e 2y +2e¥E70 = 1,

integrando de 0 a z, resolviendo las integrales, con un poco de algebra y evaluando z = 50,

tenemos:

20t% + 854t — 2224 = 0,

resolviendo la anterior: ¢t =2.46 y t =-45.11.

Andalogamente para « = 1y m = 1, tenemos:

(1=t e 4y(l —t)e @+ 27V — 1,

integrando de 0 a z, resolviendo ésta y evaluando z = 50, tenemos:

3t2 4+ 192t — 595 = 0,

resolviendo, t =2.96 y t =-66.96.
El ejemplo nos muestra que para un valor fijo del ingreso z y su respectivo ingreso promedio
1, los valores de ¢ que mantienen la polarizacion estdn fuera del dominio de ¢, a diferencia de los

valores ¢ € (0, 1) que mantienen la desigualdad, esto es, las funciones de impuestos no coinciden.

2.5. Conclusion

La diferencia entre desigualdad y polarizacion es el agente econdmico a estudiar; en la de-
sigualdad el agente es el individuo y en la polarizacién el agente es un grupo de individuos. De
hecho, se podria definir la polarizacién como la desigualdad entre grupos. Mds atin, para un valor
especifico del pardmetro de identificacion, la expresion de polarizacién se reduce al indice de Gini,

que no es mas que la polarizacion sin fuerza grupal.

En este capitulo se mostraron las diferencias entre las condiciones para que una funcion de
impuestos mantenga la desigualdad y las condiciones para que una funcién de impuestos manten-
ga la polarizacion. El resultado resalta la importancia que tiene el peso grupal en la medida de

polarizacion.
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Capitulo 3

Crecimiento y desigualdad: Una forma
alternativa de medicion a través de la

distribucion de ingresos ex-post

3.1. Introduccion

Existe una amplia y creciente literatura relacionando crecimiento y desigualdad. En dicha lite-
ratura se analizan los efectos en el crecimiento econdmico debido a una redistribucién del ingreso,
generada por un resultado politico. Algunos trabajos relevantes en el tema son: Alesina y Rodrik
(1994), Persson y Tabellini(1994), Perotti (1993), entre otros. Los trabajos citados coinciden en la
presencia de un sector gobierno que provee la inversion publica: Alesina y Rodrik en servicios de
produccion, Persson y Tabellini en la redistribucién a través de transferencias, como también lo
hace Perotti. En esta literatura se crea una relacion entre el nivel de gasto de gobierno (a través de
impuestos) y la tasa de crecimiento. La diferencia entre los modelos es la estructura econémica. En
Alesina y Rodrik el crecimiento ocurre a través de inversiones publicas y privadas en capital fisico,

mientras que en Persson y Tabellini el canal es la acumulacién de conocimientos para el progreso.

Este trabajo toma la relacion 6ptima entre crecimiento y desigualdad del modelo de Alesina y
Rodrik!. A diferencia de la literatura sobre el votante mediano y en particular del modelo de Ale-
sina y Rodrik, la idea de este articulo se centra en dos puntos: 1) relacionar el crecimiento con la

distribucion completa de la renta y 2) encontrar una relacion entre crecimiento y el indice de Gini.

'Estos autores presentan una forma alternativa de medir la relacién inversa entre crecimiento y desigualdad a
través de la dotacién del factor relativo trabajo-capital. Resuelven el problema del gobierno cuyo interés es el votante
mediano, la solucién de dicho problema la utilizan para tomar como medida de desigualdad la diferencia entre la
dotacién del votante mediano y el votante promedio.
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Dado que el indice de Gini es usado en forma general como medida de desigualdad, esta relacion

puede ser ttil para evaluar y analizar empiricamente los modelos de crecimiento.

Respecto al primer punto, nos apoyamos en la relacion explicita entre crecimiento y desigual-
dad del modelo de Alesina y Rodrik, en el cual se obtiene una tasa 6ptima de impuestos al capital
que maximiza el crecimiento y proporciona una distribucion de ingresos adecuada. Dada esta tasa
Optima, mostramos la relacion crecimiento-desigualdad para el caso particular de la distribucién
exponencial. Para este propésito nos apoyamos en la literatura de desigualdad?, que nos proporcio-
na los instrumentos matemadticos a través de la curva de Lorenz. El resultado anterior se establece
en dos hechos fundamentales de este capitulo: I) Una relacion lineal entre los ingresos antes y des-
pués de la politica fiscal, con la tasa de crecimiento Optima como pardmetro y II) La distribucion

de ingresos ex-post como funcién de la tasa de crecimiento.

Sobre el segundo punto, la principal aportacion del articulo es cuantificar el efecto del creci-
miento sobre la desigualdad a través del coeficiente de Gini. Asi, para cada tasa de crecimiento

existe un indice de desigualdad.

Este trabajo se divide en cuatro secciones. La primera corresponde a la introduccion, en la
segunda citamos la primera parte del modelo de Alesina y Rodrik, cuyos supuestos, variables
y conclusiones forman parte de nuestro modelo. En la tercera seccién empezamos a construir
nuestro modelo, el cual separamos en tres subsecciones: en la primera se construye una relacion
lineal entre el ingreso después de impuestos y el ingreso antes de impuestos, en funcién de la
tasa de crecimiento. En la segunda subseccion construimos la distribucion de ingresos después de
impuestos. En la tercera subseccion nos apoyamos en un resultado de Levine y Singer (1970), que
muestra el area de la curva de Lorenz la cual aplicamos para la distribucion exponencial, y a través
de ésta construimos la relacion entre crecimiento y desigualdad. La cuarta seccion corresponde a

la conclusion.

3.2. El trade-Off entre crecimiento y desigualdad, (Alesina y
Rodrik; 1994)

En esta secciéon mostramos la primera parte del modelo de Alesina y Rodrik, debido a que
utilizamos parte del desarrollo y las conclusiones como supuestos en nuestro modelo. El principal

supuesto es que el gobierno aplica un impuesto proporcional al capital (k) a una tasa constante

2 Atkinson (1970), Levine y Singer (1970).
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7 € (0, 1). Parte de la recaudacion se destina a la creacion de bienes productivos g = 7k que a su

vez entran como insumos en la produccién privada (y) definida por:

y=Akg" " 0<a< 1. 3.1

Bajo competencia perfecta la renta de capital (1) y el salario (w) estdn dados por:

, = g_z A = (7 (32)
w = (;—‘1; =(1—a)A(T)"" "k = w(1)k (3.3)

En el modelo suponen que el trabajo (/) se vende ineldsticamente, es decir, ante cualquier
cambio en el salario la oferta de trabajo es constante y para mayor comodidad toman [ = 1. El
individuo tiene dos tipos de ingreso: el ingreso debido a la renta de capital y el ingreso por el

préstamo de su trabajo, y* = r(7)k — 7k y ' = w(7)k respectivamente. Asi, el ingreso total es:

y' = w(r)kl' + (r(1) — 7)k' = w(T)k'c" + (r(7) — 7)K".

donde o' es la dotacién inicial de la proporcién trabajo-capital, definida por:

li
O'i = .
ki/k
Por otro lado, la restriccion del individuo se define como la acumulacién del capital, que es el

ingreso total menos el costo, por lo que el problema de maximizacion del individuo comun es:

maxU’ = /logcie”tdt

(k)” =w(T)k'c" + (r(7) = 1)k" — ¢

y a la condicidn de transversalidad

con p la tasa de descuento.

Resolviendo el hamiltoniano?, se tiene:

3Estos resultados son del modelo de Alesina-Rodrik.
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Figura 3.1: Relacion U Inversa

ci
i r(r) — 71— p.
Aplicando la condicién de tranversalidad®*, el individuo acumula a lo largo de la fase del estado
estacionario de la siguiente forma:
W)= =5 =) -, (3.4)
siendo ~y(7) la tasa de crecimiento. Notar que:
oy or >
r=—=-——1=0,
" oT Ot <
si

é(au — @)A1 (3.5)

La ecuacidn anterior dice lo siguiente: Para tasas pequenas (7 < 7*) el efecto de los bienes que
son financiados domina y el retorno de capital después de impuestos aumenta conforme 7 crece.
Para tasas grandes ( 7 > 77*) el retorno de capital después de impuestos disminuye conforme 7
crece, es decir, pesa mas la disminucion en capital por el impuesto que los bienes financiados por

éste. Asi, la relacion entre v(7) y 7 tiene la forma de U inversa (ver figura 3.1).

4Ver Alesina y Rodrik.
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3.3. El modelo: Una forma alternativa de medir la relacion

crecimiento-desigualdad.

Medimos la relacion crecimiento-desigualdad a través de la distribucion completa del ingreso.

Consideramos el caso particular de la densidad exponencial®.

3.3.1. Relacion entre ingreso después de impuestos e ingreso antes de im-
puestos.

Sean:

yo = wl® + rk® : el ingreso ex-ante, donde w y r son el salario y la renta de capital respectiva-

mente®, y yo € (0, 2) con 2z el maximo ingreso que existe.

fyo) = ie_iyo: la distribucién de ingresos antes de la politica fiscal (impuesto al capital)

El ingreso después de la politica fiscal es:

y1 = w(r)kl' + (r(r) — 1)k,

donde r(7) y w(7) estan definidas por (3.2) y (3.3) respectivamente, esto es, después de la
politica de impuestos tomamos en cuenta su impacto en las variables salario y renta de capital. De
lo anterior, enunciamos el siguiente Lema:

Lema 1: Dada la tasa de crecimiento del modelo de Alesina-Rodrik, entonces el ingreso des-

pués de la politica es una funcién del ingreso inicial y la tasa de crecimiento éptima.

Demostracion. De la solucion 6ptima del modelo de Alesina y Rodrik, ecuacién (3.4), tenemos:

(7)== (1) +

despejando k' del ingreso inicial,

. —wl?
Li— Yo —w ’
r

3El uso de dicha funcién de distribucién ya fue justificada en el capitulo 1, resaltar de nuevo la facilidad en el
andlisis matematico.

®Notar que la renta y el salario son independientes de la tasa impositiva.
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sustituyendo las dos expresiones anteriores en el ingreso ¥,

= w(nk + (1(7) + ) 2T
esto es, '
i = w(r)kl — (v(7) ;rp)wl N (V(TzaJr p) " (3.6)
]
Por otro lado, si definimos:
A7) = w(rpptt - AL
(3.6) nos queda:
y = Al + DD G7)

3.3.2. La distribucion de ingresos después de impuestos.

La distribucion de ingresos ¥, en términos del ingreso 1, la mostramos en el siguiente lema:

Lema 2: Dada la expresion entre los ingresos ex-post y ex-ante (3.7) y la funcién de densi-
dad del ingreso f(yo), entonces la funcion de distribucién de ingresos después de la politica de

impuestos es:

TGRS

Demostracion. Sea f(yo) la densidad del ingreso antes de impuestos y definamos y; = ¢(yo). Del

f(@/l) = f(yo)-

teorema de cambio de variable’

Fon) = g0 )| 02,

de (3.7) tenemos:

"Ver Casella-Berguer. Dicho teorema es andlogo al lema 2 del capitulo 1.
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r

por lo tanto,
do~(yn)  dyo
dyg Ay A(r)+p)
como 3o = ¢~ !(y1), sustituyendo estas Gltimas expresiones en el teorema del cambio de varia-
ble, se tiene finalmente:
fly) = mf(yo)-
O

Para el caso en que el ingreso se distribuye exponencialmente tenemos del resultado anterior
(3.8)

r _%

que:
fp) = me

La distribucion del ingreso ex-post en términos de la variable crecimiento es de gran utilidad
porque facilita la construccion de la relacion crecimiento-desigualdad. Para llegar a dicha relaciéon

tenemos que proponer un indice de desigualdad en términos de la tasa de crecimiento.
3.3.3. Relacion entre crecimiento y desigualdad, a través de la distribucion

de ingresos en funcion del crecimiento.
Encontremos el indice de desigualdad para la distribucion (3.8). Dada su amplia aplicacion y

disponibilidad, el candidato natural es el indice de Gini (G).
Definicion.- Sea C' el drea entre la curva de Lorenz y la recta de 45 grados (figura 3.2), llamada

indice de concentracién. El indice de Gini es la proporcion entre C' y el area del tridangulo por

debajo de la recta de 45 grados. Por lo tanto, si llamamos a A el drea por debajo de la Curva de

Lorenz, entonces G se calcula de la siguiente forma:
(3.9)

C A
2

G =
2
La tarea es encontrar A. Para ello citamos a Levine y Singer(1970) los cuales mostraron que

el drea bajo la curva de Lorenz, entre dos ingresos cualesquiera (11, v,), dada una distribucién de

o {f(y) I sf(s)ds} dy.

ingresos f(y) es
Ay(vi, 1) = )

Encontremos el drea de la distribucion del ingreso antes de impuestos para el caso de la funcién

Yo

:lefu,
I

de distribucién exponencial f (1)
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Figura 3.2: El coeficiente de Gini: cuando el drea A disminuye, C' aumenta y el indice G aumenta,

por lo tanto la desigualdad aumenta.

1 v2 1 Yo 1 s
Ay (v1,10) = —/ [—6?/ S—G“ds] dyo
K Jv L o M

incluimos el factor ;lz en la segunda integral para mostrar que el término entre paréntesis es
la expresion h(yy) (la proporcién de la poblacion que gana un ingreso 7y, 0 menos) que ya se

encontro para la distribucion exponencial en el capitulo 1 y es:

1 ) _ %

h(yo) = ——yoe » —e » +1,
1
sustituyendo ésta en A, (11, /2), tenemos:

2 11 1
Ay (v, 1) = / [—eyl? ( — —yoefyTO - eiyfo + 1)] dy,
w i [

v2 I 2 1 20 1 _w
= — —Y%e * ——e r +—e »].
vy H H H

integrando y agrupando términos nos queda:
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- v 1 v "
Ay0<ylal/2>: (e_ﬂl—e_i> _§<€_2“1—6_2i)
1 v 2 N 2
-7 {6‘23 (1 + —ul) — e (1 + —VQ)] .
4 p ;

ahora, si v, = 0y vy = 28, esto es, integrando sobre todo 1, € [0, z],
1 1 1 1 1
A =1—-0—=(1-— ——|1- =l—=-=-=-== 1
00 (0, 2) 0 2( O) 4( 0) 511 (3.10)

De lo anterior y la definicidn del coeficiente de Gini, citamos nuestro principal resultado en el

siguiente teorema:

Teorema 1: Dada la expresion A, y el lema 2 aplicado para la distribucion exponencial, la

relacion explicita entre crecimiento y el indice de Gini es:

dG 1 r
—_— == 5 > 0
dy  2(y(1)+p)
Demostracion. Del resultado en el lema 2:
F(n) = ——— F(wo)
Y1) = Yo),
V) + "

se tiene que la distribucidn del ingreso después de impuestos es una funcion de la distribucién

del ingreso antes de impuestos, donde m es una constante independiente del ingreso. De lo

+
anterior aunado al drea obtenida para f(yo), A,,, tenemos:

Al O,Z :—A00a27
D= Gy e
ahora, de (3.10) se tiene:
r 1
A CTOEDE!

sustituyendo esta drea reducida en (3.9), tenemos:

1 r
G=1—-—————, (3.11)
29(r) +p

derivando esta dltima en términos de la tasa de crecimiento, finalmente tenemos:

8Con z el maximo ingreso existente.
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T

Figura 3.3: La Forma U inversa en la relacion Crecimiento-Desigualdad

dG

r

1
TRETCET o

]

Intuitivamente el resultado anterior dice lo siguiente: supongamos que la tasa de crecimiento
~v(7) aumenta, de la politica implementada sabemos que esto se debe a que 7 < 7* (ver figura 3.1),
lo cual implica que no hay recursos suficientes para una mejor distribucién. De hecho, parte de
los pocos recursos recaudados se distribuiran en la produccion (ecuacién (3.1)) y por lo tanto los
ricos, duenos del capital, son mds ricos y los pobres, que sélo disponian del trabajo quedan relati-
vamente igual, esto es, la desigualdad aumenta. Este aumento de la desigualdad se ve reflejado en

un coeficiente de Gini (G) mayor (ver figura 3.3), que es lo que nos muestra (3.12).

Por otro lado, la ecuacion (3.11) nos muestra una relacion inversa entre desigualdad y politica

fiscal, a través de la tasa de crecimiento, la cual formalizamos en la siguiente proposicion:

Proposicion 1 Dadas las desigualdades y la politica 6ptima 7*, hay una relacion inversa entre

la tasa de impuestos y el indice de Gini.

Demostracion. Derivando

1 T
G=1- =
29(1) +p
respecto arT tenemos,
dG 1 r , L /(1)
= —____ - == (3.13)
Y O A R A R YT e g
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Ahora, si 7 < 7%, se deduce de la figura 3.1 y las desigualdades mostradas en (3.5) que la tasa
de crecimiento es positiva, esto es, 7'(7) > 0. Asi, de (3.13) tenemos que G > 0 para T < 7*

(primera parte de la figura 3.3).

Analogamente, para 7 > 7%, de los supuestos tenemos que la tasa de crecimiento es negativa y
por lo tanto +/(7) < 0. Por lo tanto de (3.13) deducimos que G' < 0 para 7 > 7* (segunda parte de
la figura 3.3). 0

3.4. Conclusion

La relacion que encontramos, entre desigualdad y crecimiento, es una forma mas directa de las
que se han analizado en los articulos citados. Encontramos el ingreso ex-post como funcion del

crecimiento.

Lo més relevante del trabajo es haber encontrado una relacién directa entre crecimiento e indi-
ce de Gini. La utilidad de esta relacion es que gracias a la amplia disponibilidad del indice de Gini,

podriamos involucrar la literatura econométrica y efectuar la aplicacién empirica del modelo.

Nuestro trabajo abre posibilidades de estudio muy interesantes: la extension del modelo a otras
funciones de distribucion y diferentes politicas fiscales. Respecto a la distribucién del ingreso em-
pleada, dado que la mayoria de las distribuciones son de la familia exponencial, se puede extender
el trabajo al considerar distribuciones normales, log-normales, gammas, entre otras. Respecto a la
politica utilizada (impuesto al capital), se podria haber utilizado la politica de impuesto al salario
(ISR) e incorporar la recaudacion en bienes y servicios para la produccion.
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Apéndice A

En este apéndice mostramos algunos conceptos relacionados con la Curva de Lorenz'. Grafica-
mente en una curva de Lorenz (figura A.1), el eje de las abscisas mide la fraccion de la poblacion
total que gana un ingreso y, o menor a éste, y el eje de las ordenadas mide la fraccién del ingreso
total ganado por las personas cuyo ingreso es y, o menor. De la curva se desprende lo siguiente:

= La diagonal es una curva de Lorenz, en donde no existe desigualdad, ya que a cada propor-
cién de la poblacion le corresponde la misma proporcion del ingreso.

= La distribucion del ingreso serd desigual a medida que su curva de Lorenz se aleje de la
diagonal.

= Silos ingresos estdn ordenados de menor a mayor (como es el caso de la figura A.1) la curva
de Lorenz de esta distribucion estard por debajo de la diagonal, y por encima en caso de un
orden de ingresos de mayor a menor.

Figura A.1: Curva de Lorenz y Dominancia de Lorenz (La curva mds cercana a la diagonal domina
a la mas lejana)

Dadas estas caracteristicas podemos encontrar condiciones necesarias y suficientes para definir
una curva de Lorenz.

'Ver Rocha (1986).
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Definicion (Propiedades de la Curva de Lorenz): Una distribucion de ingresos se representa
por una curva de Lorenz si y sélo si cumple las siguientes propiedades:

= Al: Enel nivel inferior de ordenacién de ingresos de la poblacién, la distribucién de ingresos
€s cero.

= A2: En el nivel superior de ordenacion de ingresos de la poblacion, la distribucién de ingre-
SOS €s uno.

= A3: Si la ordenacién de ingresos de la poblacion es de menor a mayor la distribucién de in-
gresos siempre serd creciente, esto es, la derivada de la distribucion de ingresos con respecto
al nivel de ordenacién de ingresos de la poblacion es positiva.

= A4: Si la ordenacion de ingresos de la poblacion es de menor a mayor la distribucién de
ingresos siempre serd convexa, es decir, la segunda derivada de la distribucion del ingreso
con respecto al nivel de ordenacién de ingresos de la poblacién es positiva.

Por otra parte, para medir el impacto de la politica fiscal utilizaremos la siguiente definicion.

Definicion: Una distribucion de ingresos, representada por una curva de Lorenz, se dice que
domina en sentido de Lorenz (es equivalente en el sentido de Lorenz) a otra distribucion si su curva
de Lorenz estd mas cerca de la diagonal (es la misma) y éstas no se cortan. (Figura A.1).



Apéndice B

En este apartado demostramos que la forma parametrica de la curva de Lorenz, deducida en el
capitulo 1, cumple con las propiedades A1-A4 del apéndice anterior.

Al: h(0) = L [PsdF(s) =0,
La dltima igualdad debido a que estamos integrando en un conjunto de medida cero.
A2 h(2) = ¢ ["sdF(s) = | ["sf(s)ds = & = 1.

A3: Aplicando el teorema fundamental del célculo a la expresion de la curva de Lorenz, tene-

mos:
dh 1
dF - uy7
de hecho sélo es cero cuando el ingreso toma el valor de cero, en los demds puntos se cumple
la desigualdad estricta, esto es, lo anterior se cumple para y € [0, z] y u > 0.

A4: Para ver la convexidad, derivemos (3.1) respecto a g(y), esto es:

*h(y) 1 dy
PF(y)  pdF(y)
y dado que:
dy 1
dF(y) — f(y)’
Fhy) 1 1
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