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Resumen

En esta tesis planteamos y resolvemos una serie de problemas matematicos ins-
pirados en la produccion de seguridad en México. Los objetivos de la tesis son
formalizar mediante el uso de ecuaciones los problemas que enfrenta el estado
mexicano para asignar elementos de seguridad ptblica con el fin de reducir la in-
seguridad y encontrar conclusiones sobre mejores formas de producir seguridad.

Los capitulos de esta tesis estan organizados de la siguiente forma: el primer
capitulo es una introduccion del trabajo y el segundo capitulo es una revision
de literatura. En el capitulo 3 planteamos y resolvemos el primer modelo que
estudia el problema de un estado que se enfrenta a una distribucion estatica de
inseguridad. El cuarto capitulo generaliza el modelo del capitulo anterior a un
planteamiento con rendimientos a escala. En el quinto capitulo generamos un par
de juegos con tal de dejar el supuesto de una distribucion estatica de inseguridad
y otorgarle agencia a la delincuencia. El primer juego es un juego en el que ambos
Jjugadores internalizan la conducta del otro como un costo fijo y el segundo juego
modela a ambos jugadores cuando internalizan la conducta ajena como un costo
variable. Finalmente, el capitulo 6 concluye.

En cada capitulo incluimos al menos una seccion de resultados dedicada a
explicar la estatica comparativa y la comparacién de resultados entre modelos y
juegos.

En el capitulo 3 para el problema base encontramos la primera conclusion
intuitiva: conviene que el estado asigne mas elementos a los espacios con mayor
inseguridad. También encontramos que no hay una forma unica de asignar los
elementos para reducir la inseguridad al mismo nivel.

En el cuarto capitulo encontramos que los resultados del capitulo anterior son



generalizables a un modelo con dos ciudades, dos especies distintas de elementos
de seguridad y rendimientos a escala modelados con una funcién de tipo Cobb-
Douglas (con exponentes estandarizados a 1). Otra conclusion igual de importante
es que se puede mejorar el nivel de seguridad sin necesidad de mds elementos si
se puede mejorar los rendimientos de los elementos, es decir, mejorando los ren-
dimientos a escala en la produccion de seguridad podemos reducir la inseguridad
significativamente.

En el capitulo 5 las asignaciones en el equilibrio de Nash del juego de costos
fijos describen la posibilidad de un conflicto en el que ambas partes se enfrentan
sin tomar en cuenta la respuesta de la otra parte. Como las decisiones de ambas
partes no repercuten sobre el otro jugador las ciudades donde hay mayor con-
flicto son aquellas donde la efectividad de los elementos es menor. El beneficio
econdmico de la delincuencia, al margen de los costos de operacidn habituales de
cualquier empresa, depende unicamente de la cantidad de elementos de seguridad
de los que dispone el estado. El juego de costos variables arroja un equilibrio de
Nash en el que el espacio donde se da el mayor conflicto es indeterminado en casi
todos los casos. Esto se debe a que es posible que una ciudad sea particularmente
efectiva al combatir el crimen por lo que no es necesario asignar tantos elementos
a ésta por lo que el conflicto disminuye. El beneficio econdmico de la delincuencia
también es indeterminado y sucede algo similar al conflicto: es posible que la de-
lincuencia genere mayor beneficio en las ciudades en la que tiene menor presencia
si los elementos de seguridad del estado son particularmente ineficientes.

En suma, la contribucién de este trabajo es generar conclusiones novedosas a
propésito del conflicto entre estado y delincuencia fundamentadas en una teoria

formal de la produccion de seguridad, particularmente para el caso de México.
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1. Introduccion

Este trabajo tiene por propdsito ampliar el entendimiento que tenemos de la pro-
duccién de seguridad mediante el uso de modelos matemadticos y definiciones
econOmicas. La investigacion en esta materia es pertinente pues al menos desde
el cambio de siglo y hasta el dia de hoy se vive una de las peores crisis de inse-
guridad en México. Los distintos gobiernos locales y federales han sido incapaces
de garantizar tranquilidad en distintas partes del pais por lo que se ha recurrido a
una estrategia de pacificacion del pais mediante el uso de elementos militares no
adiestrados para tareas policiacas, (véase Gil (2020) para un recuento detallado de
los sustanciales incrementos en la cantidad de homicidios hasta 2018 en México).

Dicha estrategia de pacificacion y sus consecuencias son controversiales. El
reemplazo de cargos civiles por militares asi como el despliegue de tropas en
distintas partes del pais pueden ser las medidas necesarias para finalmente reducir
los niveles de inseguridad o los detonantes de un conflicto ain mayor. Por ello, el
estudio del despliegue de soldados en los estados para disminuir la inseguridad es
un tema de gran importancia.

Tratamos en particular la cuestion de como un estado deberia asignar cual-
quier tipo de elemento de seguridad (policias o elementos castrenses) entre dis-
tintas zonas de conflicto (que aqui llamaremos ciudades) con tal de disminuir la
inseguridad. Elaboramos un par de modelos de optimizacién y un par de juegos
relacionados con el conflicto entre el crimen organizado y el gobierno.

El primer modelo es el modelo base. En éste un agente debe minimizar la
inseguridad presente en cada una de sus localidades eligiendo una asignacion de
elementos de seguridad para cada ciudad. El modelo base formaliza el concep-

to de un gobierno que debe resolver un problema de violencia en varias de sus



comunidades y con recursos limitados. Presentamos un caso particular y uno ge-
neral. El resultado principal es inmediato: a mayor inseguridad, debe haber mayor
presencia del estado para disminuirla y por lo tanto mayor conflicto.

El segundo modelo generaliza el primero anadiendo la posibilidad de dos ti-
pos de elementos de seguridad distintos que sirven al mismo propdsito que en
el modelo base: reducir el crimen, aunque cada uno lo hace en distinta medida.
Llamamos a este modelo de rendimientos a escala porque permite ilustrar el con-
cepto de producir seguridad con distintos rendimientos a escala. Presentamos este
modelo para el caso particular de dos ciudades. Encontramos que la conclusiéon
del primer modelo se mantiene y que la localidad con menor inseguridad puede
tan sélo llevarse elementos de baja productividad. Ademas, la posibilidad de que
la combinacién de elementos sea particularmente productiva introduce la posibi-
lidad de producir la misma cantidad de seguridad que sin rendimientos a escala,
pero con menor cantidad de policias o soldados.

Hasta este punto habremos caracterizado a la delincuencia como una distribu-
cién pasiva, un agente que no responde al esfuerzo del estado por erradicarla, lo
cual esta bastante alejado de la realidad. Por ello, nuestro siguiente paso es plan-
tear y resolver un juego que caracteriza la interaccion estratégica y confrontativa
de un estado idéntico al del modelo base y un agente delincuencial que pretende
maximizar su beneficio econémico y como subproducto de su actividad econémi-
ca genera inseguridad. Llamamos a este juego de costos fijos porque ambas partes
interiorizan su interaccion con el otro jugador como un costo fijo y resolvemos
este juego encontrando un equilibrio de Nash. Presentamos tanto un caso particu-
lar como general. El resultado principal es que debido a que las partes interiorizan

la conducta de su contrincante como un costo fijo, la estrategia del contrincante



no aparece en su funcion de mejor respuesta y en realidad no emerge interaccion
estratégica.

Finalmente, desarrollamos un modelo que generaliza el juego de costos fijos
cambiando las funciones de beneficio de los jugadores haciendo que internalicen
las decisiones del otro como costos variables. Esta modificacion permite que la
interaccion estratégica aparezca en sus respectivas funciones de mejor respuesta.
Resolvemos un caso particular y uno general. Encontramos que el crimen organi-
zado necesita una cantidad minima de elementos para poder jugar (en estrategias
puras) e introducimos otra forma de elevar la seguridad sin necesidad de incre-
mentar la cantidad de elementos policiacos asignados a una ciudad: mediante la
mejora en la efectividad de produccion de seguridad de los elementos por ciudad
(notemos que esto es una cosa distinta a los rendimientos a escala).

En cada modelo obtenemos una respuesta sencilla a la cuestiéon enfrentada
por el gobierno sobre la localizacion de sus elementos: alli donde la inseguridad
sea mayor, sin embargo hay una dimensién de profundidad més grande conforme
avanzamos en los modelos. La mejor forma de producir seguridad no es uUnica.
Siempre hay una forma de combinar los elementos de seguridad entre comuni-
dades o si se dispone de un par de tipos de elementos es posible combinar entre
ciudades y entre elementos. Mds ain, cuando interactdan la delincuencia y el go-
bierno es importante entender como interiorizan sus conductas los jugadores ya
que ello presenta distintas distribuciones Optimas para resolver el mismo conflicto.

La construccion de modelos en los que se teorizan el conflicto entre partes y
sus repercusiones sobre el bienestar social son parte del cuerpo de literatura de
economia del conflicto. Contribuimos a dicha literatura mediante la elaboracion

de modelos de optimizacion inspirados en circunstancias reales del problema de



inseguridad en el México moderno.

Finalmente, hay una serie de extensiones sobre los modelos aqui presentados
que restan por hacerse. El modelo de rendimientos a escala puede extenderse a S
ciudades. También es posible cambiar la forma de las funciones de beneficio por
ciudad y comparar esa asignacion con los de este trabajo. En los problemas de
minimizacién es posible cambiar la forma de la funcién objetivo. Los juegos pue-
den ser comparados con un agente interiorizando al otro como costo fijo mientras
que el otro juegue con su funcién de costo variable. Esta lista de extensiones no

es exhaustiva y sélo es una exhibicion del trabajo que atn resta por hacer.



2. Revision de Literatura

2.1. Contexto: inseguridad en México

El problema de inseguridad en México esta bien documentado. El gran despliegue
de elementos de seguridad estd directamente relacionado con el problema de las
drogas en México, que es un gran productor de drogas como opioides, marihuana
y anfetaminas (UNODC, 2024). Aunque el mercado de drogas mexicano no es pe-
queiio, es eclipsado por el gigante mercado de drogas presente en Estados Unidos.
Por ello, México es un pais productor de drogas, pero el objetivo de los traficantes
es venderlas en el lucrativo mercado de Estados Unidos UNODC (2024). Incluso
para las drogas para las que México no es un productor importante (como co-
caina) la cercania de México al mercado estadounidense lo convierte en un pais
de transito importante para toda clase de trafico de drogas UNODC (2024). La
produccion de estas drogas y su comercializacion es una actividad ilicita a distinto
grado tanto en Estados Unidos como en México, y en consecuencia los traficantes
de drogas operan fuera de la ley. Las consecuencias de este fendmeno econémico
son el fuerte aumento de los niveles de inseguridad en distintas partes del pais
(Gil, 2020).

Un recuento de dicha lastimosa situacion de seguridad publica en el pais esta
presente en el trabajo de Serrano Carreto (2019). Se explica la justificacion del
porqué las decisiones del despliegue de elementos estan centralizadas en el poder
ejecutivo y como la creacion de la Guardia Nacional se da en un contexto de falta
de elementos suficientes en cantidad para garantizar un nivel infimo de seguridad
publica. También se enfatiza la ausencia de elementos confiables (nétese que se

percibe que los elementos policiacos sufren de corrupcidn y poca preparacion).



El proceso de militarizacion de la seguridad publica estd documentado en
Gaussens y Jasso Gonzales (2023) y se puede explicar como que los poderes civi-
les obedecen cada vez mds a dindmicas militares (protocolo, jerarquias, procedi-
miento de enfrentamiento) ya sea porque militares o exmilitares lideran espacios
civiles de importancia en la seguridad publica (ejemplo: Secretaria de Seguridad
y Protecciéon Ciudadana liderada por un exgeneral) o por inercia del crowding out
del reemplazo del personal civil al militar.

A proposito de esta centralizacion en la Estrategia de Seguridad Publica Fe-
deral (2018) lo siguiente: el despliegue de los elementos de militares ya no sélo
se limita a las guarniciones de las 48 zonas militares extendidas sobre todo el
territorio mexicano, sino que desde 2006 el gobierno federal ha llevado a cabo
despliegues de tropas en partes conflictivas del territorio mexicano (se establecie-
ron 266 municipios por pacificar). A su vez, los estados pueden solicitar apoyo de
la federacion, las cuales son correspondidas con mas despliegues de tropas. To-
das estas decisiones son tomadas desde el ejecutivo (durante los distintos sexenios
esta tarea ha correspondido a distintas secretarias).

En suma, el despliegue de efectivos en México ha estado cada vez mas cen-
tralizado y militarizado. Ademas, se sufre de una insuficiencia de elementos y de
una falta de confianza en el cuerpo existente lo que incentiva a desplegar a una
cantidad de elementos militares para realizar tareas policiacas (el gobierno perci-
be a los militares como elementos méas confiables que los policiacos de acuerdo a
la justificacion presentada en la Estrategia de Seguridad Publica Federal (2018)).
Finalmente, por esta insuficiencia de elementos el despliegue de efectivos ha si-
do reactivo, es decir, se asignan elementos a los estados donde se presentan los

niveles altos de inseguridad reaccionando a la actividad delictiva. Todas estas ob-



servaciones servirdn de base para construir los modelos de este trabajo.

2.2. Economia del conflicto

El tema aqui trabajado es parte de un cuerpo de literatura en torno a la economia
del conflicto. Dicha literatura estudia las consecuencias materiales del conflicto, la
formacion de instituciones a causa de la disputa entre agentes, los incentivos que
tienen las personas al estar enfrentadas violentamente y en esencia, se pretende
entender los fendmenos de conflicto mediante el uso de los conceptos econémi-
cos. Algunos modelos notables en la literatura de economia del conflicto son son
los modelos basados en el planteamiento de Haavelmo (1954) (también llamados
armas versus mantequilla), en donde los jugadores deben maximizar su consumo
y dividir sus recursos entre producir para su consumo o producir armas para apro-
piarse del consumo de su contrincante. Si bien estos modelos han sido usados para
responder preguntas referentes a los incentivos de los agentes para formar coali-
ciones delincuenciales o encontrar las condiciones para generar conflicto donde
no lo habia, no permite responder a la pregunta de cémo distribuir elementos de
seguridad entre varias regiones en conflicto.

Para fundamentar los modelos aqui creados tomamos una serie de observa-
ciones de la literatura con respecto a la inseguridad en México. Para establecer
la conducta de la delincuencia recuperamos de la tesis de Sdnchez Buelna (2016)
la visién econémica de que el comportamiento de la delincuencia es el de una
empresa i.e. sus beneficios son ingresos menos costos; desde esta perspectiva la
inseguridad es una externalidad negativa que el estado procura reducir. Esta es
tan sé6lo una de las contribuciones de cite Sanchez ya que en su tesis desarrolla

modelos en los que el estado enfrenta con la delincuencia. A diferencia de los



de Sanchez nuestros modelos no son todos juegos, ademas de que Sanchez esta
interesado en modelar la delincuencia como carteles de forma que los delincuen-
tes individuales escogen coludirse por lo que incluye variables correspondientes
a coaliciones en su modelo, de las cuales nosotros prescindimos. Tanto Sanchez
como nosotros planteamos un problema de un estado centralizado, sin embargo
mientras que nuestro estado asigna elementos de seguridad a ciudades, el de San-
chez escoje un nivel de inversion para romper los carteles.

Algunos resultados de los juegos de Sanchez son comparables con los nues-
tros. En su primer modelo encuentra que si las condiciones de mercado mejoran
para la delincuencia el beneficio de los carteles aumenta, asi como el trafico de
drogas, aunque no necesariamente la violencia. Nuestros modelos encuentran el
mismo resultado, aunque aqui en consecuencia el estado también aumenta su pre-
sencia y hay mayor conflicto. En Sanchez esto no necesariamente ocurre.

En el estudio de la economia del conflicto, una familia de juegos cercana a
nuestros planteamientos son los juegos de Colonel Blotto que fueron original-
mente formulados por Borel (1921). En su forma més sencilla este juego es de
dos jugadores (podemos imaginar dos generales) dotados de una cantidad de tro-
pas que deben desplegar sobre cierto nimero de campos de batalla. Cada campo
de batalla se gana si la asignacion de uno es més grande que la del contrincante. El
objetivo es maximizar la cantidad de campos de batalla ganados. Se puede obser-
var la similitud al problema de un estado que despliega elementos para eliminar
la presencia delincuencial y reducir la inseguridad.

Se han formulado diferentes variaciones para capturar aspectos distintos del
conflicto. Por ejemplo en Boix-Adsera et al. (2021) se relaja el supuesto de dos

jugadores y se plantea un juego con k jugadores, dotaciones simétricas y restric-
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ciones en los valores de los campos de batalla, o Roberson (2006) caracteriz6 los
equilibrios de Nash de un juego con dos jugadores, asimetria en las dotaciones
y con un valor idéntico para los campos de batalla. Entre esta literatura el mas
cercano a nosotros es el de Vu Quan (2021) quienes plantean un juego de Coronel
Blotto con favoritismo y efectividad asimétrica. Plantea funciones de beneficio
para los generales notablemente similares a las presentadas en los juegos elabo-
rados en este trabajo para el estado; sin embargo los juegos de Blotto tienen un
resultado binario por cada campo de batalla (o se gana o se pierde) mientras que
en los juegos planteados aqui el resultado es un nimero real positivo que corres-
ponde al nivel de inseguridad alcanzado después de la confrontacién entre estado
y delincuencia.

Una observacion final sobre la relacion de los juegos de Coronel Blotto y
nuestros juegos es que ambos son similares a subastas. Sin embargo, nuestros
modelos no son estocdsticos, aunque comparten la premisa de ser modelos en
los que los agentes desembolsan una cantidad de recursos para competir por un

premio.
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3. El problema base

Consideremos el siguiente problema: en un estado hay un problema de inseguri-
dad a nivel nacional. En cada uno de las ciudades que constituyen este estado hay
un nivel de inseguridad. El problema al que se enfrenta el gobierno es reducir la
inseguridad al minimo en todas las ciudades otorgando prioridad a las ciudades
mas afectadas y dada una cantidad de elementos de seguridad (policias, soldados,
etc.).

En este capitulo elaboramos un modelo matematico que dard formalidad a este

problema.

3.1. Definiciones

Hay un nimero S de ciudades con elemento representativo j. Cada ciudad j tiene
asociada un nivel de inseguridad 9, > 0. El gobierno cuenta con un total de ele-
mentos de seguridad |A|. El gobierno asigna estos elementos de seguridad entre

todos los estados, con el fin de minimizar el méximo nivel de inseguridad entre

todos los estados. Si el numero de elementos asignados al estado j es ]Aj , el ni-

vel de inseguridad después de asignar los elementos de seguridad al estado j es:

m; = 0; — |A;|. El problema de optimizacién del gobierno es, por lo tanto:

min  maxr (1)
acA ke{l,-,S}

S.a.
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T =05 — |Aj| Vj

s

D14, < A

j=1
a = (|A1‘7 7|A5|>
T = (my, - ,7g)

En este planteamiento el estado debe escoger el nimero de elementos que asig-
nard a cada ciudad. a es el vector que captura la cantidad de elementos asignados
a cada ciudad (la asignacion) y 7 es el vector que reune los niveles de inseguridad
de cada estado (el resultado de la asignacion en términos del nivel de inseguridad).
Notemos que la parte de min max modela el hecho de dar prioridad a las ciudades
con mayor nivel de inseguridad. Finalmente, dado un nivel de inseguridad, asignar
un elemento de seguridad reduce éste en una unidad.

Para resolver este problema el primero paso es reescribirlo como uno de Pro-
gramacion Lineal para poder aplicar el Teorema Fundamental de la Programacion
Lineal (TFPL).

Sea H = max . Entonces m; = H or m; < H Vj. El podemos reescribir

ke{1,,5}
el problema base como:

min H
acA

S.a.

| A;]

\%
o

]«

14, < |4

<.
Il
—_

0; —|A;l < HVj
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3.2. El caso de dos ciudades (S=2)
3.2.1. Planteamiento y resolucion

Supongamos S = 2. Luego, el problema base se simplifica al siguiente plan-

teamiento:

min H
acA

s.a.
|A1] =0
[Az] =0
[As] + [ Az] < |A]
h—|A<H
dy — |As] < H
Por el TFPL basta con encontrar los puntos extremos de la region alcanzable y
evaluarlos en la funcién objetivo. Notemos que el poliedro formado por el sistema
de inecuaciones no es dificil de graficar en el espacio (| A; |, |As]):
Para resolver el sistema generamos nuevas variables tal que las desigualdades

resulten en igualdades:

|A1] —n1 =0

|As| —no =0
[Ar] + [Az| + ng = [4]
0 —|A|+ny=H
dy — |Ag| +ns = H

Luego:
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Espacio (|A;1], |A2])

Figura 1: Region alcanzable

H:H:>(51—|A1\+n4=52—|A2|+n5=> |A2‘ =5z+n5—51—n4+‘A1|
= |A)|+ a4+ ns—0 —ng+ng+|A|=F
= |A1| = %(E—i—(ﬁ—52—n3+n4—n5)and|A2| = %(E+52—51—n3_n4+n5)

Proposicion 1. Sin; = 0 entonces el poliedro tiene dos puntos extremos: (0,0) and (0, | A|).

Si ny = 0 entonces el poliedro tiene dos puntos extremos: (0,0) and (| Al 0)

Demostracion. Consideremos n; = 0. El conjunto formado en (|4, |, |A2|) es tan
solo el eje (0,]As|). Luego, basta con encontrar el valor minimo y maximo que
puede tomar |As|. Por hipétesis el valor minimo para |A;| es cero: el punto (0, 0)
es un punto extremo del conjunto generado. En cuanto a (0, | A|) la expresion para
|A|: |A1] + |As| + ng = |A]| con la hipétesis n; = 0 se convierte en |Ay| =
|A| — ng .". El valor maximo de |Ay| = |A|. El resultado es ain mas evidente
a partir de la desigualdad |A;| + |A;| < |A|. La demostracion para n, = 0 es

andloga. U
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No es dificil ver que al evaluar ambos puntos en la funcién objetivo el valor
minimo es aquel con al menos un valor positivo en alguna entrada del par orde-
nado. Una ultima observacion es que la hipotesis ny = 0y ny = 0 genera un
conjunto alcanzable unitario con el elemento (0, 0) el cual es la tnica solucién (o
bien, el poliedro es el punto (0, 0)). Otros conjuntos mds interesantes resultan de

suponer ny y ny positivos, es decir, suponer una solucion interior.

Proposicion 2. Si el problema tiene solucion interior entonces el poliedro tiene
3 puntos extremos: ((| A, |Aal), (| A, [Az]), (JAsl, | A5])) donde la barra superior
indica el valor maximo que puede tomar esa variable condicionado al valor de la

otra variable y la barra inferior indica de forma anédloga el minimo.

Demostracion. Comencemos estudiando las tres ecuaciones que generan el con-

junto alcanzable:

[Ax| + [As| + ng = [A]

0 —|A|+ny=H

dy — |Ag| +ns = H
En el espacio (|A;],|A3|) es evidente que la primer ecuacién es una ecuacién
lineal con pendiente —1 y ordenada al origen | A| — n3. Las dltimas dos ecuaciones
son constantes al nivel d; — H + ny,. Esto evidencia que el poliedro formado es un
tridngulo rectangulo (puede ser degenerado) por lo que hay 3 puntos extremos en

esta figura.

Igual que antes, observemos cual es el valor minimo que pueden alcanzar | A; |
y | Az|. Esto esta dado por el sistema de ecuaciones de arriba cuyas soluciones ya

CONoCemos:
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|A1‘ = %(|A|+51—52—n3+n4—n5)and|A2| = %(|A|+52—51—n3—n4+n5)

Para que | A4;| alcance su minimo basta con reducir n4 a cero y andlogamente,
para que | A, | alcance su minimo hay que establecer n; = 0. Luego, el par orde-
nado contempla ambas condiciones al mismo tiempo el valor minimo al que se

puede acceder como par ordenado es

1 1
‘Al‘ = §<’A| + (51 — 52 — ng) and |A2| = 5(‘14’ + 52 — (51 — 7”L3) (2)

Para encontrar el resto de los puntos extremos tenemos que encontrar el méxi-
mo valor que puede tomar | A, | dada la cantidad minima de | A;|. Conocemos que
para minimizar |A;| hay que establecer ny = 0 y para maximizar |As| tan s6lo
hay que darse cuenta que debe de ser el caso que n3 = ny = 0 por lo que el valor

especifico es

1 1
‘Al‘ = §<’A| + (51 — 52 — n5) and |A2| = 5(‘14’ + 52 — (51 + 7”L5) (3)

El dltimo punto es un resultado andlogo partiendo de | As| y encontrado | A, |:

1 1
‘Al‘ = 5(’14’ + 51 — (52 + n4) and ‘A2| = 5(‘14’ + 52 — 51 — 714) (4)
.. nuestros puntos extremos son los descritos aqui. U

Al evaluar cada punto en la funcién objetivo la siguiente observacién resulta

evidente:

Observacion 1. Si el problema tiene solucion interior la cantidad de soluciones

depende de la relacion entre n3, ny y ns.
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Por definicion H = &; — |A;| + ny. Témese |A;| = S(|A| + 61 — 62 — n3)
junto con la hipétesis asociada a este valor, es decir, ny = n5; = 0 Luego H =
(61 + 62 + n3 — |A[). Similarmente, para los otros dos casos se obtiene H' =
2(61 4 65+ ns — |A]) y H” = 5(01 + 62 + na — | A]). Evidentemente, al comparar
H versus H' versus H. Lo Unico que interesa es la jerarquia entre ng versus ny
versus ns.

El siguiente resultado establece que los 3 puntos son solucion al problema

base para 2 ciudades.
Teorema 3.1. En el 6ptimo n3 = ny = n5

Demostracion. Partiendo de que el poliedro es un tridngulo rectangulo con ver-
tices en los puntos extremos encontrados més arriba debe de ser el caso que la
distancia cartesiana entre vértices es la misma que la distancia sobre un solo eje.
Por ejemplo, la distancia cartesiana del vértice que se encuentra en el dngulo
de 90 grados hacia el punto por encima de éste es igual a la diferencia entre
las entradas de ambos puntos en el eje |As|: Distancia del punto 1 al punto 2:
[(X(n3 —ns))? + (3 +n5))?]2 y la diferencia entre | Ay| = 1(E + 8, — 6, —n3) y
|As| = 2(E+ 05— 61 +ns) es igual a £ (n3 +ns). Para que [(5(ng —ns))? + (ns +
ns))?]2 y £(ns + ns5) sean iguales debe ser el caso que ny = nz. Un razonamiento

andlogo para la distancia entre el punto 1 y 3 resulta en que ng = n4 y por lo tanto

ng = ng = Ngs. ]

Luego, cada uno de estos tres puntos es solucion del problema base.

3.2.2. Resultados

Hay tres asignaciones que resuelven el problema del estado. A saber,
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|A1| = L(JA| + 6 — 85 — n) and |Ay| = L(|A| + 8, — 6, —n)
|A1’ = %(‘A’ + 51 - 62 - n) and ‘A2| = %(’A’ + (52 - (51 + n)
|Ay| = 5(JA] + 61 — 02 + n) and |Ag| = 5(|A[ + 0y — 01 —n)

Todas ellas estin caracterizadas por aumentar en valor cuando la cantidad de
elementos disponibles, | A|, aumenta. También aumenta la cantidad de elementos
asignados al estado con mayor nivel de inseguridad lo cual es intuitivo. Finalmen-
te, existe la posibilidad de que las asignaciones sean iguales en ambos estados,
aunque de no ser asi la asignacion a un estado es simétrica a la del otro estado (la
simetria es caracterizada por n en las ecuaciones).

El beneficio en cada equilibrio es

™ = 51—%(|A\+51—52+n) 1(51—%(|A|—52+n) and g = %52—%<|A|—(51+TL>

)

T = %51 — %(|A| — 52 — TL) and o = %52 — %(|A| — 51 + 7’L)

T = 151 — %(‘A‘ —52 +n) and Ty = 162 — %(‘A’ —51 —n)

2 2

Claramente, el beneficio del estado es menor cuando aumenta la inseguridad
por ciudad y es mayor siempre que aumente la cantidad de elementos disponibles.
En este punto podemos hacer una primera comparacién con el juego de Vu Quan
(2021). Ellos estudian un juego de Blotto, por lo que en su caso la delincuencia
interactuaria con el estado, sin embargo su modelo contempla que pueden exisitr
pre-allocations, es decir, una cantidad de elementos existentes en cada campo de
batalla (aqui son ciudades) que reduce su espacio estratégico (mientras mas ele-

mentos usa la delincuencia como pre alocacién, menos le quedan para de hecho
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jugar). Vu Quan (2021) encuentran que dada una manera de distribuir sus elemen-
tos entre campos de batalla, mientras mas elementos asigna como pre-allocation,
menor es su beneficio. Claramente, sucede que llegaria a ser un problema similar
al presentado aqui donde la delincuencia se queda sin espacio estratégico y a mer-
ced de la mejor respuesta del estado, cuya estrategia serd una maximizacién como
la presentada aqui: sin interaccion estratégica.

Otro punto importante es como deberia de distribuir su pre-allocation la de-
lincuencia, concentrandose en una sola ciudad o dispersandola entre campos de
batalla. Vu Quan (2021) encuentran que conviene concentrar su pre alocacion.
Esto claramente es consistente con nuestros resultados en el sentido de que, dada
una cantidad de elementos de seguridad disponibles |A|, si la delincuencia pudie-
se concentrar su ¢ en un sélo lugar podria seguir operando en la otra ciudad si su
presencia es lo suficientemente pequeia relativa a la presente en la ciudad en la

que se concentra.

3.3. Primera generalizacion: S ciudades
3.3.1. Planteamiento y resolucion

Habiendo encontrado las asignaciones 6ptimas para el caso de 2 ciudades, se
puede utilizar esta intuicién para resolver el problema general para S ciudades.
Considérese una vez mas el problema 1.

Es evidente que con respecto a cuando hay soluciones de esquina el resulta-
do es el mismo que con N = {1,2}: Sélo es posible escoger entre dos puntos
extremos y aquel que tenga un valor positivo en alguna de sus entradas siempre

minimiza la funcién objetivo. Por ello se consideraran so6lo regiones alcanzables
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con al menos dos entradas del vector de a con valor positivo, i.e. soluciones inte-
riores.

Para resolver este problema se siguen esencialmente los mismos pasos que
arriba. Primero, genérese nuevas variables para convertir las inecuaciones en ecua-

ciones:

0 — [Ajl +ny = H

[Aj] —nsi; =0
s
Z |Aj| + nosy1 = |A| V3

j=1

Ahora, aprovechando el hecho de que todas las restricciones asociadas a H
son iguales se parte de 6; — |A;| + n; = 0 — |Ak| + i = |44] = §; +nj —
Ok + |Ax| — ng. Reemplazando en la tercer restriccion Zle |Aj| + nosi1 = |4
obtenemos Zf;l (0;4n;—6,+|Ax|—nk)+n2511 = | Al lo cual puede simplificarse
a0+n—_90,+S|Ak|—Sng+nesi1 = |A| donde § = 0, An = > n;. Finalmente,
al despejar [Ay| = $(JA| — 06— —n_p + (S — 1)dk + (S — 1)ng — nag41) donde
d_, = D0 excepto k'y n_ = >, n; excepto k. He aqui la solucion al sistema de
ecuaciones.

A propésito del poliedro formado por las 25 + 1 ecuaciones del problema

considérese la siguiente proposicion:

Proposicion 3. Si el problema tiene solucion interior hay S + 1 puntos extremos.
Todos son construidos a partir del valor minimo que puede tomar a de forma que

cada punto extremo es

= El valor minimo que puede tomar a, o
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= Un vector con S — 1 entradas en su minimo y una entrada en su maximo

sujeto al valor de las demds entradas.

Antes de realizar la demostracion comencemos por estudiar la region alcanza-
ble. El resultado del sistema de desigualdades es un poliedro i.e. es un conjunto
de combinaciones lineales no negativas generado por un sistema de inecuaciones
lineales resoluble. El conjunto objetivo estd delimitado por arriba i.e. existe un
valor maximo (distinto de | A| por el supuesto de solucién interior) que cada entra-
da del vector a puede asumir. Mds ain, también existe un valor minimo (distinto
de cero por el supuesto de solucidn interior) que cada entrada del vector a puede
asumir. Luego, nuestro poliedro es un conjunto acotado en cada dimensién lo que
implica que es un conjunto convexo. En particular es el conjunto convexo forma-
do por las ecuaciones en las restricciones del problema (estas forman las caras del
poliedro). Por lo tanto nuestro poliedro es un politopo. Ello implica que la regién
objetivo puede ser descrito por la combinacién convexa de sus puntos extremos lo
que implica que el conjunto de puntos extremos forma una base de la regién obje-
tivo. Como la dimensién del conjunto objetivo es S en realidad s6lo se necesitan
S puntos extremos para formar una base.

La dimension del poliedro estd dictada por la cantidad de ecuaciones lineal-
mente independientes en las restricciones del problema. No es dificil observar
que hay S + 1 ecuaciones linealmente independientes. Por ello, hay S + 1 puntos
extremos.

Para caracterizar los puntos extremos considérese el valor minimo de la regién

alcanzable:

a=(|[A], - ,|Ag|) con |4;| = %(|A| — 04 50; —nagi1) ¥y
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Este punto evidentemente es alcanzable y extremo. Es imposible reconstruir algtin
|A;| como combinacién convexa de las demds entradas del vector porque ninguno
tiene n;. Para encontrar el resto de puntos extremos se parte de este punto extremo

y se dejan S deltas en cero y una se impone con valor positivo. De esta forma de

obtienen:
1 .
a = (il As]) con |4y = (14| = 6 + 58 — nasi1) V)
1 )
a= (|Ai],---,|As|) con |A;] = g(lAl — 0+ (S—1)0; —m) Vj #1
1
and |A;| = §(|A| -0+ (S=1+(S—1)ny)
(5)
1 )
a= (|A1],---,|As|) con [A;] = §(1A| — 0+ (S —=1)0; —ny) Vj # S

1
and |Ag| = §(|A| — 0k + (8= 1)ds + (5 — 1)ns)

De esta forma obtenemos los S + 1 puntos extremos que delimitan el conjunto
alcanzable. No es dificil probar que todos estos puntos son extremos y la prueba
de la proposicién 3 no es mds que notar que no por construccién no es posible
reconstruir cualquier punto por virtud de que la n particular que se impone como

cero en el punto por reconstruir es irrecuperable.

Demostracion. Ya que todos son idénticos excepto por la n particular que se im-
pone positiva es imposible reconstruir cualquiera de estos puntos a partir de cual-
quier combinacion lineal de elementos en el conjunto.

]

Ahora bien, al evaluar cada uno de los puntos extremos para minimizar  se

obtiene el siguiente resultado andlogo al caso de n = 2:
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(5j—\Aj]—|—nj=H

1

S
1

51 — |A1| +n1 = 51 — §(|A| —5_k + (S— 1)51 + (S— 1)711) +TL1 =

(5 + Nos+1 — |A|)

1
S

1
(51 — |A1’ +np = 51 — E(‘A‘ —5+ S(Sl —n25+1) +ny =

(6 —ny —|A])

1 1
(51 — |A1| +ny = 51 — §(|A‘ — 57k + (S - 1)(51 — nl) = g((s — Ny — ’AD

No es dificil probar, como en el caso de n = 2, que todos los puntos extremos
son solucion al problema base y que esto es consecuenciade que H = H = n; =

N VJ

3.3.2. Resultados

En el caso de S ciudades obtenemos S + 1 asignaciones 6ptimas. Cada una
de ellas esta caracterizada por los mismos resultados al caso de dos ciudades en la
estdtica comparativa, es decir, siempre que aumenta la cantidad de elementos de
seguridad disponibles, aumentan todas la asignacion en cada ciudad, la ciudades
con mayor nivel de inseguridad relativo al resto de ciudades se llevan la mayor
parte de los elementos, es posible que haya una asignacién en la que todas las
ciudades se lleven la misma cantidad de elementos y de no ser asi, las asignaciones
son simétricas. También se mantiene el resultado de que a mayor disponibilidad
de elementos de seguridad aumenta el beneficio del estado y a mayor inseguridad
disminuye. Esta es la razén por la que resolvimos el modelo para .S = 2: como la

generalizacion es directa, los resultados también lo son.

24



4. Rendimientos a escala

Hasta ahora hemos supuesto que los elementos producen seguridad con rendi-
mientos constantes a escala. En este capitulo relajamos este supuesto y considera-

mos la posibilidad de que haya rendimientos decrecientes a escala.

4.1. Definiciones

Comencemos por construir una nueva funcion de produccién de seguridad con la

posibilidad de rendimientos (de)crecientes a escala:

mi(a;) = 0, =T ( ) en)™

eneA;

Con 25:1 ap = 1.

Esta funcién estd caracterizada por haber N tipos de elementos de seguridad
distintos (producen distintas cantidades de seguridad), su productividad esté afec-
tada por un exponente correspondiente a cada suma de tipos «y, y es necesaria
una cantidad positiva de los /N elementos para comenzar a reducir la seguridad.
De esta forma podemos pensar que la produccion de seguridad es resultado de la
asignacion de dotaciones de elementos que actian en conjunto para reducirla.

Para simplificar la ecuacién convendra hacer algunos supuestos andlogos al
problema base trabajado arriba y otros mas.

Sea E el conjunto de elementos de seguridad. Supongamos dos tipos de ele-
mentos de seguridad e; y e; o bien N = 2. Luego, podemos escribir £ como
la unién de dos conjunto disjuntos £ y F5 tal que ambos conjuntos contienen
a todos los elementos respectivos: £, = {e, € E | e, # ex} Yh # k, es decir,

E = E, U E,. Andlogamente, A; serd el conjunto de elementos de seguridad asig-
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nados al estado j y puede escribirse como la unién de dos conjuntos disjuntos A
y Ajs tal que ambos conjuntos contienen a todos los elementos respectivos asig-
nados al estado j: Aj;, = {e, € A; | en, # ey} Vj # k. Luego, A; = Aj1 U Ajo.
Ademas, consideremos el caso de 2 estados, es decir, S = 2.

En consecuencia, la suma de los elementos de tipo / asignados al estado j es
tan sélo la cardinalidad del conjunto correspondiente A, multiplicado por el valor
que tiene cada elemento de seguridad individualmente al reducir la inseguridad:
ZeheAj en, = ep - |A;n|. Supongamos que e; = 1y eo = 2. Reemplazando en la

funcién de produccién de seguridad:

2
mi(a;) = 0; — j_y (en - |Ajn])™"
Tomando todos estos elementos el problema se ve de la siguiente forma:
min  max  mg
acA ke{l,-,S}

s.a.
m = (my, o)
a = (|A1],]As])

mi = 0; — I _y(en - |Ajn])™

2

DAl < By
j=1

2

Y 1Ap| < B
j=1

4.2. Planteamiento y resolucion

Para resolverlo primero definamos  como H = max m. Luego, m; < H Vj
ke{l,---,S}

igual que en el capitulo anterior. El problema base se puede reescribir en términos
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de H:

max H
acA

|Ajn] =0
2
Z Jl|
Z
Z ]2‘
5~ T0_(en - | Aml)™ < HV j
Inspeccionando este problema se puede observar que este problema ya no es
de programacion lineal. Tanto la funcidn objetivo como una restriccién no son li-
neales. En consecuencia, hay que aplicar otro método para resolver este problema.
Es posible estudiar la solucion a este problema si se contemplan los 3 casos de la
funcién objetivo por separado: H = m 6 H = my 6 H = 7™ = 5. De esta forma
la funcién objetivo es lineal y resta tan s6lo dar cuenta de la restriccion no lineal
de H.
Si escribimos el Lagrangiano general (sin hacer supuestos sobre ) resulta lo
siguiente:
LAzl An)) = H=X1 (01— ([Aun])* (2] Arz])*2 = H ) = A2 (02— (| A21| ) (2] A2z )2
H) = Xs([Ann| + [Aze| — E1) — M([Aor| + [Azs| — Es)
= H—\(m1—H)—Xo(my— H) = X\3(|A11| + |Agz| — E1) — Ma(|Ao1 |+ | Az | — E»)
Por inspeccidn, el Lagrangiano es una funcién convexa en sus argumentos

| Ajn|.

Para H = 7 las derivadas parciales son las siguientes:
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a|iL11| = —oqAn|" N2 [A1)*2 — arde| A |1 (2Ara])2 — A3

a|iL12| = —205| A1 [*(2 - [A12)* 7 = 20000 Ayt [ (2] A )27 = N\
o = ol Ao [ 71 (2] Aga) 2 — Ay
A = 202 Aol [* (2] Ar]) 2 — Ay

Con restricciones de la siguiente forma:

(Aa=0and m — H > 0)or (A, = and 1y — H = 0)

2 2
(A3 =0and ) |Ay| — E1 = 0)or (A3 > 0and ). |Ay| — Ey = 0)

h=1 h=1

2 2
(A =0and ) |Ay| — E> = 0)or (A\y > 0and ). |Az| — B = 0)

h=1 h:1
Para H = 7y:
aliLm = a1 A A [ (2] Are])*2 — As
% = 201 | A11]|* (2] Aga] )2t — Ny
aféll = —ar ([ Aot |71 (2] A])*? — ar iAot [V 7H(2[Ar])*2 — As

sy = —202(|Aa |1 (2] Az |)®2 1 — 200 | Aot | (2] Ara[)?2 T = Mg

Con restricciones de la siguiente forma:

(Ay=0andm —H >0)or (A > andm — H =0)

2 2
(As=0and ) |Ay| — E1 = 0)or (As > 0and ) |Ay| — Ey = 0)

h=1 h=1

2 2
(A =0and > |Ag| — By = 0)or (A\y > 0and ) |Az| — B = 0)

h=1 h=1

Y para H = my = 7y

iy = el @l =

s = 200 An|* (2| Aw])2 T = A

ey = —au AT (2] Aw])*2 = A

Famy = —200[An " (2| Ar)) 7 = A
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Con restricciones:

2 2
(As=0and ) |Ay| — E1 = 0)or (A3 > 0and ) |Ay| — By = 0)

h=1 h=1

2 2
(A =0and > |Ag| = Ey = 0)or (A\y > 0and ) |Az| — B = 0)

h=1 h=1
Lema 1. El tnico sistema de ecuaciones consistente de este problema es con todas

las restricciones apretando i.e. A, = 0 Vn.

Demostracion. Para observar este hecho basta con inspeccionar cada uno de los
sistemas de ecuaciones y caer en cuenta que para que cualquier sistema sea con-
sistente ningin A, puede ser negativo. Luego, es necesario que ningdin multi-
plicador de lagrange sea cero. De esta forma la Unica forma en que los sistemas
sean consistentes es suponer que se dan todas las (in)ecuaciones de la parte dere-

cha. O]

Al ser el Lagragiano una funcioén convexa con un sistema de ecuaciones aso-

ciada Karush-Kuhn-Tucker consistente este problema tiene una solucién tnica.

4.3. Resultados

Teorema 4.1. Las asignaciones que satisfacen el problema de minimizacion del

estado son las siguientes:
(todas las entradas estdn multiplicadas por %)

La prueba es el desarrollo del Lagragiano de la seccién anterior.

Finalizaremos por hacer un ejercicio de estatica comparativa:
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Cuadro 1: Resultados para rendimientos a escala

H=m H = H=m =m
[Anl | B+ 552 (5% | B+ 552 (2)° | By + %2 (3)™
[ Azl | By + 542 (B) | B + St (3)™ | Ba + % ()
[Aa] | Bu B2 ()% | By S (R | Bk S ()
Al | By + B (2)™ | Ba+ %22 (B) | Ba+ %2 ()™

Proposicion 4. Si §; > 0, = |Ajn| > |Ajm| V5 # 5. Si6; = d; = |Ajn| =
| Ajn] V.

Demostracion. La demostracion se sigue del hecho que H = 71; < §; >

0 Vi # j'.Sid; = d; la proposicion es inmediata. O

Una observacién importante es que la tGnica forma en que alguna |A;,| sea
igual aceroes si H = m; and |Aj,| = 0 <= j # j'- Por ejemplo, es posible
que cuando H = m entonces |Ag| = 0 or |Ags| = 0, pero no es posible que
|A11] = 0 or |Aj5| = 0. Debido a la restriccién de que cada |Aj,| > 0y el hecho
de arriba: H = 7m; <= §; =0, Vj # j'.

La interpretacién de la proposicion 4 es que es posible que si §; # d5 entonces
la ciudad con mayor inseguridad puede obtener cualquier combinacion de ambos
tipos de elementos, pero es posible que la ciudad con menor inseguridad obten-
ga una asignacién compuesta Unicamente por elementos menos efectivos. Esto
se debe al orden de prioridad del estado: darle prioridad a la ciudad con mayor
inseguridad.

Finalmente, las funciones de beneficio para H = m y H = m, (las primeras

dos columnas de la tabla de resultados) le reportan un beneficio al estado de
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m= 01— (5 (Br + %22 (51)°) ™ (B + 42 (F2) ™)™
Ty =0 — (3 - (B1 + B (1)) (B + S ()™

Y cuando H = 7 = o

m o= 01— (5 (B + 55 (52)"2)) " (Be + 235t (Bh) )
mo =0y = (5 - (B + B2 (5)™))™ (B + 42 (5)™)™

Inspeccionando estos valores para las funciones de beneficio y recordando
que el objetivo del estado es minimizarlas podemos concluir que los resultados
del modelo base (sin rendimientos a escala) son generalizables para funciones de
produccién de forma Cobb-Douglas con exponentes estandarizados a 1 en el caso
de 2 estados y 2 tipos de elementos de seguridad i.e. Zi:l ay = 1. El estado ain
asigna mas elementos a la ciudad con mayor inseguridad. Ademas, siempre que
aumente la cantidad de cada elemento se asignardn mds elementos y aumenta el
beneficio del estado. El estado se lleva un beneficio mas alto en la ciudad en la que
la inseguridad inical era més baja y, evidentemente, se lleva el mismo beneficio en
ambos estados si la inseguridad inicial es la misma en ambas ciudades. También
es importante notar que mientras mejores sean los rendimientos a escala de los
elemenentos de seguridad, mayor serd la asignacion efectiva por ciudad y mayor
serd el beneficio del estado. Una exhibicion de la improtancia de que el problema
de inseguridad en este modelo no sélo depende de la cantidad de elementos de los

que el estado dispone, sino de su efectividad relativa.
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5. Juegos

5.1. El juego de costos fijos

Hasta ahora hemos considerado el crimen como una dotacion asignada a cada
estado. En este capitulo generalizamos nuestro modelo a un juego entre el estado
y el crimen organizado en el que compiten por ciudades de tal forma que el estado
busque reducir la inseguridad y el crimen organizado maximice sus beneficios

econdmicos mientras produce inseguridad.

5.1.1. Definiciones

Hay dos jugadores: el estado y la delincuencia. Estos dos jugadores se enfren-
tan en S ciudades (igual que antes, el indice de las ciudades es j). La forma
de sus estrategias es un vector con S entradas, una para cada ciudad y ambos
jugadores tienen por espacio estratégico los nimeros reales positivos. En nota-
cién |A;| and L; € R, donde |A;| sigue siendo la estrategia del estado y L,
serd la estrategia de la delincuencia. Los vectores de estrategias tienen la forma
a=([Ail,--,[As]) y b= (L1, , Ls).

El estado trabaja con una funcién de beneficio por ciudad similar a la de los

problemas de maximizacion anteriores:
mi(|A;]) = Lj — a;] 4]
Las restriccidn se mantiene idéntica, es decir,
S
Zj:l ‘Aj| < |A|

Esta funcion de beneficio por estado se diferencia de las funciones de los pro-

blemas de maximizacion de los capitulos anteriores en dos variables. L; es la
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inseguridad producida en el estado j en forma de trabajo demandado por la de-
lincuencia. Mientras mds trabajo demande la delincuencia, mds inseguridad se
produce. Esta variable reemplaza a la distribucién estitica J; de los problemas
anteriores 6; = L;. La nueva variable a; caracteriza la efectividad de los ele-
mentos al ser desplegados en el estado j y evidentemente mientras mayor sea a;

mds efectivos serdn los elementos asignados. Claramente, en los problemas de las

secciones anteriores a; se supuso igual a 1. Una vez mds, |A;| es la cantidad de
elementos de seguridad que el estado asigna a la ciudad ;.
En esta seccion la funcién objetivo del estado serd la misma que en los pro-

blemas de las secciones de arriba, es decir, sera de la forma:

, Al 1A
%Tkev{?l%g%}m(! il 1As])

En cuanto a la delincuencia consideremos a ¢; el beneficio de la delincuencia

en la ciudad j como sigue:
¢;j(Lj) = p- Lf —wL; — |A;]

Donde p es el precio de la mercancia ilegal producida por la delincuencia y es
una variable exdgena, L = g¢; es la cantidad producida en términos de su costo
laboral, L; es la cantidad de trabajo demandado y wL; + |A;| = c(L;) es la
funcién de costos con w el salario pagado por trabajador, que también es exdgeno
y los esfuerzos del estado por restringir la inseguridad como costos fijos. Hay una

restriccion andloga a la restriccion del estado:

S
SPL=L

Es decir, hay un nimero limitado de personas en el mercado laboral.
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El objetivo de la delincuencia es maximizar su beneficio econdmico a través

de todas las ciudades. Luego, la funcién de beneficio de la delincuencia es:
max 3 65(Ly)-

Notemos que la delincuencia tiene monopolio en este modelo y que depen-
diendo de « se pueden inferir los rendimientos a escala de la produccion. La forma
de la ecuacion de beneficio también implica que la delincuencia se enfrenta a un
s6lo mercado con un precio Unico, pero debe distribuir su produccién entre distin-
tas ciudades. Lo planteamos de esta forma para capturar la idea de un mercado de

exportacion similar a la situacion a la que se enfrentan los carteles mexicanos que

exportan la mayor parte de su producto a Estados Unidos.

5.1.2. Funciones de mejor respuesta y equilibrio de Nash

El concepto de solucidén que se utilizard es el equilibrio de Nash. Un perfil
estratégico es un equilibrio de Nash si, para cada jugador el beneficio de jugar
la estrategia indicada por el perfil estratégico es mayor o igual a jugar cualquier
otra estrategia dada la estrategia de equilibrio del oponente. Podemos encontrar un
equilibrio de Nash si resolvemos el sistema de ecuaciones derivado de las funcio-
nes de mejor respuesta de cada jugador, es decir, si encontramos la forma de sus
estrategias cuando ambos jugadores estan jugando su mejor respuesta. Comence-
mos por encontrar las funciones de mejor respuesta de la delincuencia.

Las S condiciones de primer orden en cada ciudad son:
apL?‘_1 —w=0Vy

Establecemos que todas las L; seran iguales. Esto se debe a que la ecuacion

de beneficio, ¢,(L;), es la misma en cada estado. Al maximizar la suma de todas
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ellas y encontrar la cantidad L,(|A4;|) éptima no hay interaccion entre la cantidad
de trabajo demandado entre estados. Mds importante atn para nuestros modelos,
la seguridad producida por el estado entra en la funcién de beneficio de la delin-
cuencia como un costo fijo, por lo que no figura en sus condiciones marginales y

en consecuencia tampoco es parte de sus funciones de mejor respuesta:
1
— (w\a=1 )
Li(|A;]) = (35)=" V)

Una situacion similar sucede al encontrar la mejor respuesta del estado. Como
modelamos la inseguridad como un costo fijo, la decision de la delincuencia no
forma parte de la decision marginal del estado al asignar elementos de seguridad
en el equilibrio de Nash.

A continuacién se encuentra la funcién de mejor respuesta del estado. Co-
mencemos a resolver este problema con una definicion que nos sera de utilidad.
Primero, separemos a los elementos del conjunto {r; }39 que estdn en el maximo.

Llamsele M = {m.};* < {m;}7 al conjunto con elementos en el maximo.
Proposicion 5. Sean 7;, m; € M. m; = my ¥j # j' en el optimo.

Demostracion. Por reduccion al absurdo. Supongamos que existe alguna asigna-
cion de elementos en el optimo tal que 7;y € M y my < m; Vmr; € M. Luego, esta
distribucién cumple con la condicién min max {m; }f = min M. Por continuidad,
es posible quitar una cantidad € a 7 y repartirla el resto de elementos en M lo
que en consecuencia reduciria ain mas el valor de todas las m; # 7, por lo que

la distribucion no minimiza M. El argumento para m; > m; es analogo. [l

Sabiendo esto tomemos una de las funciones en M: 7;. Sabemos que es igual

a todas las demas funciones en M en el optimo: m; = 7; Vm; € M. Luego,
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L]'—Lj/ +aj/ ‘Aj/‘

a;j

Ly —aj|Ay| = Lj — a;|A;| Vj # ' — [A;] =
Considerando la restriccién ), |A;| = | A|. Entonces,

Lj Ly
A= (T].+Z o

S Lj—L.+a.|A|
R e B e

j=1 a;

Esta es la mejor respuesta del estado, y podemos observar que de hecho de-
pende de la estrategia de la delincuencia, pero también sabemos que la mejor res-

puesta de la delincuencia implica que L; = Lj; V7. Por lo tanto, en el equilibrio

de Nash

4] = ZEvy

1
achTj

Notablemente, las cantidades | A;| difieren sélo por la variable a;.

5.1.3. Resultados

Hemos probado que

Proposicion 6. El equilibrio de Nash tiene la forma

1
L;k = (a—p)(x—l
x| _ _ |4 ;
‘Aj | ajz‘%jv.]

Aunque el estado toma en cuenta las decisiones de la delincuencia para elabo-
rar su estrategia, en el equilibrio, ninguna de las dos partes afecta a la otra en su
toma de decisiones. Esto es consecuencia de que ambas partes visualizan a la otra
como un costo fijo.

El modelo predice que a mayores dotaciones de |A| el estado puede otorgar

mds elementos a todas las ciudades. La ciudad donde se da la mayor parte del
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Espacio (|A|, L)

A,

Figura 2: Equilibrio de Nash S=2

conflicto, es decir donde se encuentra la mayor presencia de la delincuencia y
del estado, es aquella donde la efectividad de los elementos es menor. Esto se
debe a que la demanda de trabajo delincuencial es la misma en ambos estados y
para reducir la inseguridad al mismo nivel que el resto de los estados es necesario
asignar una mayor cantidad de elementos de seguridad a la ciudad con menor
efectividad de elementos de seguridad.

Notablemente, la delincuencia no toma en cuenta su restriccion para asignar
su estrategia. La demanda de trabajo de la delincuencia es mayor si aumentan los
rendimientos por trabajador (o), aumenta el precio del bien demandado (p) o si
disminuye el salario por trabajador (w).

Como sabemos, el estado se lleva el mismo beneficio en ambas ciudades

L .
mi(l A, |As]) = (&)a — L@W

Su beneficio aumenta con la cantidad de elementos disponibles |A|, el salario

de los delincuentes w y con el rendimiento de los elementos por ciudad a;, y
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disminuye con los rendimientos de la delincuencia « y el precio del bien ilegal p.

Finalmente, la delincuencia se lleva los beneficios

Oi(Lu, - Ls)-p- (3)%7 —w(i)= —

ap

Su beneficio econdémico serd mayor en la ciudad en las que la efectividad de
los elementos a; sea menor. El beneficio de la delincuencia lo reduce el salario
de sus empelados w y la cantidad de elementos de seguridad disponibles para el
estado |A|. Su beneficio aumenta con el precio del bien p y con los rendimientos

de sus empleados a.

5.2. El juego de costos variables

Al igual que arriba consideremos un juego entre delincuencia y estado, pero

ahora cambiaremos las definiciones de sus funciones de beneficio por ciudad.

5.2.1. Definiciones

Trabajamos con los mismos dos jugadores que en el juego anterior, asi como
los mismos espacios estratégicos y a través de las mismas S ciudades. La notacién
para las estrategias de ambos jugadores es la misma: a = (|A4|, -+ ,|As|) y b =
(Ly,- -+, Lg). Igual que antes, el estado minimiza el maximo de sus funciones de
beneficio y la delincuencia maximiza la suma de sus beneficios entre ciudades. Las
restricciones son idénticas. Veamos en qué se diferencia este juego del anterior.

El estado trabaja con una funcién de beneficio por ciudad de la forma
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mi([A5]) = 4§ a;(1 + L) |A;| =0

La delincuencia opera con
¢;(L;) = p(L;)™ — wLj| Ay

A propdsito de estas nuevas definiciones, la nueva funcidn de beneficio del es-
tado sigue cumpliendo la propiedad de que a mayor cantidad de elementos asigna-
dos al estado j, se reduce la inseguridad, asi como aumenta cuando la delincuencia
demanda trabajo en el mismo estado. Esta nueva funcién elimina la posibilidad de
soluciones de la forma, |A;| = 0 and |A;/| > 0y de laforma L; = 0 and L > 0
para algin j # j' ! e incluye el término a; del juego anterior para modelar la
efectividad de los elementos de seguridad por estado, aunque ahora mientras ma-
yor sea a; menor serd la efectividad de los elementos en la ciudad j. En cuanto
a la delincuencia, su funcion de beneficio ahora incluye la cantidad de elementos
de seguridad como costo variable. Ello pude interpretarse como una prima sobre
el salario a pagar por cada trabajador demandado debido a la ilegalidad en el gi-
ro del negocio. Estas nuevas funciones permiten a un tiempo elaborar un modelo
con mayor interaccion estratégica y preservar el comportamiento de ambas partes

establecida en el juego anterior.

"Para la prueba de este hecho véase el anexo.
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5.2.2. El caso de dos ciudades (S=2)
Funciones de mejor respuesta y equilibrio de Nash

Consideremos que hay s6lo dos ciudades en disputa. Una vez més utilizaremos

el concepto de solucion de equilibrio de Nash cuya forma es la siguiente:

Proposicion 7. Si L < 2[ -2 ]201*&) entonces el equilibrio de Nash es que

|Ajw—ap
1
todos los jugadores jueguen 0 en cada ciudad, si L = 2[| Aﬁ’i Om] 2(1-=) entonces
1 1
® _ Tk _ ap —a) ® _ _ 4 i ap 2(0—-a)
Ly = L = [|A|w_ap] oy [Af] = - ysiL > 2[|A|w_ap] (-a) entonces

hay dos estrategias simétricas para la delincuencia y el estado en el equilibrio de

Nash (sus formas detalladas estan mas adelante).

Comencemos encontrando las funciones de mejor respuesta. El problema de

la delincuencia es
maz (X5 p(Ly)* — wL;|A)
Las condiciones de primer orden son
ap(L;)*~! — w]A;| = 0¥j € {1,2)

Por lo que cada L; se ve de la siguiente forma:

. 1 1
(UAlas e {1,2) siLoz 2[ 2 —]0w
LA =4 Ao

1
. ap s
0 si L < 2[|A|w——ap] 2(1-e)

Notemos que la primera parte es una funcion casi idéntica a la funcién del pri-
mer juego, con la unica diferencia de que ahora también depende de la estrategia

del estado. No necesariamente sucede que todas las L; sean iguales. La segunda
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parte hace referencia a que es posible que el estado disponga de suficientes ele-
mentos para generar beneficios negativos en ambas ciudades para la delincuencia.
En este caso, la mejor respuesta de la delincuencia sera no jugar i.e. jugar 0 en
ambas ciudades. El valor L = Z[F] 70 se encontrara mas adelante.

Por otra parte, el problema del estado es méds complejo, pero se resuelve simi-
larmente al del primer juego. Como en este juego también se cumple la Proposi-
cién 6. Podemos seguir el mismo procedimiento del problema de costos fijos para

encontrar las mejores respuestas del estado

CL1(1 + Ll)(ﬁ) = CL2<1 + LQ)(@) entonces ‘A1‘<L1, L2> = 1121) |A2’

Reemplazamos en la restriccion de dotacién y despejamos para |A,|:

1

ag(1+Lo) ) . e
|As|(Ly, L) = el A si Loz 2t ]

2 1, 42) —
0 si L < 2[sy ap]ﬁ

Analogamente,

a1(1+Ly) . . o
|A |(L L ) = (1+Lll)+t1211+L2 |A| si L > Z[W—gw] 2(1—a)

1 1, 442) =
0 si L < 2[‘A|w = ]2(11,&)

La explicacion para le presencia del 0 va de la mano con la mejor respuesta de
la delincuencia. Si la delincuencia juega 0 porque el estado dispone de suficientes
elementos para negarle beneficios positivos entonces su mejor respuesta es jugar
0 en ambas ciudades por lo que la mejor respuesta del estado es corresponderle
con 0 en ambas ciudades. Estos equilibrios donde ambos jugadores juegan 0 son
nuestros equilibrios de esquina y la explicacién de su existencia consiste en la
intuicion de una parte de la prueba de la primera parte de la proposicion 7. Resta

por encontrar la razon por la que L debe de tomar ese valor en particular.
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Para encontrar la forma de los equilibrios de Nash interiores hay que resolver
este sistema de 4 x 4 ecuaciones. Notese que es un sistema no lineal.
Reemplazando las A; en las L; obtenemos un sistema de 2 x 2 ecuaciones de

la siguiente forma:

ai1(1+L1)
(’A]-’ |A2’) (ap a1(1+£1)+a21(1+[/2

Bl pime(1 4 Ly) — 2 (1 + L) — 1

apas

\A\)a T entonces Ly =

az(1+Lo)
(|A1’ |A2|) <ap a1(1+51)+a221+L2

[Alwaz 11701 + Ly) — 2(1+ Ly) — 1

apai

|Al)= =1 entonces L,

Sustituyendo la una en la otra a conveniencia obtenemos la siguiente condi-

Ciél’l:
1— 1— A _
[1 « [2 @ | \w([1[2)1 «@

De esta expresion se puede despejar una variable en términos de otra como

sigue:

_ Lo
Ll(L2; |A1|> ‘A2D - (\g\;ﬂléfa_l)l%a

En suma, el sistema de 4 x 4 arroja esta expresion como la funcién que captura
todos las estrategias que son equilibrios de Nash en estrategias puras. Al inspec-
cionarla en el espacio (L1, Ly) podemos observar que esta ecuacién se comporta
como una hipérbola, es asintdtica en L; = (‘ Afw) o y toda su parte positiva esta
circunscrita al primer cuadrante. Si incluimos las dos restricciones en el plano

(L1, Ly) podemos observar todos los equilibrios de Nash interiores. Todos los

puntos por debajo de la curva de equilibrios de Nash terminan en el punto (0, 0).
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Espacio (L1, L)

Lo

L,

Figura 3: Equilibrio de Nash con restriccion

Notese que hasta ahora no se ha hecho uso de las restricciones del problema.
Se pude llegar a una expresion en términos de variables exdgenas si las usamos.
Primero, consideremos en qué caso L.; = L,. Supongamos que L; = c € R.

Si reemplazamos en nuestra expresion de equilibrio de Nash obtenemos

= — 1f2 — entonces Ly = |
(Gp L "D T« ¢

) 1
Para que I.; = Ly es necesario que ¢ = [m] I-a entonces ¢ =
1
[L] 2(1—a)
|Alw—ap :
En consecuencia hemos demostrado

1
Proposicion 8. L = Z[M‘giﬁap]w—u) entonces L; = L.

He aqui la expresion para L que aparece en las funciones de mejor respuesta

de los jugadores y la segunda parte de la proposicion 7. Una primer observacion
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es que la estrategia de la delincuencia no depende de los rendimientos de los ele-
mentos de seguridad por estado a; and as. Ademas, hay un valor minimo de L
para que exista un equilibrio de Nash interior. Esto se debe a que es posible que
la delincuencia obtenga beneficios negativos si la cantidad de elementos de segu-
ridad es lo suficientemente alta. Para encontrar este valor minimo consideremos
la estrategia L., = L. La mejor respuesta del estado de acuerdo a su funcién de

mejor respuesta es —*—. Reemplazando en ¢; obtenemos
al+az

¢1 = p(L1)* — wLi|A| entonces Ly (pL8~" — w-4L) — 0 entonces Ly =

ai+a2

Al 1
(3=

La implicacion es que si la delincuencia juega L.y = Lo y su restriccion L es

2 (11|A‘

71 . .
)a—1 entonces la mejor respuesta del estado siem-
p aitaz

menor al valor L = 2(
pre deja a la delincuencia con rendimientos negativos por lo que desea salir del
juego. Observemos que incluso si la delincuencia escoge una estrategia Ly # Lo
el estado puede dejar a la delincuencia con rendimientos negativos asignando a la
ciudad con mayor presencia delincuencial un mayor peso. Luego, cualquier estra-
tegia pura de la delincuencia puede ser correspondida por el estado tal que siempre
se obtendran beneficios negativos para la delincuencia.

Notemos que el valor minimo para jugar y el valor minimo para encontrar un
equilibrio de Nash son diferentes.

I — 2<w_al|A| )ﬁ # 2 22— ]ﬁ

p ai+az |Alw—ap

! a1|A|

71 . .
) «—1 eg una cota inferior para
p ai1ta2

Lo que sucede es que la expresion L = 2(

que la delincuencia pueda jugar con la posibilidad de obtener rendimientos positi-

vos mientras que L = 2[\A\g—]iap] 2(1-o) es la expresion en la que la mejor respuesta
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de la delincuencia es jugar L; = L. La cota inferior es la razon por la que si hay
una oferta de trabajo insuficiente L entonces la delincuencia obtiene un benefi-
cio negativo, mientras que la expresion para la existencia de equilibrio de Nash
interior caracteriza la situacion donde la delincuencia maximiza sus beneficios y
obtiene un beneficio no negativo. Para que la delincuencia escoja jugar Ly = Lo
y maximice su beneficio esperado debe de ser el caso que L = 2[‘14'3—71@]ﬁ.

Esta explicacion completa la prueba de la primera parte de la proposicion 7:

Proposicion 9. Si L < 2[‘ Toap) 20w entonces no hay equilibrio de Nash en

estrategias puras.

Notablemente, no hay una cantidad minima de elementos que el estado debe
de tener para entrar al juego. La razén es que no hay posibilidad de que el estado
obtenga beneficios negativos y que el objetivo del estado es minimizar la inseguri-
dad, no obtener beneficios positivos. Aun si la delincuencia dispone de una basta
cantidad de trabajo ofertado respecto a la cantidad de elementos de seguridad el
estado puede ofrecer una asignacion para disminuir la inseguridad, sin embargo si
el estado dispone de muchos mas elementos de seguridad con respecto a la oferta
laboral disponible para la delincuencia no es posible para la delincuencia obte-
ner beneficios positivos independientemente de cémo distribuya su demanda de
trabajo.

Habiendo llegado a una expresién para L en funcién de |A| como condicién
para la existencia de equilibrio de Nash en estrategias puras podemos observar

1

que cualquier valor por encima de L = 2| | A|Zf’i ap] 2(i-o) genera dos estrategias en

el equilibrio de Nash para la delincuencia. Por haber sélo dos estados y sabiendo
que la delincuencia se lleva la misma cantidad de beneficio econdmico en ambos

equilibrios sabemos que
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1
Proposicion 10. Si L > 2[—2—]20-2) entonces hay dos estrategias simétricas

|A\w ap

de la delincuencia y el estado en el equilibrio de Nash.

A continuacién encontramos la forma particular que tienen ambos equilibrios.
Supongamos que nos encontramos en la estrategia en donde L; > Ly. Como

sabemos en qué valor L.; = L, podemos describir el punto L; > L, como

1
* ap e ey +
L [|A|’w ap ]2(1 o) +n and L [m] 2(1-e) — n,ne R

Notemos que si L, > L, la forma de la estrategia en el equilibrio de Nash se

puede definir simétricamente:

L* [|A|’Lovt—ap]2(1 @) —nandL [|A|'cht—ap]2(1 @) +n, neRT

Si establecemos a n > 0 hemos caracterizado la forma del equilibrio de Nash
para la delincuencia. Reemplazando en las ecuaciones para el estado el primer

equilibrio de Nash tiene las siguientes expresiones para el estado:

|A3| = a1(1+\A| ]2(1 ) +n) A
1= _1
a1 (1+ ‘A‘ggap]QU*OO +n)+a2(1+|A|w’iap]2(1*a) —n)
ap ﬁ
|A3| = @20 g g 1) ) A
2| = 1 1
ay(1+ \A\gzap] 2(1-2) n)+az(1+ |A|$’iap]2(1*°‘) —n)
Y para el segundo:
S
’A*| . a1(1+\A| ]2(1_‘1)* ) ’A’
¥ =
(1+W]2<1 @) —n, )-i-a2(1-‘r|A|1 ]2(1 @) +n)
o 1
|A%| = a2(1+w7p]2(1_0‘> +n) A
i =
(H'\A\ ]2(1 @) —n )+a2(1+|A| ]2(1 @) 4n)
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5.2.3. Predicciones en el Equilibrio de Nash

Habiendo caracterizado los equilibrios de Nash estudiemos las funciones de
pago y la forma de los equilibrios de Nash para encontrar las predicciones del

modelo. Los pagos que recibe el estado por ciudad (en ambas estrategias) son:
1
= (a1(1 + m]2(1 &) —n) + ag(l + |A|w—ozp]2<17a) +n)>(|_,}1|) =

Los pagos de la delincuencia por ciudad en el primer equilibrio son

&F = p(rt— ]2(11a ) +n)* — war (M ap ]2(1 ) +n) (L A ]2(1 ) | Al
1 = PUApe= i —
[Aw—op a1 (14 a0, 5ap ] ? M +n)taz (14 ot 1207 —n)
e ymw e y3mw
03 = (2] sy n)* — waz (el ap] —n)(1+ el ] 1—n) A
|Alw—ap a1(1+wﬁ]2(1 2(1—a) +n)+a2(1+‘A|apa ]2(1—&) —n)
En el segundo:
1 1
ap 2(1— _ ap 2(1— —
¢ = p(r2—zam — p)o — el T I T
Alw— R 1
[ Alwar a1 (I o 2ap ] 207 +n)+az (14 ;12072 —n)
P 2(11 ) p 2(11 )
- — waz (a1 ap ) 20T A1) (Ut gy 1 20 ) 40)
* ap — a [Alw—ap [Alw—ap
o5 = p(|A|w_ap]2(1 ) +n) T T Al

a1 (1+ \A\wfozp] 2(1=a) yp)taz(1+ ‘Algﬁap] 2(1-a) —p)

Comencemos por estudiar el equilibrio de Nash en el que L; = Lo, lo cual
sucede en las ecuaciones de pago de la seccion anterior cuando n = 0. Como

Un

sabemos, la mejor respuesta del estado es |Af| = —2— and |A}| =

ai+az a1+a2

primer resultado es que, incluso cuando la delincuencia demanda la misma canti-
dad de trabajo en las dos ciudades, el estado asigna distinta cantidad de elementos
(cuando a; # as). Asignard mas elementos a la ciudad con menor efectividad, es
decir, la mayor parte del conflicto se dard alli donde los elementos de seguridad
sean menos efectivos.

En cuanto al pago del estado por ciudad, sus expresiones pueden simplificarse

adn mas en este caso:
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1
mt = (L () ) (a1 + a0)(y) = 3

Como ya sabemos desde la resolucién del modelo de costos fijos, el benefi-
cio en ambas ciudades es el mismo en el 6ptimo. Recordemos que el objetivo del
estado es minimizar estas ecuaciones por lo que cualquier cosa que las reduzca
aumenta su beneficio. Inspeccionando esta ecuacion vemos que el beneficio del
estado crece con la cantidad disponible de elementos de seguridad |A| y su efec-
tividad por ciudad a; + ay (recordemos que en este modelo mientras mayor sea
a; menos efectivo es un elemento), con el salario w y decrece mientras mayores
sean los rendimientos a escala de la delincuencia o y mejor sea el precio del bien
ilegal comerciado, p.

En cuanto al beneficio de la delincuencia, es ficil ver que se llevard mayor
beneficio en aquella ciudad donde los elementos sean menos efectivos. Més aun,

en suma el beneficio total de la delincuencia es

01 + 65 = (i | ) — gt T (w]A))

Afw—ap [Afw—ap

El beneficio de la delincuencia decrece con el salario w, con la cantidad de
elementos de seguridad disponibles para el estado |A| e incrementa con el precio
del bien ilegal p y con los rendimientos c.

En general, cuando L; # Ls los resultados en las funciones de pago se mantie-
nen idénticos, pero comentamos en donde hay diferencias. Primero, no es directo
decir a qué ciudad le corresponden mas elementos. Para verlo, es claro que por

definicion de n

1+ Ly = (14 221700 ) > (1+ p22-]209 —n) = 1+ Ly
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Estas expresiones son uno de los dos factores que determinan qué

A,| es ma-
yor. Sabemos que el otro factor es a;.
Si ahora suponemos que a; > a; entonces es posible que si ay es lo suficien-

temente grande entonces | As| sea mayor que |A;| aunsi Ly > Lo:

_1 _1
a1(1 + Mh?}z—liap] 2(A-0) 4 n) < CLQ(l + Wi}“—’i@p] 2(1-0) — n)

Esto sucede porque si una ciudad es particularmente efectiva al combatir el
crimen, no necesitara tantos elementos como la otra ciudad aun si la delincuencia
genera mds inseguridad en la otra ciudad. Una vez mads, el conflicto se da en los
espacios que son menos efectivos al combatir el crimen.

La segunda y udltima diferencia sucede en el beneficio econémico de la de-
lincuencia. EI caso es andlogo al de arriba entre inseguridad L; y efectividad de
elementos a;, pero ahora en vez de estudiar su efecto en las expresiones para la
cantidad de elementos por asignar |A;| podemos ver un efecto idéntico en las fun-
ciones de beneficio econémico de la delincuencia ¢;. Es posible que la ciudad en
la que la delincuencia demanda una menor cantidad de trabajo (y genera menos
inseguridad) le genere mayor ingreso a la delincuencia que la otra ciudad si los

elementos de seguridad del estado son particularmente ineficientes.

5.2.4. El casode S ciudades

Generalicemos el modelo como hemos hecho antes. Consideremos que hay S
estados en los que compiten el estado y la delincuencia con las mismas funciones
de beneficio y mismas restricciones, pero ahora su estrategia deberd ser un vec-
tor de S entradas. La resolucién es similar al caso de S = 2. Comencemos por

encontrar la funcion de mejor respuesta de la delincuencia. El problema es
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mazx (3 p(Ly)* —wk;|A;) ¥
Las condiciones de primer orden son
ap(L;)*~t —w|A;| = 0V

Por lo que cada L; se ve de la siguiente forma:

Para resolver el problema del estado consideremos algtin |A;/| € M. Al igual

que antes, sabemos que en el optimo 7; = 7; Vmr; € M. Luego,

Reemplazmos en la restriccion presupeustal:

\A|a /(1+Lj)
aj(14+Lj)

a;UrLj) L _ _
> wltb) A = |A] - Ay =

]1a](1+L V #‘7

Es decir, la mejor respuesta del estado es:

Ala; (1+L; .
A (L, Ls) = bl y;

Resta encontrar el equilibrio de Nash de este juego. Observemos que tenemos
un sistema de 25 x 25, es decir 25 ecuaciones con 2.5 variables y al igual que
antes, no es un sistema lineal.

Para resolverlo reemplazamos los valores de | A;| en las ecuaciones de L, igual

que en el problema de 2 x 2 para colapsar el sistema en uno de S x S:

w] A |\ L= w A1+ L) \\ =2
Li = ()™ = G ()=
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Al trabajar esta ecuacién encontramos una expresion despejada para L; de la

forma:

Lj _ |Alwa L;/-a(l + Lj’) _ (Z_J;(l + Lj,) -1V # j/

apa;

Habiendo eliminado las | 4;| del problema, nos resta encontrar una expresion
para L; en términos de variables exdgenas. Hasta ahora nos tenemos una expresion
en términos del resto de las L;.

Si tomamos algin L; € M, reemplazamos en la expresion anterior y trabaja-

mos la ecuacidn se encuentra la siguiente condicion:

1

(Lrst — 1)(0%L?‘j —1)=1Vj#7

apj’ J

Si realizamos la multiplicacién podemos llegar a la expresion

1 1

w 1 oy a1 L . .
%(Lij/)a_l —Lj - L; 0=l = (le—i_Uﬁ v
ap 7j

Al igual que en el problema para dos ciudades podemos encontrar un valor

minimo necesario para la existencia de equilibrio de Nash en estrategias puras:

L; 1 1
C = T - L ;= [—] 11—«
A _ 1 J 1—a(lAlw _
(‘a‘: Jl “-1)ize et ap 1)
. 1 = ap  aa-
Paraque L; = Lj es necesario que ¢ = [m] o = ¢ = [MPU—Q).
ap

En consecuencia, andlogamente al caso de S = 2 hemos demostrado

Proposicién 11. L = S[M@—fom]ml—a) entonces L; = L Vj.

La razén por la que existe este valor es la misma que para el caso de S = 2:
solo en este caso la delincuencia puede maximizar sus beneficios y jugar L; =

Ly Vj#j

51



1

En consecuencia también es cierto que si L < S[‘ A‘gﬁ ap]%l*a) entonces

no hay equilibrio de Nash en estrategias puras. La diferencia estd en si L >
S [‘Ahj—{ap] 7. Debido a que hay mas de 2 ciuades, es posible encontrar mas de
un par de asignaciones en el equilibrio de Nash que le generen el mismo beneficio
agregado a la delincuencia, sin embargo podemos comentar algunas caracteristi-

cas sobre estos multiples equilibrios de Nash.

Hay tantos equilibrios de Nash como formas de combinar el excedente de ele-

mentos S [| y ap]ﬁ +n,n € R entre las distintas ciudades. Por continuidad
y la posibilidad de asignar una cantidad distinta y arbitraria de excedente a las
distintas ciudades hay una cantidad infinita de equilibrios de Nash.

Hay simetria en estos equilibrios de Nash en un sentido particular. Si exis-
te un equilibrio en donde ciertas ciudades son favorecidas por la delincuencia
con mayor demanda de trabajo y otras son en consecuencia perjudicadas con una
cierta distribucién de demandas de trabajo L, entonces existe otro equilibrio don-
de las ciudades favorecidas son ahora desfavorecidas y las desfavorecidas ahora
son favorecidas con la misma distribucion de demanda de trabajo pero con signo

opuesto. Esto es consecuencia de que, en el optimo, el beneficio agregado de la

delincuencia es igual para todos los equilibrios.

5.2.5. Resultados

Como la generalizacion del problema de S = 2 a un juego con S ciudades
es directa, las predicciones del modelo S = 2 son idénticas a las de este modelo
general. Esta es la razén por la que el desarrollo del modelo para dos ciudades
es tan importante. Sabiendo esto comparemos los resultados de nuestro modelo

con un juego particularmente similar en la literatura de economia del conflicto: el
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juego de Blotto de Vu Quan (2021).

Hay algunas conclusiones que son robustas al paso de un juego dicotomico
como el de Blotto a un planteamiento continuo como el nuestro, por ejemplo Vu
Quan (2021) encuentran en su articulo un equilibrio de Nash para su juego con
efectividad asimétrica por campo de batalla. Este concepto es andlogo al de efec-
tividad de elementos de seguridad aqui modelados con a;. En Vu Quan (2021)
mientras mayor sea la ventaja hacia algun jugador el beneficio que se lleva es ma-
yor lo cual es un resultado reproducido aqui también: la importancia de la efecti-
vidad de los elementos de seguridad aumenta el beneficio del estado y reduce el
de la delincuencia.

También hay un elemento importante que no esta presente en el trabajo de
Vu Quan (2021):como que el punto de quiebre para la existencia de equilibrio de
Nash interior.

Finalmente, es notable la ausencia de la efectividad de produccién de segu-
ridad de los elementos por ciudad a; de las funciones de mejor respuesta de la
delincuencia. Consideramos que este esta es una limitacién importante de nuestro

modelo ya que es una conclusion poco apegada a la realidad.
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6. Conclusiones

En este trabajo hemos formalizado el problema del estado que consiste en
repartir elementos de seguridad entre distintas ciudades para combatir la inseguri-
dad. Hemos encontrado que dependiendo de la conducta que tenga la delincuencia
y el estado la asignacion resultante y la seguridad producida pueden ser diferentes.

En el modelo base encontramos que si el crimen organizado no responde a la
presencia del estado entonces el gobierno puede responder con mayor facilidad
a la distribucidn fija de inseguridad minimizando la presencia de delincuencia en
las localidades mas inseguras dandoles prioridad sobre las demas. Cuando el esta-
do tiene una cantidad insuficiente de policias o soldados, valora a todas las urbes
por igual y los elementos tienen el mismo efecto sobre la seguridad en todas las
ciudades entonces las asignaciones del estado son simétricas y dependen esencial-
mente s6lo de la cantidad de policias o soldados disponibles. Un incremento en la
cantidad de efectivos deberia de bastar para reducir la inseguridad.

En el modelo de rendimientos a escala generalizamos los resultados del mode-
lo base a la presencia de rendimientos crecientes a escala y pudimos concluir que
la importancia de dichos rendimientos es al menos tanta como la cantidad de de
elementos disponibles. Se pueden alcanzar los mismos niveles de inseguridad con
una menor cantidad de policias disponibles condicionado a que la combinacién de
tipos de policias sea particularmente productiva.

En los juegos hallamos que la forma en la que delincuencia y estado internali-
zan las acciones del otro es fundamental. Notamos que la efectividad de policias
y soldados por estado es una cuestion igual de importante que la cantidad de ele-
mentos o que los rendimientos a escala. Un concepto mds que es ttil si no existen

los suficientes elementos de seguridad.
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Es posible generalizar este trabajo en varias direcciones ya que ninguno de
nuestros modelos se presenta en su forma mas general. Una generalizacion in-
mediata es cambiando la forma de las funciones de beneficio del gobierno o su
funcion objetivo. La comparacion de los resultados de modelos similares al nues-
tro con esta sutil diferencia seria particularmente interesante, aunque insistimos
en la importancia de plantear modelos fundamentados en situaciones reales para

poder discutir temas como el de seguridad publica con mayor formalidad.
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Appendices

A. Equilibrios de esquina en juego de costos varia-

bles

Recordando el problema: El estado trabaja con una funcién de beneficio por

ciudad de la forma
.

a1+ L)(r) 14, >0

mi([A45]) = 4 a;(1 + Ly) 14, =0

0 Lj=0

\

En esta seccion la funcidn objetivo del estado serd la misma que en los pro-

blemas de las secciones de arriba, es decir, sera de la forma:

, Al A
%Tkeﬁ,quS}Wk<| i, 5 |Asl)

La delincuencia opera con
¢i(L;) = p(L;)* — wL;| A

El objetivo de la delincuencia es maximizar su beneficio econdmico a través

de todas las ciudades. Luego, la funcién de beneficio de la delincuencia es:
s
mazx 3} 6;(L;)-
j
Consideremos S = 2 ;Como se veria un equilibrio de Nash donde el estado juega
0 en alguna de las dos ciudades? Sin pérdida de generalidad supongamos que,

en el equilibrio, el estado juega O en la ciudad 1. Entonces, el beneficio de la

delincuencia se ve de la siguiente forma en ambas ciudades:
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¢1(L1) = p(L1)* — wli|Ay| = p(Ly1)”
¢a(La) = p(La)* — wly|Ay|

Como el objetivo de la delincuencia es maximizar la suma de los beneficios
evidentemente le conviene asignar todos sus elementos a la ciudad donde el estado
Jugo 0, la cual es la ciudad 1, es decir, la delincuencia juega 0 en la ciudad 2. Las

funciones de beneficio del estado se ven asf:
7Tl(|A1|) = CL1<1 + Ll) and 7T2(‘A2|> = 0

Cualquier perfil estratégico que incluya al estado jugando O en la ciudad 1 y
algun valor positivo en la ciudad 2 no puede estar en el equilibrio de Nash porque
el estado tiene incentivos a cambiar de estrategia y asignar elementos a la ciudad
1 como respuesta a la delincuencia porque su objetivo es minimizar el maximo y
evidentemente 7m; > 7, jugando esta estrategia. Luego, no existe estrategia en el
equilibrio de Nash donde el estado juegue 0 en alguna ciudad con S = 2. Para S
ciudades la prueba sigue el mismo argumento.

(Existe un equilibrio de Nash donde la delincuencia juega 0 en alguna de las
dos ciudades? Sin pérdida de generalidad supongamos que, en el equilibrio, la
delincuencia juega O en la ciudad 1. Entonces, el beneficio de la delincuencia se

ve de la siguiente forma en ambas ciudades:
¢1(L1) = p(L1)* — wLqi|A:[ = 0
$2(La) = p(L2)* — wly|As|

Como el objetivo del estado es minimizar el maximo de la inseguridad gene-

rada por la delincuencia y la inseguridad producida en la ciudad 1 es O entonces el
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estado asignara todos sus elementos a la ciudad 2. Las funciones de beneficio del

estado se veran asi:

7T1(‘A1|) = 0 and 7T2(|A2D = G/QLQ(L)

|Az]

Es decir, la delincuencia estd operando en una sola ciudad y el estado de-
cide asignar todos sus elementos s6lo a esa misma ciudad. Evidentemente esto
tampoco pude ser un equilibrio porque la delincuencia tiene incentivos a asignar
elementos a la ciudad donde el estado no tiene elementos de seguridad y asi elevar
su beneficio agregado. Luego, no hay perfil estratégico en el equilibrio de Nash
donde la delincuencia juegue 0 en la ciudad 1 y algin valor positivo en la ciudad

2. Esto para .S = 2 ciudades, pero hacer una prueba para el caso general es directo.
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