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INTRODUCCION.

/'

"Encontramos que hay unas cuantas Lnduu t r-í ae con Un alto gra-

do de cap
í

talización, como POy' ejcm;.>lo la minería o la ener--

gía eléctrica} junto a Lan técnicas má�J primi tivas; unas cuan

tas tiendas de lt1.,-:() junto a una gran masa de comerciantes a -

la vieja usanza; 1)!'\:l:J cuantas plantaciones con un alto grado-
.

de capi talización, jun t o a un mar Je pobreza. Pero tal'!lbién -

encontramos los mismos contrastes fuera de la vida eccnómica.

Existen una o dos c:i.udades mod.ernas, con la mejor arquitectu-

ra, abas tecimiento de u.�ua, c omun
í

cac
í

one s , e t.c , , a las que -

llegan centes de OGros pueblos que casi pOdrían pertenecer a

otro planeta. 1:.:xiste el mismo contr,,-ste incluso entre la ge!!

te; unos cuantos nativos occidentalizullos, vestidos con pant�

Iones, educados en tmiversidaJos occidentales, hablando idio-

mas occidentales y �eleit¿njose con Beethoven, Nil], Marx o -

Einstein, y una �réir¡ masa de aus compatriotas que viven en --

mun.Ioa en te z-amen te diferentes. It (1)

D 'j' t
'

f
' .....

e e a
-

1. empe zar- es e cris ay o con un parra' o marma r J.co

de Lewí.s porque creo que capta con un aIto r�rado de precisión

una de las preoCUTJ8.CiNWS fUnUUP.1GH1ta.: es que tengo. Siento--

que esta ci ta auun ta d i r-e c tame n t e u la justificación de este

ürabajo. Loa naíues subdesarrolJ a.í os suele'6\ intentar su cre-

'cimiento por la v!a de Wl sistema jual. �x91icar el por qu�-

de L subdesarrolJ o )el cor qué de las e c or.om
í
as duales es tarea

que escapa a este intento de concretar ún moJelo y a mis hn-

1) W. Arthur T.ev/is, Econornic Deve Loome n t wi th Unlimi ied Supplies
of T.abor, artículo en rfhe Lc onomí.cc oí' Un.íe r'aevenmerrt ,
Oxford University Presa, p. 408.
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bilidades. El modelo de economía jual que tratar� de desarro­

llar no es le ningtL'1.éi raane r-a aplicable a un país o sistema -­

r-ea l., ézte c orr o cua l quier otro mo.Ie Lo pued e as �lirur a lo más a

ser una car-ica tur-a de' ese mundo extra.to y familiar que nos ro-

,� l'
, -

f l"'] ']
,

1 .l'(Lea. ;1'.8 aun ,
'�.' o rrnu UC1.on ,ie moue ro so o uvuaaru a una --

persona: a mi. i.cste ahora de e Lar-o que el munuo , y en partic);!

lar al Tercer l[urdo, 3e::�l.1irá siendo tul cual es con mi modelo­

o sin él. A fUerza de ser sincero, ente ha sido un ejercicio­

que, como todos los jem�G en la academia, me ha sido de gran -

ayuda, dándome un noco ¡le mús destreza y cubriendo ludas que -

habían qued�do. Sin embargo, creo que la teoretizaci6n está -

justificada en la medidú que nadie pueic plantear una estrate­

gia para resolver un �roblema de la vida cotid�ana sin car�ar­

un bagage te6rico. Ln resumen, au
í

cu 'Gr6'onos o cuando menos -

intentemos ad i es t rar-noo er; el que l'uc or teorético que será al -

fín y al cabo lo que nos habili túrá car-a r-ea uon.í e r- pr�t?:Ul1té1s.
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I.- �ODEtO� AGRIC0T�.

Inicialmente I)artirerr.o8 ue 1.ID:J, economía exclusivamente agrícola,

posteriormente iremo� compJic�ndo el ranorama para dar paso a -

otro s ec t.cr n c ;.;:./:",,:·{_cola.

Supondremos que existe una función producción que de

alguna manera se ha »ou ido a=re gur-, la cua) quedaría expresada­

por y = f(A,L). Esta función dice que el �rolucto agrícola, Y,
.

de oend e de dos insumos: A, fuerza de trabajo; y r.; cantidad 'de-
S. t-.iJn�.".�:)�

.

tierra. Á�'�i�;� que la función oroJucción es derivable respee'-.,_.!' -

-.,---_.-/

a sus dos argumer:tos. Siguien�io e:l esoíritu Ricardiano, pode--
.... : 1 -; ',

-

.' '. "
.. :.,-, �----

mos �} eon él que la función pr-o.ruc c í.ón tiene renJ.imier:tos-

decrecientes a es ca ra , cuya jus tlficución está en el vie jo ar�

'mento cJásico que señala el hecho -le que a meJ.ija que se van in

corooranlo nuevas tierras aJ cultivo, �stas son ie inferior ca-

lidad y oor lo rr:ismo el producto e a menor que en las áreas que

inicialmente se emne z
ó
a cultivar. .", __ �,,,_. .... ..Gráfico 1-1

En la. eráfica I-l Se estú A

milienJo la fuerza de tr�bajo u�rí-

cola en el eje Je las orlenc...uus
J

.Y -

eje. As í, en la me d i du que aumen t�

1\
! \

,.' 1-
I

. !.
.

¡

r

las abscisas, en tanto que el pro-

la cantidad de tierra en el e .le J.e

ducto se está miliendo en un tercer

mos en la misma oro t)orc i ón la canti
- -

Jad. d.e ambos insumos el nro-lucto au L�
,

1
'

mentara pero o hura en una pro�)Qr-



Si aumentamos en un

50% ambos Lns umc.r , como oc obs .r-va en la [;ráfica I-l, al pasar

de 1'1 [L T:2 y de }.] a k¿, el o r-o.íuc t o oaaar-á le Yl él Y2, donde-

el incrementJ es menor Je 50}'a.

producción es de la s í.gui.ent e t'crmu '

Supcnr-amos que la función

(1-1)

donde f;' eL...\. , o sea es una función cuyos rendimientos a e!!

cala son decrecientes. Por otro La.Io , podemos suponer, por c.2,

modidad que toQa lu tierra está en explotación en cuyo c�so la

función proJucción queda ex or-esa.ta por:

Bsto es, el volumcn del prOducto ahora �

ya nada más .Ie »en.re ue la .in ti :lu.J de ¡
fuerza de trabajo. En la figura 1-1

trazamos una perpendicular a las abs-

cisas que nos indica la cantidaJ to--

tal de tierra, entonces sólo poJremos

alcanzar isocuantus más altas si au--

mentamos el trabajo: En la figura --

1-2 está ex�resadu la función (I-2),

-_._._-_._-�(1-2)

Gráfico 1-2

��
..
--

-:
I

1/
I

!/
n�

donde claramente se ve que a medida que vaya aumentando la po­

blación (fuerza de trabajo) aumenta el prolucto agrícola, pero

en una proporción menor al aumento de la población. La fnnción

tiene rendimientos decrecientes a un factor.'
,

Por lo que hace al insumo fuerza de tr�bajo recurra-

mos otra vez a Ricardo. Supongamos que su crecimiento propor-
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cional depende del ingreso por capita en forma positiva (2)
.

: � �i - ¿ (I-3)
donde A-'-(�)es el c:-�cimiento (le la pOblación respecto al tiem­

po; J es la f'ue r-za de mortalidad; y � es el cociente que divide-

el incremento de ]2 tasa 'bruta de reoroducción (Nacimientos so-
I

4

bre la población total) ue la población entre el incremento del

ingreso per capita.

Esta función de la tasa de

crecimiento de la poblaci6n contiene

dos elementos Ricurdianos. a) supo-­

ner que la población crece con el i�

greso; y b) suponer que existe un ni

vel mínimo de ingreso donde �a tasa­

de crecimiento de la población es --

igual a cero. Ese nivel mínimo de -

Gráfico !-3

'i
- �-:A

ingreso per ca�ita 10 polemos inter- ( r
pretar como el nivel mínimo se sub-- I

sistencia. La fi,p.:ura 1-3 representa es ca función y se observa

que hay un ingreso de subsistencia cuan:1o la fnncíon il:tersecta

al eje de las abscisas.

Dividienio la exoresión (1-2) entre la población, A,

obtendremos una función que nos dice el 9rolucto percapita

'1 .' (lP-'
- : '] :. ti ( 1 -4 )
H .

(1-4)

Diferenciando res pe c t o al tiempo y div í.d í

cndo entre "s' (3)
.'

-

4 A '

� :: (r-I) A
(1-5)

r
(1-5)

2) Dale W. Jorge·nson, The Deve Lo omen t of a Dual Economy, The
Economic Journal. Junio 1961.
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Usando' (1-3)o _o

10 " (p _ � (�'i _ eS)
mul tiplicando ambos mi embr-os por y

(1-6)

(1-7)

Esta ecuaci6n liferencial re1re3enta el crecimiento

, del producto pcr cup
í

tu. :le es te mo.Ie I.o n'-:rícola. Del aruil í.o í.a

\le esta ecuación se d ca pr-ende que ha:r dos soluciones (4) esta­

cionarias Cy = O), las cuales son .11 = O Y .12 = t La pri

mera s oLuc a ón no tiene r-e Le--,-unc
í

a alguna; simplemente, si ---

y = Yl = O entonces la tasa Je re9rouucción le la 90blación -

-exoresión (1-3) - se hace neva i.Lvu y la población empieza a -

descender en una proporción igual a � hasta que no hay pobla-­

ción y en consecuencia no hay sistema a1.:�l1Q. Por lo que hace

1 1 Luc í.ó t" J't·.:Ja a f3e:�unl. a so uc i on en ac i onar-ia , y2
:=

T ' es a quaere "",e-

cír que cuando el in�reso per ca o i, tu C3 igual al valor que re-

sul ta de dividir la tasa le mo rtu l i·.1ud entre la tasa bruta de

re nro.iucción de la población, entonces es tunee en una si tuac
í

ón

estable don.te el ingreso per ca o
í

ta no aumcn ta ni lisrninuye a

lo largo Jel tiempo. Dicho de o t ro mo.Io , la. s o l.uc ión e s ta.ble-

se la cuando el crecimianto oropcrcional ;.Le la. )oblación es nu

10 e � -:. 41- � = e <.=> � "'- � � ij ) o sea cuan.í o la ur'opor-c i06n

de los nacimien tos ees oo c to a. la ooblac i ón es igual a la fuer-

za de mortaliuad (dece�oQ entre la población total).

(', I ·

• \ 1,

(' ! .

I �
,.

s ¡
" ;

j.

¡4) '-\ " {. o"
!
I
1

\ •• 1·:.
I ( t· -

• ,; 1,.,
. \.. -")

" ..
'.'J -_ e,

"

t. _-.:.)
'. .: ,

. ,
..
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Ln la

una represen�ación .le la ecuación .Lí f'e i.f
-

'.\
_____ .!. _, :-:'I�_ __, _.: _ _1 _ .,�. _ • L __ .! _ ._. _ _ _ ,reneial. ,

�os e i s ::13 S e

mide el in���eso ner ca u tu y en el eje

-Le las or . .4enll.i\JS se mide la variación

del ingreso ne r c a o i tu res oec t o al .--

tiempo. Para un valor menor que Y2
-­

por ejemplo y', y es mayor que cero 10

cual dice que el in�reso per ea,ita eª

ta creciendo, de mojo que y se ¡ie3pla-

zará hacia la derecha. Para un valor

Gráfico 1-4

mayor que Y2' y" Dar ejemplo, entonces y es ne�ativo y en eog

secuencia y está desplazán,lose hacia la i:�'luierda; ésto es, el

inereso per cap i, ta es tá .í
í

amí.nuyen.í o, Tal y como Lnd í

can las

flechi tas en la fi,:ura, para cualquier val or- le y f O s
í

empr-e

llegaremos a Y2 que es el nivel .íe ingreso per ca o i tu que man­

tiene al sistema estah�e y estacionario, tanto por lo que hace

al nivel de nr-ouucc
í ón e ingreso como ;")or lo .ruc GC re .í c r-o a

la población. Estamos frente a un sistema que, W1a ve3 alcan-

zad.o el pun t o de eqirí l i br-í.c ea tubl e , se repi te una y otea vez

para siempre.
"

Metamos una restricción a la tasa de crecimiento de

la población (S) • Supon:�amos que hay un nivel mínimo de ingre­

so per capiti y., llegaJo el eual la tasa de crecimiento llegaso

a un lími te máximo del cual no pana pe s e a que el ingreso pe r
,

5) V6ase Jor�enson, The ievel09ment of. • • op. cit.



capi ta ccntinúe c r+n
í

en.to , 11".' "O:'.lCc.tll103 esta restricción con

el objeto �e ver si po�emo8 liberar fuerza de trabajo que se -

aed í.que ¡_.:. o t ruc .. ,� :/�V:!. ía.Ies , �:.cesumiblemente a la industria. -

Sin embar.,",:o,· f)� bien el 8i8t�!�:;. se va a mollificar un tanto, po

1p �'_"ora que la f'un.ínc
í ón d.e un sector in--

dustrial no vu a a er uoa
í

b le , Lu tuca .íe crecimiento de la P.2.

blaci6n queia expresada por:
. j �Ll .- d'

) 7 oC �!i ::.. f(\.j. ..."

1
· (J,vJ (1 -8)

R
� �

(1-8)

C�ya representación Jiagra- Gráfico 1-5

mática e3tá dada por los se;,';10entos de

recta remarcados en la fi�uru 1-&. Es

//to es, para valores je y mp.nores que

-1'" "

1 1
,-

y a runc10n _os manja u os respec-
�.

tiV03 valores de la función (1-3); y

para valores mayores le y+ el creci-­

miento proporcion�l le la pOblaci6n -

- -- �

es constante.

SustituycnJo en ]0. ecuación
.

(1-5) a! por la t��a .íe crecimiento ·..te la ')Ooluci6n cons tan t e ,"

� "(9 -1) E
"

multiplicando ambos miembros por y

(I-9)

Bsta es una ecuación liferencial cu.Y'a. única solución

estacionaria es y = 0, 10 cual quiere 1,cir que cualquiera que



o

y G i. empre 3 e :r r " ,
.

i,·. vu V e n c on.ie-

Jo haa ta ,.

función en la figp '.';.:' T -6 es nerrati-

va puesto que �-l. "-o. TIU e o l uc
í

ón

general a esta ecuación diferencial

es : (t,)

Gráfico I-6
�)
,
,

- .. _ .. _. -_.__ .. _-

r<"""-�•

'1
I
I
I

Por definición e -, 1....(', entonces ti. me Lí da que mayor- sea el va] or
,

de t más peque.í o será el �:alor del ingreso per cu o í, ta�-- -----------

El meollo del problema aquí estú en saber qué pasa en

las sie;uientes dos si tuaci ouee r a) y
+
, y2; .Y b) Y 2 < y+

Ano.I iCCM08 III »rime r-u l •.Lt e rnu tiva. Ya se había di cho

que cuando el ingreso per ca o í, tu aLcun.:a su vt.Lo r- le en t:.lbiliJ.ad

estacionaria entonces la tusa de crecimiento .le la uobluci6n es

nula. Esto es, cuan.í o .1 = Y2'': 6. entonces i = o;' de mane ra -

'O �

que cuando el movirnien to en el inrre�)Ü ne r' CD.':,i ta y en la pobla-

ción es nulo 103 loo e3;t;;Ín co
í

nc
í

u
í

en Jo en el valor le y2= 1. ,

Cl.on

6)
:_.L .) � -:_/:1. I \ ::

J �)1 '.. .

_I ,
•

( , \

r
. f

(/ \ le, '. ¡) J
' !) l' ¡ ;. !

,
(

\
•

,

1,
; .1 \

, 'r I '

I d �. I

/
.

. (f> . 1)' I l t "

j"
1... .•

I

'J (--
"

_'

I l. j l. -' ' .1

_ '-;:.
,_o

.- l. '_'

.1
,f

\., I).� � .l :

,

.

:
., \

I

!
'

, I

I
I

r

) \
..... r"\ • 4
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Sobrenonl;;.: e las figur:,;. Gráfico I-7
,

' ..

I-4 Y I-5 en n1 solo liagrama, tal

y como se "1.ace �::: s] '""r<.írico 1 .:': -

podernos ller;ar a la conclusión de -

/�
I

\

....

que nO P' , 0
.. � p C' �. e ,'t / )"' '. ue y / Y -

l., ¿ -,», - ¡;;:j lA - � .' � ··l ..... ')
•

Do h
o �

�

l.C O con mayor rl..,.rol' y = o y -

, " 2 �
+ l:+� ()y = 7 donde t. >C, entonces

� < ��� �t � _E �cS con 10 cual queja

probado que la primera alternativa

_,I�

no puede darse.

La explicación a esta imposibilidad está en que de -

hecho para que el infJ:reso medio esté aub
í

end o es necesario que

la tasa de crecimiento Qe la pOblación sea negativa; en cuanto

a esta tasa empieza a ser oonitiva el ingreso per canita comieg

za a disminuir de suerte que o�ra que se J� el ingre30 mínirno-

de crecimiento conotante Je la población era necesario que la

población hubiera tenido ur; oe r fodo de crecimiento uos í, tiva y-

en consecuencia, L' el in�reso melio hubiera estuJo bajando a-

10 largo Jel mismo perioio, tojo lo cual hace inconsistente --

nr-e ten·ler alcanzar un fn;�reso ne r capi ta mínimo cuanuo 'precis�

mente, dado el crecimiento de la población, nos e3tamos aleja!1_

do de ese mínimo.

Pas emoa a la eerunüa alternativa. De hecho no es al

ternativa puesto que es la ún í

ca si tuac
í ón poo

á nl,e , �i--�';-zyr----
7) �:c�r-�::t l'\

t-
'�

r



entonces no hay forma de al­

canzar el ingreso mínimo de

crecimiento constante de la

pOblaci6n. Apalicemos qu� -

pasaría si arrancamos de di-

,ferentes niveles inicialea -

de ingreso per capital (
+ •

,)

i) Si Y e Y2� Y entonces y

es positivo lo cual ha-

ce que lleguemos al in-

- 11 -

Gráfico 1-8

greso medio estacionario Y2.

ii) Si y2 < Y � y+ entonces y es negativo y en consecuencia el in.

greso per capita bajará hasta Y2. Aquí hay crecimiento de

la pOblaci6n a lo lar�o del proce30 de ajuste.

ii i) S i y2 (. y
+
( y en tonces y será neS�l�fi vo IV empujará al ingreso

medio hacia abajo hasta que llegue u.L ingreso estacionario

Y2.' Esencialmence �3te es el mismo caso que el anterior.

Sobreponiendo la figura I-6 en la �ráfica 1-7, se pro­

duce una nueva figura 1-8, en la cual polemos distinguir dos seQ

ciones para la ecuaci6n Uiferencial que queda eX9resala en los -

siguientes términos:, ( "r _\) ( K:r: - (.y\ C�"'\ í..\.. 0-'. i�· � r

l{ ) "

4
� "

\ ..

( (f· \) t. '\ ''C �y.t. '1.( i...

(\ f . \.1 e: \ "e �.�. '.t. '1 <.. -,l

Continuamos comentando el �roceso de ajuste del tercer caso.

AqUl empezamos por tener a y negativa, pero 3U 9rimera derivada

es igual a una conotante a 10 largo de la aecc
í én donde o oe ra el

,

crecimiento cene tan te de la población; no obstante que presumi--

blemente la tarJa negtitiva de crecimiento lel in�re3o medio sería



mayor en términos absolutos si la pOblación estuviera crecien­

do en función del ingreso medio; de cualquier manera, esa tasa

es negativa y en consecuencia el ingreso per cápita se está r�
.. ./

duciendo continuamente hasta que el ingreso per ca�ita llega a

ser igual a y+. A partir Je este in�reso medio mínimo empieza

a operar la tusa negativa d.el·. ingreso medio cuya primera deri­

vada es variable hasta que el ingreso toma el valor de Y2.
La conclusión que obtenemos es que este modelo no --

puede producir un nivel de ingreso medio que permi ta pensar en

la liberalización de fuerza de trabajo que pued�,dedicarse a -

<;
otro sector. Este_es un sistema a�rario que nunca p�� dejar

de serlo y, además, es completamente estacionario en su r{�
. medio de ingreso y en su volumen de población. No Lmoorta que

por designio divino amanezcan las personas un ¡lía con su ingre

so duplicado, siempre regresarán a la situación estacionaria -

para ya no salir de ella. Este modelo �ue se parece mucho al
"-

de Ricar\lo +cuando menos en dos de los sunues toa fundamentales: """
.

�
<,

"' ,� ..! -'- __ ,, .:. ¿. __ � �." .. __ ., .!_.! _._�_..:1_ .,_ '""'-
los rendimientos tiecrecientes a escala y el crecimiento de la

población en función J.e1 in:�reso- no explica pues , el creci--

miento.

Para terminar con este inciso diremos que la pObla--

ción en el punto de equilibrio estable y e3tacionario esta ju�

to en una ni tuación le subsistencia. "Si reducimos el ingreso-

la población decrecerá.



csscrrr EN'PO GON AHORHO.

Dalas las condiciones .Y supuestos f'o rmuLa.toc en el inciso ante­

rior llegamos a un modelo JonJe la solución es una economía es-

tancada. Mo,�i f'Lquemoa ese moue'l o , Supongamos que los producto

res de tal sistema, al darse cuenta que su producto ner ca o
í

ta-

se mantinene constante, de c í.den hacer U:1 esfuerzo car-a salir --

del estado de estancamiento. Tal csfuer30 consiste en a.horrar-

una parte de 3U ingreso con el ob je to Je a.í luirir cauí, tal a cam-

bio de ese ahorro, entonces el ahorro, 3,
,

sera:

s = aY (11-1)

donde s es una proporción del ingreso iotal. Por otro laJo, s�

bemos que Y = e + s y Y = e + 1 entonces S = l. Además,-
el cambio del ca�ital respecto al tiempo, huciendo caso omiGo -

de la depreciación, es igual él la inverción. Ls t o dK_K=I.es
dt

-

Efectuando lUG substituciones necoaar-í.ac llegamos a:

•

K = sY (11 -2)

lo cual nos dice que el crecimiento deI ca o í. tC&.1 es una f'unc i ón

de 1 in,csres o.

De hecho, desJe el momento qUJ no hernoo considerado -

la ex í.e t e r.c i.a de un sector Ln.íus t r-La'l , hemos ab i o r t o nuestro ffiQ

delo. Ea el sector externo el que le va a :Jermitir u lL'"1 siste-

rna ,le esta naturuLe zu 'a1q1;irir los bienes de cun tul , Con tal
,_ l. ," . /i} e tt ( I,.<N

m01;ivo����'írernos: a) que el uector externo c:Jtú en equilibrio;

o sea, las importacione3 le cU0itu] Gon com1ensaias exactamente

por las eXDort�cione3 le·productos agrícolas; y b) que los t�r-

rn i noa le intercambio se mantienen c onn tun t e.s puru cualquier vo-

lumen J.e bienes ta:nnzados. �stamos ahor� en o03ición le renlan
, --
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tear la función 1'" "'al'J(�cién introl'lcic"}c en ella el cauí,tal.

(11-3)

Donde Y, A y JJ. tienen L.. misma connotación que eb la -­

función oriGinal; y K es la cantidaJ Je cu,lital que se emplea-

1
. , "1en a producc10n agr�co u. Si suponemos fija la cantidad de

tierra laborable, ento�ces la función queja expresada como:

donde p � � = 1, s i y s ó los i (.) = 1 - /\

1 -=. fl''' {J 1< e.

entonces

(11-4)

Esto es, estamos supon
í

en.Io que la función tiene rendimientos -

constantes a escala. Si incrementamos ambos insumos en una pro

porción cualquiera, el Droducto crecerá justamente en esa pro-­

porción. Dividiendo esta exp�esión por la ,oblaci6n para obte-

ner términos per capitu, entonces

(II-5)

Diferenciando respecto al tiempo y Jivi�iendo ambos miembros --

por y, entonces (1) •

(3,��
.1(

(11-6)

Donde (2)

4,' r-:

1 · 1(

k � J�__ (11-7)
,.,.' (' M

Si dividimos por K la ecuación (11-2) obteni�emos la tasa de --

crecimiento del capital.
c

K Y
j{

= Si entonces

(II-S)

1)
\\,I e I j'" .. ,'.
( .\

• ,� • '}t1
•

"
•

1 'ft!" r..:.,;.:..,_.t,. •

,
_ �. '.

_,__ � (, •

l. '1
l.

f"J • I ,_1

2)
1

l. l. �.

,) k p .• ,
• ,�'-,

�.p �-r-, --: �
- - - .

�J . f, kt. R.'
. ,

l' t
'

.,/"1, j r, - 1 ..... '1 •

.._---

t !

.. " . f4"- I � " �_ -4
- -- _.-

) ,.)1< PII
,

1,, .



Seguiremos suponiendo que la tasa de crecimiento de la

población está dada por la función (1-8). si susti tuimos (II-6)

en (11-$), entonces--- - ---- --

.11." e

. 71
� � 1\ - eS

(rr -9)

Ahora, sustituyendo a (II-H) y (11-9) en (11-7) y mul-

�iplicando ambos miembros por k, entonces

�. .:: �\z �
- \ � R � + �

- � '\D (I1-10)

Esta ecuación nos dice cual es el crecimiento de la t�

aa de cnni tal per ca o í, ta. Desgraciadamente, dud o que O � r' � \

entonces los exponentes de la variable son nlli�eros racionales y

por lo mismo es difícil saber que valores asumirá la variable k

cuando hacemos que la variación del capitc..l por h.cmbre sea ie;ual
(f rJ

a cero (R = O). Además, los valores que tOMe k en última instan

cia dependerán del valor ue�. Intentare�os, sin embargo, hacer

un análisis �ráfico de esta ecuación, sabienio que hay una solu-

ción trivial para la variable cuando � = 0, que es k = O.

Empeeemos por el primer término. = C'k�'>;;) ,

entonces cuando � t
í

ende a cero f1 (k) = s , lo cual nos .í
í

ce que

fl(k) es inlelcndiente del valor que

tome k. La re0resentación gráfica -

Je f1(k) = s es una recta paralela-

al eje de las orJenadas, la cual es

este caso coincide con ese eje. Cua�

do � tiende a uno entonces fl (k) = sk

función ésta que también estú dada

por una recta que nace en el ori�en

y cuya pendiente es s. Pata cualquier

otro valor de � la gráfica será una -

Gr'dfico II-l
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curva concava hacia abajo que nace en el origen. La primera de­

rivada de esta función es:

kft
,f' (k) =() s-
1 \ k

,,,
entonces cuando k crece el cociente {- se va empequeñeciendo --

puesto que �<l, lo que hace que la penjiente decrezca siempre. -

�demás, haciendo esta derivada igual a cero, la única solución -

que existe es k = 6. Entonces nace en el ori�en y es monótona -

creciente. De hecho, esta es una propiedad .íe una función Cobb-

Douglas.

Proc edamos de igual manera para el s egundo término, 6 � fJ � I

Entonces f2(k) =Xnrt'. Cuando � tienJe a cero la función es

f2(k) =�k y su representación será t Ih\ Gráfico 11-2

una linea recta que nazca en el ori­

gen con pendiente � • Cuando � tie!!

de a uno entonces la función queda -

como f2 (k) = t k2 dando lugar a una -

curva cóncava hacia arriba como en -

Gráfico 11-2

la figura 11-2. La primera derivada

�de esta función es: f2(k) = 2�k,; -- ")7
" k

cuanJo k crece entonces todo el ter-

mino (2�k) crece. Además, si igualamos la derivada a cero, entog

ces la única solución es k = O, o sea la curva nace en el origen.

Cuando 0 se empieza a alejar de uno l� curva se va tornando más -

recta. Dicho con mayor rigor, la pendiente de esta curva -

se va haciendo �enor para un valor cualquiera de k a medida que

se aleje de uno y se acerque a cero, así hasta convertirse en una

recta.
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1)0)' {l ti:-:1,:" el terce¡" té_,'·_

mino ¿ k lo vac
í

amou en la fi¡�ura --

11-3 donde observé..raes que se trata -

de una recta que partienJo del ori-­

gen tiene una perid : ente igual a 6.

Ahora, gr�ficamente dedu�

camos el tercer término del segundo;

para ello, vaciemos en una sola re-

Gráfico II-3

presentación a ambas figuras. Escojamos, sin embargo, para ese

prooósito una 0 cualquiera que no sea ninguno de los extremos -

,

puesto que �stos no tienen sentido eco�6mico.(3)

3) La productividad marginal del capital es:

)i 1"" \K'� •
\ 1

- :: {\ t
.

n"
_ I� I�'

.

f ; ., .

t
.,'-- \. (:.�) .. ,,- - ,', \ . .�

, 1 ¡¿C'�K {..I ...

c\ � ! /,1. •

r: 't � (.\'� 'f

=:': -: r·-¡ .:: >
-

....... '

. -

, \ f.' j

d(_ r, I rl t', K

Por otro lado, la elasticidad del producto respecto al capital
es: {�_ �\.'. .'__ d:' (.\.' y:_ .:!.J �

Decimos" due ._as·�j_�;-'�u: .:' toma los valores extremos no tiene -

\

sentido econ6mico puesto que si.� = O = e entonces la elasti
cidad es igual a cero, lo cual dice que no importa la propor­

ción en que se aumente el capital, el proiucto se mantendrá -

fijo y ésto impli'ca que la elaaticidaJ. del producto respecto­
a la fuerza de trabajo es unitaria. En el otro extremo, -­

si � = 1 = e entonces el pr-oduc-to aumentará en la misma pro­

porción en que haya aumentado el capital; en tanto que la -­

elasticidad del producto respecto al trabajo será cero. Am­

bos extremos, pues, no tienen sentido econ6mico.
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En la parte superior del

gráfico 11-4 hemos sObrepuesto-las

figuras 11-2 Y 11-3, donde observa-

mas que hay ura sección de la nueva

función f2(k) - f3(k), dibujada en

,la parte

�n)!._erior
de la figura, do�

c.) .1�t;
de O e k f(¡ para f2 (k) � f

3
(k) • En-

tanto que para(�)�L.k entonces -­

f2(k» f3(k). De manera que dedu-­

ciendo f3(k) a f2(k) obtenemps una

';;�
parte negativa para O �"k�\6)Y otra

a( ()�")parte positiva par �:. e k.

El análisis gráfico que -

se intenta en el diagrama 11-4 se -

refiere al segundo y tercer términos

de la ecuación diferencial (I1-lm)-

Gráfico. U:-4
------

,

L
;:;>"

l...

__
. .--

J¿_'
L

-

.....

.____.----

-a los términos que están encerrados

en el paréntesis- y éstos términos provienen de haber sustitui­

do a la tasa de crecimiento Je la población por ellos, de suerte

que estos dos términos y sus respectivas gráficas están relacio­

nados con la tasa de crecimiento demográfico, sólo que ahora es­

tan expresados en térmi�os de la variable k. Es precisamente ��
to lo que expl

í

ca el comportamiento de" la función en el sentido­

de que halla valores de k para los cuales f2(k) (. f3(k) Y halla -

también valores de k donde f2(k) f3(k). En efecto, acordándo-­

nos de la función del crecimiento prooorcional ae k -función
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(1-8), gráfico !-3- constataremos que hay un segmento donde la

tasa de c r'o cLr.í c,'.vo de la población es negativa debido a que el

ingreso per carita es muy pequcno y desnués, cuando el inereso­

medio crece, �a tasa de crecimiento de la población se hace po-

si tiva. Cuando ex:�'r08G.m03 esa t�:::;a de crecimiento en términos

,de k, podemos es oe ru.r' que a va] ores pequeños de k, f2 (k)
- f

3 (k)

sea negativo ; y para val or-ee grandes de k, f
2 (k)

- f
3 (k) sea

posi tivo.\�) Por 10 que' se ha dicho, pibJ.emos cole;r;ir que existe

un valor de k pura el cual f2(k) - f3(k) = O.

H
Las dos soluciones de esta ecuación son: kl = O

La pri'mera solución no es relevante. Tia segunda solución es -

la que marca el valor de k donJ3 f2(k) - f3(k) toma el valor -

cero a partir del cual esta fur�ción se hace positiva.

Para terminar este análisis gráfico nos falta dedu--

cirle al primer término de la ecuación (11-10) los términos

4) En realidad se trata de tma tasa que multiplica el creci--­

miento porcentual de la población por el capital per canita

pues to que J)
_

! 1I " .: I�.. '. ,'\
.

- �
.' X 1 -

... " ..::- ) h -, ..

n
. :� tí"

._.

multiplicando ambos miembroo por k

L') , ,. t , ,
I

I -1 ¡ I _ t J'" •
_

.

I (.:'
.-� ... _

" \. l. _

¡;
Es 'sto, en realidad, lo que se est� miJiendo en el eje �e

las ordenadas en la figura 11-4, parte inferior.

5)

/.:.::')
. (

.

(',/1 í) "I� •. '.

JI
,
�'I .

_
I

')
.' C> <. _'.¡ ".

; t�, (.

f,·, .' r

,. -' I
.s

::

(' _

i ./" t
�.•••• ¡

,
.

\ � i1::-:.;



que están deni:('o ,_l�'l narénte-

sise En otras plabr�s, nJS -

fal ta deducirle gr·a.f:camente-

a la figura II-1 1:-. n_�:rte in-

ferior de la figura 11-4, co-

sa que s e hac e : ._"'. J:1 figur'1 .�

�1-5, donde en su p��te supe­

rior hemos metido las figuras

mencionadas. Puesto que la - �
función f1(k) = skr es monótQ t
na creciente y puesto que su \�

pendiente siempre eGtá decre- I
ciendo; en tanto que la fun--

ción f2(k) - f3(k) también es

monótona creciente pero su --

pendiente siempre esta cre--­

ciendo, (6) podemos ase.c;urar -

que, tal y como se observa en

20

Gráfico 11-5

la parte superior de la figura 11-5, en algÚn punto a la derecha

Donde los parámetros � y r\ son posi tivos. En tonc eu la. función

f2 (k) - f
3 (k)

tiene un mínimo para k = h�-.:-¡:' A partir de -

ese valor la pendiente se tace oositiva y creciente. Esto es

cuando crece la variable, el término.k Jo la primera deriva­

da siempre crece, lo cual hace que la pen�iente, puesto que -

todos 10� t�rminos son parámetros positivos, siempre crezca -

para [< \ j' I \.)
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j'� � -. . '. ,

de k = (T 1<.'.:' Jo;; ';.:: ne'J en cues t· ..

:1e Ln te r-e e c ta.rán y se-

rá en ese pll�-:t-:, .'_0 ..1G.·. ..! la diferencia c. ambas funciones se haga -

cero.

!JU parte i;lferior de la. figura 11-5 contiene la gráfi-
ca de la ecuació'""l (J T -10) Por las ra�ones que se han dado exis

te un valor k= para � cual k = O; o sea, existe un punto donde

el capital por hombre :3e mantine constante a 10 largo del tiempo.

Esa situación de estancamiento en el capital por hombre es esta­
- .b1e puesto que para valores de k menores que k- (k<k) enton--

ces � es positiva lo que nos dice que el ca�)ital por hombre está

creciendo, empujando a k hacia la derecha. Para valore s de k -

_.

a la derecha de k= (k=< k) entonces � es negativa de manera que

el capital per capita está reduciéndose, 10 que hace que k se --

desplace a la izquierda. En�vllces, el sistema es estable puesto

que cualquiera que sea el valor Je k O
' ,

= ,este 'endera a c�er en

!

Veamos como mero auxilio analítico qu� pasa cuando cOE

sideramos que el parámetro.0 en la ecuación (11-10) . asume los va

lores extremos.

a) Si? = 1 entonces k = k (s ... ;:, ) -f¡k2 j�
Gráfico 1I-6

•
I

Haciendo k = 0, entonces tenemos -

(

dos soluciones: kl = ° y k2 = i:�
\ "

La primera solución es irrel�

van te. La segunda solución --

entre la tasa de crecimiento
,

nos dice que el valor de k es

igual a la propensión al ahorro

más la proporción de mortalidad
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bruto de la pob1ación� Esta soluci.ón ncc�:J�riamente es positi-

va puesto que �Ci03 »3 purámc"tr'üs 1.:> e en,

SustituyendJ ente valor Je k en la función de creci--

miento de la pOblac-ión podremc; encontrar la tasa a la que est!!
rá creciendo 'la ;)oblación cuando el cap

í tal per capi ta se haya-

estabilizaJo.
c

A
A

= ;:., (11-11)

lo cual dice que la tasa de creciniento le la población es una­

constante igual a la pro!1orción que se ahorra del ingreso. h'n

este caso el crecimiento del ingreso per carí ta es igual al ex-

presado por la ecuación (I1-IO); o sea:

y =rl�Y - �y2 +dY) = \yeS + eS) - �Y1 (�
cuyas soluciones estacionarias (y = O) son: Y1 = O y

las cuales son las mismas q"� hemos obtenido para el capital

por hombre.

b) Si.'3 = O en tone es k = (¿ -

..

� ) k
I
\ .

El problema a1uí está en saber

+ s.

,

que

signo tiene la pendiente (�- �) le la

variable k. Caben tres alternativas:

i) que la pendiente sea �ositiva en cy

yo caso Ó:> � y el 'valor ue k tien­

de a crecer siempre. ii) que la pen��
"

diente sea igual a cero, entonces c\= f

y k está indeterminada. 'iii) en caso

.'
,.
'1,.



de que la pend i.v n ": � y existe rma so-

lución para
{ ,

que ¿, - � 1_(.

�onde k e� un �mero positivo supuesto --

�n �l nrimer caso población decrece, en el segtl!!,

do se mantiene o onn tun t e y en el último cr'cc e , �in embargo, --

puesto que. e6 ,,�.;¡0� : u oon i enuo a :.�, = 0, parece ser que el proce-

so relevante es el ":1.: -:'J11JO .í onIe La -ierid í.ent e eu igual a cero;

la población queda es t: ..ble .Y el can
í tal pe r cap

í

ta tiende a in­

finito. Si �� = ° entonces no importa en que �roporción aument�

mos el capital (véásc el pie de pap:. 3) el producto no crecerá

y en consecuencia tamooco crecer� el in��ceso ocr capita lo cual

deja intacta a la población.

Ahora bien, leG oués ae haber ensayado un análisis gr�
fico de la ecuación (11-10) y Je haberla resuelto para los valQ

res extremos de ,.,
�-' , estamos en posición .í e hacer una conclusión.

Existe un valor k= estacionario y estable ionde la tasa de cre­

cimiento de la población es positiva, de suerte que el stock de

capital del sistema e.Jtú creciendo permanentemente, una vez al­

cu.n¿ado el valor k=, a la tasa que eatú creciendo la población.

Nos queda por discutir quJ'pasa si la población alcag

za el nivel mínimo de i,ngreso, ,y+, londe la t�sa de crecimiento

de la población crece a una constante. Sustit�yendo en (11-7)
la tasa constante de crecimiento de l� pobJución, tenemos

k �.� I ,

-lé-
= sk - t

mul tiplicando arabos miembros por k, en tonces
• i\
k = ak .

- f k (11-12)

Esta es lli1a ecuación usaJu por 8d1ow en su modelo de

9) R.M. Solow, Growth Economics, Amurtya Sen, Mojel of Growth,
artículo No. 7, p. 172.
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crecimiento, L� ': ':(' tiene una solu-

ción triviul para k1 = o y o tr. 30-

\ _1-

( 4\, 1;""k� = s:

)L
lución est�cionaria an

Entonces, la éoluci6n estacionaria -

para el modelo, con0�jeranjo las Jos

secciones de la fur.. (.,;� ',_Jl del crecimie!!,
to de la población no oueJe ser menor

I
--

que k = (:)? . En efecto, si

k=ü = (tf" entonces ambas curvas
.• "!

Gráfico 11-8

/' � kt '�I¡
�:pl-f

se están intersectando a h�·.;izquierda

de k= y a partir de ese p�� empieza a función la ecuación (II-12)
-----­

En realidad, la ecuación del crecimiento del capital per capita --

queda enmo: , h�.. _ ( � k�
• I

_ (�.�. \
k = max- �

\_ r- kl A,R - F..


