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INTRODUCCION.

"Encontramos que hay unas cuantas induairias con un alto gra-
do de capitalizacidn, como por ejemplc la mineria o la ener--
gia eléctrica, junto a las técnicas mds orimitivas; unas cuan
tas tiendas de 1v'n junio a una gran masa de comerciantes a -
la vieja usanza; wr:3 cuantas plantacicnes con un alto grado-
de capitaiizacién, junto a un mar Je pobreza. Pero tambidén -
encontramos los mismos contrastes fuera de la vida eccndmica.
.

Existen una o dos ciudades modernas, con la me jor arquiteciu-
ra, abastecimiento de wsgua, comunicaciones, etc., a las que -
llegan gentes de otros pueblos que cusi vodrian pertenecer a
otro planeta. Lxiste el mismo contraste incluso entire la gen
te; unos cuantos nativos occidentalizados, vestidos con panta
lones, educados en universidades occidentales, hablando idio-
mas occidentales y aueleitdndose con Beethoven, Kill, Marx o -
Einstein, y una gran masa de sus compatriotas que viven en --
munidos enteramente diferentes." (1)

Decidi empezar este cnsayo con un pdrrafo masnifico
de Lewis porque creo que capta con un &lto grado de precisidn
wna de las preocupacicnes fundumentales gque tengo. Siento —--
que esta cita anunta directamente a la justificacidn de este
irabajo. Tos naises subdesarrcllados sueleB intentar su cre-
cimiento vor la via dé un sistema dual. wuLxolicar el vor qué-
del subdesarrollo el oor qué de lus eco;umias duales es tarea

que escapa a este intento de concretar un modelo y a mis ha-

1) W.Arthur Tewis, Lconomic Develooment with Unlimited Supplies

of Tabor, articulo en The Lconomics of Underdevenment,
0xford University Press, p. 4u8.



bilidades. Il modelo de economia dual que trataré de desarro-
llar no es de ningund manera aplicable a un pais o sistema --
real, éste ccio cualquier otro modelo pruede as irur a lo mas a

ser una caricatura de ese mundo extraio y familiar que nos ro-

dea. [+ an, " formulacidn iel modelo sdélo uyudard a una —-
persona: a mi. ©es.ie ahora declaro gue el mundo, y en particu

lar al Tercer Fundo, secuird siendo tul cual es con mi modelo-
. ’ , ; . ; . . . .
0 sin el. A fuerza de ser sincero, este ha sido un ejercicio-
gue, como todos los demds en la academia, me ha sido de gran -
ayuda, ddndome urn noco de mis destreza y cubriendo Judas que -
habian quedado. Sin embargo, creo que la teoretizacidn estd -
justificada en la medida gque nadie pnueie plantear una estrate-
gia pare resolver un vroblema de la vida cotidiana sin carcar-
, . 5 . e
un bagage tedrico. Ln resumen, adicstreinonos o cuando menos -
intentemos adiestrarnos er el guebucer teorético que serda al -

fin y al cabo lo que nos habilitarda oara responder preguntas.



Ta~ r..-;omﬂ,o%i AGRICCTA.

Inicialmente »nartiremos de una cconomia exclusivamente agricola,
posteriornente iremos complicando el nanorama para dar paso a -
otro sector nec wericola.

Supondremos que existe unalfuncién produccidn que de
alguna munera se ha nodido arregar, la cual quedaria expresada-
por Y = f(A,L). Esta funcidn dice Que el producto agricola, Y,
devende de dos insumos: A, fuerza deftrubajo; & 1, cantidad de-

& Q <
Seronohol
. e RN . o # .
tierra. %4Asumimos que la funcidn produccidén es derivable respec
\_\7__/"/,' ) -—
a sus dos argumerntos. Siguiendo el esoiritu Ricardiano, pode--
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. ’ . L . & . ...
mos @sumir con el que la funcion produccion tiene rendimiertos-
decrecientes a escala, cuya justificucidn estd en el viejo argu
mento cldsico que sefiala el hecho Je que a medida que se van ig'
- . . ’ o . .
corvorando nuevas tierras a2l cultivo, estas son de inferior ca-
lidad y por lo mismo el producto es menor que en lazs dreas que
inicialmente se empoezd a cultivar
En la grdfica I-1 se estd A '
miliendo la fuerza de trabajo apri-

cola en el eje de las orlenudas y -
la cantidad de tierra en el eje Jde
las abscisas, en tanto que el pro-

ducto se estd midiendo en un tercer

eje. 4si, en la mcliida gue aumenta /.

mos en la misma nronorcidn la canti

dad de ambos insumos el nroducto au L, s L3

’ ’
mentara pero lo hara en una Hrooor-



cidn menor sl r¢~iiirado por lou insumes. Si auvmentamos en un
50% ambos insumcs, como se obs:rva en la grafica I-1, al pasar
de I7 a T y de 21 a Ap, el oroducto paserd de Y1 a Y2, donde-
el incrementn . 7 e¢s menor de 50%. Suponcamos que la funcidn
nroduccién es de la siguiente formu
Y :A"LE (1-1)

donde Ere4L\ , oseaes una funcién cuyos rendimientos a es
cala son decrecientes. Por otro laido, podemos suponer, por co
modidad que toda la tierra estd en explotucidn en cuyo caso la
funcidn produccidn queda exprésuda por:

o o
' Bsto es, el volumen del producto ahora y Grdafico I-2
ya nada mas Jenende de la .untidad de
fuerza de trabajo. &n la figura I-1
trazamos una verpendiculur a las abs-
cisas que nos indica la cantidad to--
tal de tierra, ertonces sélo nodremos ///

alcanzar isocuantas mds altas si au-- //

mentamos el travbajo.” Ekn la figura -- |

I-2 esté.exuresada la funcidn (I-2),
donde claramente se ve que a medidajque véya aumentando la po-

blacidn (fuerza de trabajo) aumenta el oroducto agricola, vero

en una proporcidén menor al aumento de la poblacidn. Ta funcidén
tiene rendimientos decrecientes a un faiforc

Por lo gque hace al insumo fuerza de trabajo recurra- -

mos otra vez a Ricardo. Supongamos que su crecimiento propor-



cional depende del ingreso pcr capita en forma positiva (2)

A ..

24 -6 (1-3)

A .

"d“ .. . -

donde A= Ji) es el crecimiento de la poblacion respecto al tiem-
po;<§ es la fuerca de mortalidad; y'Xes el cociente que divide-
el incremento de ]evﬁgsa‘bruta de reproduccidén (Nacimientos so-
bre la poblacidén totzal) de la poblacién entre el incremento del

ingreso per capita. B Griafico I-3
A

Esta funcidn de la tasa de
crecimiento de la poblacidn contiene
dos elementos Ricardianos. a) supo--
ner que la poblacién crece con el in
greso; y b) suponer que existe un ni
vel minimo de ingreso donde la tasa-
de crecimiento de la poblacidn es --

igual a cero. Ese nivel minimo de - //////,

5 . ) |~
ingreso per ca»sita lo podemos inter- ¢

T
EN. 4

1)
DiL

pretar como el nivel minimo se sub--
sistencia. Ta fisura I-3 representa esta funcidn y se observa
que hay un ingreso de subsistencia cuanio la fiuncion irtersecta
al eje de las abscisas.

Dividienio la exoresidn (I-2) entre la poblacidn, A,
obtendremos una funcidn gue nos dice el oroducto percapita

%:\K:np-‘ o (I-4) .

Diferenciando respecto al tiempo y dividiendo entre"z“(})

1op-0 7 T )

2) Dale W. Jorgenson, The Development of a Dual Economy, The
Economic Journal, Junio 1961.



Usando (I-3) :
%‘ - (p-) (¥4 -9) (1-6)

multiplicando ambos miembros por y

(_}‘ -(P")(X‘#"ét}) (1-7)
Esta ecuacidn diferencial resresenta el crecimiento
~del producto per cupitu de este modelo a~ricola. ©Del andlisis
dle esta ecuacidén se desprende gue hay dos soluciones (4) esta-

gi ——-

o

cionarias (y = 0), las cuales son y =0 y Yo = %% la pri
. P o . .

mera solucion no tiene relevuancia alguna; simvlemente,

y=yq = O entonces la tasa de reoroduccidn ie la noblacién -

-exoresidén (I-3)- se hace nevaliva y la voblacidén empieza a -

descender en una proporcidn igual a'é hasta que no hay pobla--
. & . Iy

cion y en consecuencia no hay sistema aljuna. Por lo gue hace

S

a la segunda solucidn estacionaria, Yo =-X— , ésta quiere Je-
cir que cuando el ingreso per casita ed igual al valor que re-
sulta de dividir la tasa d1e mortuliidad entre la tasa bruta de
reoroiuccidn de la poblacidn, entonces esturmos en una situecidn
estable donle el ingreso per canita no awnenta ni disminuye a
lo largo del tiempo. Dicho de otro moio, la solucidn estable-
se la cuaqdo el crecimianto nropcrcional ue la poblacion es nu
lo %:Z‘j-cﬁ e Y f’;{— "L ) o sea cuanio 1la vronorcidn
de los nacimientos eesnecto a la pobldcién e3 igual a la fuer-

za de mortalidad (decezos entre la poblacidn total).

3) \"_\:5 . ‘\ . ({1 .\) “ §0 s rvl‘“ ., ’4) l_t . ( s ‘\( ‘\'i .. ] 24, ):")
At i ‘ o l S , .

' oAl | A
Sy At g @

N ()“ » .".' Y 3, :
ey, gy )



Ln la grdlica I-4 se int~n%a Grdfico I-4
una representacidn ie la ecuacidn .life

rencial. Zn ¢l ej2 de lus ithscisas se

C e et —

mide el ingreso per ca:ita y en el eje
) . ' . . P
de las oruenaaus se mide la vuriacion
del ingreso ner canitua resvecto al --
tiempo. Para un valor menor Jue Yo ==

por ejemplo y', ¥ es mayor que cero lo

1 s : d o=
cual dice que el ingreso per canita es ////”’—_~§\\\\\\j,4:'
- 1 {

ta creciendo, de modo que y se despla-
zara hacia la derecha. Para un valor
mayor que Yy, y'' oor ejemplo, entonces 9 es negativo y en con
secuencia y estd desplazdnliose hacia la izquierda} ésto es, el
ingreso per capita estd disminuyenio. Tal y como indican 1las
flechitas en la fisura, para cualquicr valor de y f O siemore
llegaremos a Y, que es el nivel de ingreso per canita que man-—
tiene al sistema estable y estacionario, tanto por lo gue hace
al nivel de produccidén e ingreso como por lo aue se reliere a
la pobhlacidn. Estamos frente a un sistema que, una vez alcan-
zado el punto de eqgirilibric estauble, se repite una y otra vez
para siempre.

Metamos una restriccidn élla tasa de crecimiento de
la poblacidn(5). Suponramos que hay un nivel minimo devingre—
SO per canita y*, llesado el cual la tasa de crecimiento llega

rd . [ d . . .
a un limite maximo del cual no pasa pese & que el ingreso per
r

5) Véase Jorsenson, The develooment of. . . op. cit.



capita continde crreiendo. Ir*-oiucémos esta restriccidén  con
el objeto de ver si podemos liberar fuerza de trabajo que se -
dedique o« otrus ;cpiyiiales, cresumiblemente a la industria. -
Sin embar~o, s bien cl sisteri. se va a modificar un tanto, po
demos «’'~lantar ' e ahora que la fundacidn de un sector in--
dustrial no va & scr vosible. Ta busa de crecimiento de la po

blacidn queia expresada pors:

g SH -9

— 2 YA
| ¢

. L .
Cuya representacion diagra-

. ae vt

(I-8)

.

Grdfico I-B
matica estd dada por los semanentos de
recta remarcados en la firura I-B. Es

to es, para valores de y menores que .

v

L. 3
y. la funcidn los manda a los respec-

tivos valores de la funcidn (I-3); y L s -y

+ . %*
vara valores mayores de y el creci-- ’///’/r

miento proporcional ide la poblacidén -

es constante.
Sustituyendo en la ecuacidn
(1-5) a-%— por la taéa ie crecimiento .e la voblacidn constante,’
g-:(0~05
multiplicando ambos'miembros nor y
% ;(p_\)g% (I-9)
Esta es una ecuucidn diferencial cuya dnica solucidén

estacionaria es y = 0, 1lo cual quiere i;cir que cualguiera que



- ) . - - ? ’ .
sed el valor Je v .27 »vel »awdeo - Grafico I-6
Wl
° . !
y Siempre ser ro- ivue y en conse- !
cuencia y siem i 2s er? dismir cen

do hasta . 21 La7resc poi canita :

a9

. (&
3 - \\~~.
llegue a cerc. Ta neonlient» je 2u T l

funcidn en la figrwii 7-6 es negati- \ \\\\\\\\\\
va puesto gue Pp-1 40 . Tu solucidn '
general a estu ecuacidn diferencial

es:(b)

Y(1) = 410 Ofé el

Por definicién,e-q.gc, entonces & melida que mayor sea el valor
de t mds pequeiio serd el ~ralor del ingreso per cuvita, T

El meollo del problema aqui estd en saber qué pasa en
las siguientes dos situaciones: a) y+§ Yoi ¥ h) y0<_y+

2

Analicemoz la »rimeru wlternwutiva. Yo se habia dicrhio
que cuando el ingreso per canita alcanisa su vulor de estabilidad
estacionaria entonces la tusa de crecimiento ie la vobluciodn es
nvla. Lsto es, cuvando y = y2‘;-wentonces —% = 0; de manera -
g

que cuando el movimiento en el inyreso per ca»ita y en la pobla-

cién es nulo los dos estdn coincidiendo en el valor ie y2=-§r—

g ¢ 0
6) - o -. e

d 1] . o o i '
—I— \l‘ﬁ. - " . l\ ‘lQ — ¢ _' __\ _'__T_ ,_~'__.__'J r .
"1 \' t (", \7 '

'/
‘ i \ “
5 <! } 4 ) P
(‘\\(/( ‘\/ (l’ \-’ ¢ P l‘ i ) ‘ ! '>) ‘ 2
’l d’ "' L] . /
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Sobrenonic: ¢ las [ligurw
I-4 y I-5 en .n colo dtiagrama, tal
y como se hace =2 21 ~rafico I-7, -

podemos llegar a la conclusidn de -

) +
que no pusie sutcode™ jque y L y,e =

-

Dicho con mayor ri-or, Yo= 2 ¥ <

+_ &+ 0O +c5 5

y = (7) donde £ >C, entonces
é ‘i <‘\* E+é con lo cual queda
probudo que la primera alternativa

no puede darse.

Grdfico I-7

La explicacidn a esta imposibilidad estd en que de -

hecho para que el insreso medio esté subienio es necesario que

la tasa de crecimiento de la noblac1on sea negativa; en cuanto

a esta tasa empieza a ser nositiva el ingreso per capita comien

za a disminuir Jde suerte que oura que se dé el ingreso minimo-

de crecimiento constante Jde la poblacidn era necesario que 1la

poblacidn hubiera tenido un neriodo de crec

imiento vositivo y-

en consecuencia, y, el ingreso meliio hubiera estudo bajando a-—

lo largo Jdel mismo periodo, todo lo cual hace inconsistente --

oretender alcanzar un ingreso ner capita minimo cuanuo precisa

mente, dado el crecimiento de la poblacidn, nos estamos alejan

do de ese minimo.

Pasemos a la cezfunda alternativa.

De hecho no es al

T

ternativa puesto que es la uUnica situacidn posible. Si yz(;y

R A X4’ o vo£4d
fi‘;&b&'é:t L7 Ls o Lot

X
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entonces no hay forma de al- /1 Griafico I-8
canzar el ingreso minimo de
crecimiento constante de la

poblacidn. Analicemos qué -

pasaria si arrzncamos de di-
,ferentes niveles iniciales -
de ingreso per capita:

i) Si y<y,¢ y' entonces y

es positivo lo cual ha-

ce que lleguemos al in-
greso medio estacionario Yoo

ii) Si Yo« y<.y+ entonces y es negativo y en consecuencia el in
greso per capita bajard hasta Yoo Aqui hay crecimiento de
la poblacidn a lo largo del proceso de ajuste.

iii) Si y2<.y+< y entonces y sera necilivo y emvujard al ingreso
medio hacia abajo hasta que llesgue a1l ingreso estacionario
Yoo Esencialmente éste es el mismo caso que el anterior.

Sobreponiendo la figura I-6 en la zrafica I-7, se pro-
duce una nueva figura I-8, en la cual nolemos distinguir dos sec
ciones para la ecuacidn diferencial que queda exoresaia en los -

siguientes términos: . ( &Q~4)(Xﬁz-(§% i A

-/ !

((' -\’\) & "ﬂ A “,S*( ‘45

Continuamos comentando el sroceso de ajuste del tercer caso. =--

o~

Aqui empezamos por tener a y negativa, pero su orimera derivada

es igual a una constante a lo largo de la seccidn dondie overa el
: r

crecimiento constante de la poblacidén; no obstunte que presumi--

blemente la tasa negativa de crecimiento del inareso medio seria



mayor en términos absolutos si la poblacidn estuviera crecien-
do en funcidn del ingreso medio; de cualquier manera, esa tasa
es negativa y en consecuencia el ingreso per cdpita se estd re
duciendo continuamente hasta que el ingreso per cagita llega a
ser igual a y+. A partir Jde este ingreso medio minimo empieza
a operar la tusa negativa del inireso medio cuya primera deri-
vada es variable hasta que el ingreso toma el valor de Yoo

Ta conclusidén que obtenemos es que este modelo no --
puede producir un nivel de ingreso medio que permita pensar en
la liberalizacidn de fuerza de trabajo que pueda.dedicarse a -

otro sector. Este_ es un sistema agrario que nunca ﬁbﬁ*é dejar

L

\.
~

de serlo y, ademds, es completamente estacionario en su niwel-

‘medio de ingreso y en su volumen de poblacidén. No importa que

por designio divino amanezcan las personas un dia con su ingre
so duplicado, siempre regresardn a la situacidn estacionaria -
para ya no salir de ella. Este modelo jue se parece mucho al
de Ricarlo =cuando menos en dos de los sunuestos fundamentales: ™.
los rendimientos decrecientes a escala y el crecimiento de 1la
poblacidén en funcidn del insreso- no explica pues, el creci--
miento.

Para terminar con este inciso diremos que la pobla--
cidén en el punto de eqﬁilibrio estable y estacionario esta jus

to en una situacidn de subsistencia. .Si reducimos el ingreso-

la poblacidén decrecerd.



CRECINIENTO CON AHORRO.
Dadas las condiciones y supuestos formulados en el inciso ante-
rior llegamos a un modelo donde la solucidén es una economia es-
tancada. Mo@ifiquemés ese modelo. Supongamos que los producto
res de tal sistema, al darse cuenta que su producto per canita-
se mantinene constante, deciden hacer un esfuerzo nara salir --
del estado de estancamiento. Tal esfuerzo consiste en chorrar-
una parte de su ingreso con el objeto de adjuirir canital a cam-
bio de ese ahorro, entonces el ahorro, 53, serd:

S = sY (I11-1)
donde s es una proporcidn del ingreso fotal. Por otro lado, sa
bemos que Y=C+S y Y=C+ I entonces S = I. Ademds, -
el cambio del canital respecto al tiempo, huciendo caso omiso -

.

de la depreciacidn, es igual a la invercidn. Lsto es =K = I.

2&

Efectuando las substituciones necesurias llegamos a:

1)

K = sY (I11-2)
lo cual nos dice que el crecimiento del canital es una funcidn
del ingreso.

De hecho, desde el momento jgu2 no hemos considerado -
la existercia de un sector industrial, hemos abierto nuestro mo
delo. Es el sector externo el que le va a vermitir a un siste-
ma de esta naturaleza adguirir los bienes de ca»sital. Con  tal

[ S I :i"‘(t(‘d“, P
motivo “asumiremos a) que el sector externo esta en equilibrio;
o sea, luas importaciones Jde canitul son comrensaias exactamente
N " 3 3 ’ - ’
sor las exnortaciones Jde .productos agricolas; y by que los téer-

minos Jle intercambio se mantiencen constantes parua cualquier vo-

lumen Jde bienes tzanzados. Lstamos ahora en vosicién Jde replan
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tear la funcidn r-odvecicdn introdvcieric en ella el cavital.
Y:Af Lok’ (11-3)
Donde Y, A y T tienen l. misma connotacidén que eh la --
funcidn original; y K es la cantidad Jde casital que se emplea -
en la ovroduccidn agr’cola. Si suponemos fija la cantidad de --

tierra laborable, entonces la funcidn gqueda exoresada como:

o

V=ﬁPKP e T

\ . ;

donde p+p = 1, si y sélosin =1 -3 entonces

Y-A%" (11-4)
Esto es, estamos suponienio que la funcidén tiene rendimientos -
constantes a escala. Si incrementamos ambos insumos en una pro
porcidn cualquiera, el producto crecerd justamente en esa pro—-
porcidn. Dividiendo esta exp.esidén vor lu noblacidn para obte-
ner términos per canita, entonces

l’) - kﬁ Al e r( (11-5)
Diferenciando respecto al tiempo y dividiendo ambos miembros -~-

por y, entonces(1l) Y

) . sk
.QT - "'6}{‘ (II—6)
Donde (2) k. X _ A (1I-7)
., K A
Si dividimos por K la ecuacidn (II-2) obteniremos la tasa de --
crecimiento del capital. ‘% = s% entonces
K . ,
__IZ = Skf‘ ’ s (II"'Q)

l) { . 2) \ 5 ,"il_ (‘lll'_
A IR RS R R S Tyl S £
(J' Y _’" { —1 o ".:'" /)'f .-

« . [4 1
 —- ’( (""' - " 'c
= —-2- -_fs ,{’" A -F -;— " |
Vi AR -KA KN kA
8 ' / 1K FK




Seguiremos suvoniendo que la tasa de crecimiento de la
poblacidén estd dada por la funcidén (I-8). Si sustituimos (II-6)
en (II-8), entonces ¢
' A xx® S
A (11-9)
Ahora, sustituyendo a (II-8) y (II-9) en (II-7) y mul-

tiplicando ambos miembros por k, entonces

R-av®o (fRF . Sh) (11-10)

Esta ecuacidn nos dice cual es el crecimiento de la ta
sa de capital per canita. Desgraciadamente, dado que O%=f = \
entonces los exponentes de la vuriable son nimeros racionales vy

por lo mismo es dificil saber que valores asumird la variable k
cuando hacemos que la variacidn del canitzl por hfmbre sea igual
2
a cero (ﬁ = 0)« Ademds, los valores que tome kden ultima instan
cia dependerdn del valorchap. Intentareros, sin embargo, hacer
un andlisis grafico de esta ecuacidn, sabienio que hay una solu-
cidn trivial para la variable cuanido k = 0y que es k = O.
Empegemos por el primer término. Hagamos fl(k) = skf
entonces cuando A tiende a cero fl(k) = s, lo cual nos dice que

fl(k) es inle:endiente del valor que Grdfico II-1

0 rC Y (

tome k. La renresentacidn grdfica - ),
trik)

de fl(k) = 3 es una recta paralela- '

al eje de las ordenadas, la cual es
este caso coincide con ese eje. Cuan

doestiende a uno entonces fl(k) = sk

funcidn ésta que taumbién estd dada
por una recta que nace en el origen

y cuya pendiente es s. Para cuvalquier

otro valor defala gridfica seréd una -



curva concava hacia abajo que nace en el origen. ILa primera de-
rivada de esta funcidn es:

x®

L] —_ Pl

’fl(k) fs i .

entonces cuando k crece el cociente-%— se va empequeiieciendo =--

puesto que @(L, lo que hace que la vendiente decrezca siempre. -

‘Ademds, haciendo esta derivada igual a cero, la Unica solucidn
que existe es k = 0. Entonces nace en el origen y es mondtona -
creciente. De hecho, esta es una propiedad ie una funcidén Cobb-
Douglas.

Procedamos de igual manera para el segundo término, ka
Entonces fz(k) =¥r®". Ccuando 2 tiende a cero la funcidén es =--
f2(k) ={k y su representacién serd f(n) Grafico II-2
una linea recta que nazca en el ori- n
gen con pendiente ¥ . Cuando @ tien
de a uno entonces la funcidén queda -
como f2(k) = Yx° dando lugar a una -
curva coéncava hacia arriba como en -

la figura II-2. La primera derivada

de esta funcidn es: fé(k) = 26kx,; --

R

mino (2%k) crece. Ademds, si igualamos la derivada a cero, enton

’

cuando kX crece entonces todo el tér-

ces la Unica solucidén es k = 0, o sea la curva nace en el origen.
Cuando§3 se empieza a alejar de uno la curva se va tornando mds -
recta. Dicho con mayor rigor, la pendiente de esta curva -

se va haciendo menor para un valor cualquiera de k a medida Que

se aleje de uno y se acerque & cero, asi hasta convertirse en una

recta.
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Por Viltino, el\terce? ter- . tsUQI Gridfico II-3
mino <5k lo vaciamcs en la fieura --
II-3 donde observanos ¢ue se trata -
de una recta que partiendo del ori--
gen tiene una pendiente igual a é.

Ahora, grificamente deduz

camos el tercer término del segundo;

para ello, vaciemos en una sola re-
presentacidén a ambas figuras. Escojamos, sin embargo, para ese
proodsito una @ cualquiera que no sea ninguno de los extremos -

puesto que éstos no tienen sentido ecordmico. (3)

3) La productividad marginal del capital es:

: "’.“ T 1 4 1. e
M =pli™K Lo A Al KT
c“\". . ~ (_i "
.(;\5-"_ - i RN /1' ) ,-‘ \1 . \" ) (_.\\\' 'l
ar. Pr e T T o !

k

Por otro Jado, la elasticidad del producto respecto al capital

es: (1_(Y;_; AT v o
oL 8 S
Ol et

Decimos que«ééﬁm%r*que < toma los valores extremos no tiene -

sentido econdmico puesto que si.’ = 0 = e entonces la elasti
cidad es igual a cero, lo cual dice que no imrorta la propor-

cidn en que se aumente el capital, el producto se mantendrd -
fijo y ésto implica que la elasticidad del producto respecto-
a la fuerza de trabhajo es unitaria. En el otro extremo, -

si.@ =1 = e entonces el producto aumentard en la misma pro-

porcidn en que haya aumentado el capital; en tanto que la --
elasticidad del producto respecto al trabajo serd cero. Am-

bos extremos, pues, no tienen sentido econdmico.
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En la parte superior del Grafico II-4

&), fik)

grédfico II-4 hemos sobrepuesto las

figuras II-2 y II-3, donde observa-
mos que hay una seccién de la nueva
funcidn £, (x) - f (k), dibujada en

.la parte 1n;erlor de la figura, don
5

de 0<k (&Bpara £, (k) < £ (k). En -

3
l
tanto que para(%)ﬂck entonces -

f, (k))'f (k)» De manera que dedu--

boob n
(k) obtenemos una h@ﬂ'fuh) R-K.

o~ ‘.C,‘\

ciendo f (x) a £,
parte negatlva para O<.k )} otra
parte positiva para(x) < ke

El andlisis grdfico que -
se intenta en el diagrama II-4 se -

refiere al segundo y tercer términos
|
.’ . : -

de la ecuacién diferencial (II-1Q)- &2 i

-a los términos que estdn encerrados

en el paréntesis- y éstos términos provienen de haber sustitui-
do a la tasa de crecimiento Jde la voblacidn pdr ellos, de suerte
que estos dos términos y sus respectivas grdficas estdn relacio-
nados con la tasa de crecimiento demogrifico, sdlo que ahora es-
tan expresados en términos de la variable k. Es precisamente ég
to lo que explica el comportamiento de la funcidn en el sentido-
de que halla valores de k para los cueles f2(k)< f3(k) y halla -
también valores de k donde fz(k)> f3(k). En efecto, acorddndo--

nos de la funcidén del crecimiento provorcional de k =-funciédn
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(1-8), grdfico I-3~ constataremos que hay un segzmento donde la
tasa de crec.iiciuo de la poblacidn es negativa debido a que el
ingreso per capita es muy pequerio y desnués, cuando el ingreso-
medio crece, la tasa de crecimierto de la poblacidn se hace po-
sitiva. Cuando ex»recsamo3 esa tusza de crecimiento en términos

de k, podemos esperur que a valores pequefios de k, fz(k) - f3(k)
sea negativo; y para valores grandes de k, f2(k) - f3(k) sea

positivo.bﬁPor lo qué se ha dicho, pbdemocs colesir que existe

(") r S %
Las dos soluciones de esta ecuacidn son: kl =0 y k2 =(f?)p

La primera solucidn no es relevante. Ia segunda solucidn es -

[UE] -
un valor de k para el cual f2(k) - f3(k) = 0. 0 seas YR ~oR-c

la que marca el valor de k donde fz(k) - f3(k) toma el valor -
cero a partir del cual esta furcidn se huce positiva.
Para terminar este andlisis grdfico nos falta dedu--

cirle al primer término de la ecuacidér (1II-10) los términos --

4) En realidad se trata de una tasa que multiplica el creci---
miento porcentual de la poblacidn por el capital per canita

Aoy
f)

uesto que 3 , 1
p q !‘v - x:{‘_‘\’ ’_{‘\

1

multiplicando ambos miembros por k
LR ‘.,
.’3 JUCEE ¥ AT &

Es ésto, en realidad, lo que ce estd midiendo en el eje de
las ordenadas en la figura II-4, parte inferior.

5) . (3] . " L % ‘~“: N . 7

Kkﬂ B R ( {100 04y B
0 it ((-'\ .
7'=) [H -

g f .
\ " r
(= 1{7 R
) } N A /



que estdn dent.,c 3~1 narénte- Grdifico II-5
sis. En otras pizbtron, nos = ¢ R f(ﬁ)

falta deducirie graficamente-— !

a la figura II-1 1: norte in-
ferior de la figura II;4. co-
sa que se hace 2 1> figur~ -
II-5, donde en su pa~te supe-
rior hemos metido las figuras

mencionadas. Puesto que la -

funcidn fq (k) = skf' es mondto
na creciente y puesto que su h
pendiente siempre es td decre-
ciendo; en tanto que la fun--
cidn fz(k) - f3(k) también es
mondtona creciente pero su --

pendiente siempre esta cre---

ciendo, (6) podemos asecurar -

que, tal y como se observa en

la parte superior de la figura II-5, en algun punto a la derefha

6) La pendiente de f2(k) - f3(k) es: é . .

¢ LR . . roon 1 \ '

C\\L(\'L) \,\\‘ \ ‘ .—.\_)”- () \?f\-“ . .‘_:l\’ - (‘/ :l\.t\ A —C;> EA PRNE S ‘{Q'_ ;'j -——“.("

30 IC\\k‘ 31 S o RECADS
LYo le) - fan SRRV A
e puiR 20

Donde los pardmetros é Yy N son positivos. Entonces la funcidn

f (x) - f (k) tiene un minimo vara k = ,TTV”"F' A partir de -

ege valor la pendiente se frace nositiv& y creciente. Esto ec
cuando crece la variable, el término k Jde la primera deriva-

da siempre crece, lo cual hace gue la pendiente, puesto que -
todos lo? termlnos son pardmetros positivos, siempre crezca -
para (

Vool
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O\? L .
k =(—~:> lez Jos Tousiines en cuests

§

en ese punt> ‘oade la diierencia <

cero.

ca

'te

. ’
3e intersectaran y se-

umbas funciones se haga -

La parte inferior de ia figura I1-5 contiene la grafi-

de la ecnacion (J1-10) Por 1las ra,ones que se han dado exis

un valor kX para - cual kK =0; o sea, existe un punto donde

el capital por hombre e mantine constante a lo largo del tiempo.

Esa situacién de estancamiento en el capital por hombre es esta-

ble puesto que para valores de k menores que K-

(x < x*) enton~--

ces k es positiva lo que nos dice que el canital por hombre estd

creciendo,

a la derecha de k_

empujando a k hacia la derecha.

Para valore s de k -

(k< k) entonces X es negativa de manera que

el capital per capita estd reduciéndose, lo gque hace que k se —-

desplace a la izquierda.

En..uces, el sistema es estable puesto

que cualquiera que sea el valor de k = O, éste &enderd a caer en

K .

’

Veamos como mero auxilio analitico qué pasa cuando con

sideramos que el pardmetro/d en la ecuacidén (II-10) asume los va

K}

lores extremos.

a)

Si p = 1 entonces k = k(s ) ~Fk2
Haciendo ﬁ = 0, entonces tenemos'~
dos soluciones: k1 =0y k2 =51%i—
La primera solucién es irrele
vante. La segunda solucidn --

nos dice que el valor de k es
igval a la propensién al ahorro

mds la provorcidén de mortalidad

entre la tasa de crecimiento --

K

Grdfico

II-6
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bruto de la voblacidn. Esta solvcidn necrsariamente es positi-
va puesto que :cios .03 pardmetres 1o Son.

Sustituyenio este valor Je k en la funcidén de creci--
miento de la poblacidn podr@mcs encontrar la tasa a la que esta
rd creciendo la noblacidén cuando el capital per capita se haya-
estabilizado.

W= (I11-11)
lo cual dice que la tasa de crecimiento de la poblacidn es una-
constante igual a la pronorcidn que se ahorra del ingreso. kEn
este caso el crecimiento del ingreso per canita es igual al ex-

presado por la ecuacién (II-10); o sea:

oy e o odp
.. } “S*(J

§

las cuales son las mismas q': hemos obtenido para el capital --

cuyas soluciones estacionarias (9 = 0) son: yy = O vy Yo =

por hombre. . »
i

b) Si/A = 0 entonces k = (é -3k + s.

El problema ajui estd en saher qué ¢
signo tiene la pendiente (é-—&) je la
variable k. Cabhen tres alternativas: . , \
i) que la pendiente sea positiva en cu l‘ <
yo caso (S)A y el valor de k tien- ‘ . -

de a crecer siempre. ii) que la pend%

diente sea igual a cero, entonceséh=s }

y k estd indeterminada. ~iii) en caso

] ! - s R
7) /18 : J@ g ’(' - S) - v g ;3(;‘,\L9“‘—- }\'-&:- A (-<’\ C)&Ao QU ‘\ﬂ_’\ =
)\ﬁ A ‘ A [

|

Pl



de que la pendi.n.: v neseoive ~ soeer 0% ¥y existe una so-
lucidén para ' :- --— uonde k es un .mero positivo supuesto --
Y
C oo ‘-
que <'-Y«{, ®n ~l vrimer caso "~ pobiucidn decrece, en el segun

do se maniierne constunte y en el ultimo crcce. Sin embargo, —--
puesto quc eselios canoniendo a o = 0, parcce ser que el proce-
so relevante es el o undo donde Ja aendiente es igual a cero;
la poblacidn queda est:ible y el capital ner capita tiende a in-
finito. Si @ =0 entonces no importa en que vnroporcidn aumente
mos el capital (Véise el pie de pug. 3) el oroducto no crecerd
Yy en consecuencia tamnoco crecerd_el in;reso ver capita lo cual
deja intacta a la poblaciodn.

Ahora bien, después de haber ensayado un andlisis gri
fico de la ecuacidén (II-10) y de haberla resuelto para los valo
res extremos de 3, estamos en posicidn Jde hacer una conclusidn.
Existe un valor k estacionario y estuble donde la tasa de cre-
cimiento de la poblacidn es positiva, de suerte que el stock de
capital del sistema estd creciendo permanentemente, una vez al-
canzado el valor X, a la tasa que estd creciendo la poblacidn.

Nos queda por discutir qué ‘pasa si la poblacidén alcan
za el nivel minimo de ;ngreso, y+, donde la tasa de crecimiento
de la noblacidn crece a una constante. Sustituyendo en (II-7)
la tagy constante de crecimiento de la poblucidén, tenemos

: W s

-£-= sk -

multiplicando anbos miembros por k, cntonces

k = sk+ - €k (I1-12)

Esta es una ecuacidén usada por 5o0low en su modelo de

9) R.M. Solow, Growth Economics, Amurtya 3en, Model of Growth,
articulo No. 7, p. 172. '
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crecimiento, 1la <=¢” tiene una solu-

cién triviacl para k; = 0 y oti: 50-
5 2 . . ,‘\\3-0
lucion estocionaria en k2= = )

Entonces, la $olucidén estacionaria -
para el modelo, con-~ideranio las dos
‘'secciones de la func..n del crecimien
to de la pob}acién no ouede ser menor

ANT
que k = <#—)’f « En efecto, si

= A\T-a .
kW {k = (z-) ~  entonces ambas curvas

se estdn intersectando a la izquierda

de kX~ y a partir de ese puhito empieza

r Grafico II-8

/\ k
Y
b:ﬁl»)o’-;n

a funcidn la ecuaciép (I1-12)

\

En realidad, la ecuacidn del crecimiento del capital per capita —

queda enmo: , Khﬁ__(5h?"_(§k\

k = max.% A\R{k"ﬁk



